NUM. 22. REVISTA DE OBRAS PUBLICAS. ANO X.

tendremos lodos los términos que la compo-

HOﬁNE WRONSKI. nen. En efecto, no hay ninguno duplicado,

porque si le hubiese v segregisemos el factor
Ao'o-\"u, quedarian dos lérminos ignales perte-
(Continuacion.) necienles 4 la funcion w de orden inferior, lo
cual es conlrael supuesto. Si fallase algun

“Supongamos segregada la funcion determi- | término, segregando Lambien en €l el factor
naila Xy el indice indeterminado S5 (es de- | A°“ w obtendriamos un término perteneciente
cir, que este pueda tener todos los valores
desde 84 & 84). Formemos para cada valor de
% v con los w—1 indices restantes las funcio-
nes W correspondientes, que seran en nimero

a una de las funciones w inferiores, el cual no

figuraria en ellas, tambien conlra el supuesto;
resultando de aqui estar completo el nimero
de términos, y faltar solo deducir el signo que
corresponide & cada uno.

Escribase el primer término de la funcion
1., anlerior suponiendo primero que o<z

dew: para obtener la funcion © que contenga
@ Xy bastard introducirla en cada una de aque-
Has con el valor particular de 3; escluido, v

A% %y, A%y

aBprly By aSerix L abex

#-1 °

- o
. 20O N . T
Cologquemos & 37X en el Ingar que le corresponde segun el érden de las funciones 3™ X,

-

sbex,. afey | afex gBewtix | afey

w—1 28 w1 w
¥ tendremos un término de la funcion que bus- | los
camns. Desde el factor & "\ en adelante no
hay inversion ninguna pur ser P menor que

indices independientemente del 0 , pero
como estasinversiones se han lenido en cuenta
para dar el signo verdadero al Lérmino corres-
todos los que siguen; pero desde 4 a  habra | pondiente de la funcion w anterior, no apare-
#—p inversiones; es decir 1...p, 2...6.... hasla

o—1..

ceran fuera de esta funcion ¥

-?, eslardn escritos en el érden natural, 2.° Habra modificaciones respectode 8; por
pero p+ip, pr2ip, L p=p+(p—p)....p lo es-

el cambio entre si de indices que precedan o

laran inversamente; luego el signo de aquel | sigan & aquel ; esto no produce ninguna inver-
“términoe serd el de la luncion

w anterior mul- | sion.
liplicado por 3.° Cambiando un indice que siga d 82 con
olro que preceda mayor que p , se gana una
(—1) (&—2) =ty B e) P inversion por lo primero, que se pierde por lo
segundo ; ¢l niimero de inversiones introduci-

das es cero.
sjueda por lo tanto demostrada la proposicion| 4.°

para aquel término.

Si ahora permutamos todos los indices de
la espresion anterior dejando invariable el fac-
tor AoP\Hoblrndreums todos lus lérminos en
que enira este factor inlroducido en la fun-
cion ¥ de érden inmedialo ; vamos & ver que

Cambiando un indice que sigue con
olro que preceda, pero menor que ? , se gana
una inversion por lo primero y otra por lo se-
gundo ; Lolal dos inversiones

Luego si prescindimos de las inversiones
quedan los indices diferentes de 65, el nume-
ro de inversiones de un lérmino cualquiera
diferird de las del primero en cero 6 en un nu-
mero par; cualquiera que sea el término, su

signo serd por lo lanto el correspondiente cn
Habri inversiones por los cambios de | la funcion © anterior multiplicado por
Tono X.

alteraciones sufre el signo de cada término res-
peeto del va examinado, por las inversiones

ntrodacidas ¢con el cambio de indices.
i1

Madrid 15 de Noviembre de 1862.
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(_ 1 }1‘-“!"9.

Si p>u demostrariamos de ignal manera
que todas las inversiones estan despues de p y
son

(1 me=(aa) e (2a) ¢

Harémos observar que estos esponentes no
son los de los indices sino en cuanto eslos re-
presentan el lugar que ocupan en el orden de

| humeracion , de manera que al desarrollar de

nuevo, por ejemplo, la funcio w que constilu-
ve el primer término de la formula (2) es ne-
cesario al término NG X multiplicarlo por
(—1)* y no por (—1)* ele., ete.

Segunda parte. Toda funcion & se puede
espresar en valores de las de un érden inferior
ordenando los términos con relacion 4 las di-
versas canlidades que entran en la funcion,
aplicandolas sncesivamente el mismo esponen-
te; es decir que se lienc

/ (= by,

AXI...AXm“(g,..8m>—~8
AX, J

(=42 A”x,

w

i AX,...AX (8. 6 V— 6
—nt a8y [_1 J( @)%y

n rd
o rA Cy x’-\or.x:. . Olv) X :___(_1)'4

b 2
(__j])w § oY X

Formemos el pnmer Lérmino de la funcxuu w inferior , y coloquemos en el lugar corres-

pondiente el factor a%¥ x . que no figura en aquel; supongamos :>u y obtendremos lu si-
gniente espresion :

P

” 2. e - I3
AN XLy Bty 6y Ly - A°YX L aBerly

.. X
) | w

idéntica & la del caso anterior cambiando en aquella »engypenv; luego & cada término

b4

serd preciso multiplicarle por (—i) **# . Las dos formulas (2} (3) pueden representarse abre-
viadamente en la forma siguiente:

“AX(... A ...8 —3
. Biv Bun B e F=uw 0\Bon X \ kol %, ) s
(4) o] A7IX, "X, . A% w |=EDEE _’(_1) AP Xy —__—_Aku

=

AN, L AX (8.8 y— &,
G) o AC‘\' Aam X _ 1 VF‘ 1, "'AOV‘A... 1 w ( 1 u)) V]
5) w X X, |==r s (— Y,

v

Valiéndonos de las do% formulas anteriores, vamos 4 demostrar el siguienté lema en el
cual se funda el teorema que va & servirnos para deducir la ley universal de la Technia.

LEMA.

Ademds de las funciones, X,. X,... Xw lomemos olra » (que para distinguirla de ellas
represeniarémos por una letra diferente, 7 : se verificara siempre que
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(V2 |

(6) A°” 7 :-[.\x‘ax,.. LA

LB 14 14w 8 [AZ..&.\:,...;\X&) ](5, 32...39...6(0)

e

Aplicando la formula (3) & la funcion wdel
2.° miembro para separar el término corres-
pondiente & Z, observarémos en primer lugar
que aqui como alli son w ¢} nimero de funcio-
nes, y en segundo que escritas por el siguien-
te drden

{ / /(_1)1 As"z.:

s P £
61%:...8, .,.5,
X =
w

AX
2

Z.Xl \,.. \p.-—i ..\u.——! ... Xow

corresponde & Zel indice 8,5 4 X,,8,; 4 Xp—1
83 & Xu-+1 8u-r1; ¥ por ultimo & Xo, 8w basta
pues, poner aZ enlugardeX, enjla formula (3),
y oblendrémos parael valor del "." miembro

FAX, LA X ]<6,..6w)— 6,

AN,

- by

ZAX,...AX, :|< 1o 8 )8

A
- (—1)* A °’\ [
p=o . . S
B (—niFmay e AX, AX,
RN

p=1 |

AZAX,... A 8, .. 8 —o
IR PRI L Y (R
\ \ \( Ol “"[ AX, AX, ]

que se trasforma representando abreviadamente la suma de los términos & contar desde el 2.° en

p.:(') \
p ‘ (—

{4 ov
ITEATX L=
p=t l

(1),?

(__D{ Acv 7

AR ... AX (5. 6)=8,
»[ —T]
P.

. AXAX,.. AX (6; .. 8, )-5-,
+T_ (=P A% X_ — ]
by ( ) w AK{L A;\ib

en la cual ® Lomara todos los valores desde 1 | res tiene el mismo valor. Separando los dos
hasla w menos el dey, yo Llodos los valores | términos, efectuando en el primero las opera-
desde 2hasla « , hallindose relacionados & y ¢ | cionesindicadas y suprimiendo en ¢l un (—1}?,
de manera que para lodos los valores inferiores | se convertird en ’

4, vale ; una unidad mas, y para los superio-

b

1 L]

L 2.
(—1 ),-H.L \dd xu. A%
p=1 :

A X, X, (606, )6,
el TAX

N ”n
sacando {—1)* A" Z fucra del = por ser independiente de p.

A 2x§(—1) = w( ™. el

K *[A\,...A\ ](o....m 6,,2\

E
3
E
b
K
R
i
3
X
i
4
;
.
s
i
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ffue segun la formala {3) se convierte en

»

21

2. ”
A% 2 [Ax,..axmfl'“% T,

Fulta abora tan sole para lerminar la demostracion hacer ver que el segundo lérmino

Ly T By,
(=0Tt e By
w1 ¢

€3 sicmpre cero.

Demes & un valor delerminado m en la
séric 1. 2. 5. haslaw, ya & olro p tomado
tambien en la misma série (el cual, sezun lo
dicho antes, deberd ser diferente de m s invir-
tamos el orden dando & . el valor p y 4 el
valor m; el valor de la funcion v no se La-
bra allerado, pues en la série de funciones
Z.X, .X,....Xw se suprimen sicmpre las
mismas Xm Xp. El signo de estos dos faclores
depenidera del esponente de (—1) afecto a
ellos; luego si demostramos que en los dos
lermyinos resullantes son conlrarios, se des-
trairan todos dos & dos. En el primer caso la
funcion estd multiplicada por {(—1) ™ Po=p y
en et segundo por (—1)? T Fa=p, v para fijar
las ideas supongamos que de los dos valores
sea p el mayor (lo cual es indiferente para la
demaostracion).

Escribamos las dos séries

ur

a0 (1?7 A% X

~
z.x,x,..,(xm>...x1, ...X
SN——

K=o sy,

AZAX,AX, . AX (6.6 1%,
AX AX.
® @

Gy

TN

Z.X,X,...X,,... (\p> X,
SN—

indicando el circulo que falta aquel término
de la série.

Simy p son ambos pares, X, ocupara ei
lugar par en la primera, y X,, el impar en la
segunda, y viceversa si ambeos son Impares;
luego (—1) o=mn y{—-i)FG’=P son de signo
contrario y lo mismo (—4)+2g=) v
(—1)f+Fo=m

Si m es par y p impar, Pa=p YPao=m -
rin impares, v pares si m es impar y p pui:
luego fo mismo que antes los dos lérminos se-
ran de signos contrarios y se destruiran dos i

dos; con lo cnal resulta demostrado el lema.
TECREMA.

Sean Y,, Y,...Y,, w+! funciones de Iz
variable z v formemos con ellas las siguientes

A%y

P

x,:u-[ A%y, a8 Y,]

(7) .

X =h{ 4% y, 2% Yﬂ]
4 r

e

-
\ w

Formeuios tambien las siguientes

¥ =e[ sy,

2 b
A% Y |

W
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ot

[ T, =A% Y iAT Y,
i

~

T,=A0 YV -2 A1 Y, i A%y, -

® S 1, =aeverit iy, e P By 2 G 62 By g

. 2.5

3 o (0—1) (0 -2 3
\ To {_A"\—L-z—i APy, 4 %__.\-30—;-&
En estas funciones 3 representa ahora la operacion concretla de tomar las diferencias ya
progresiva, ya regresivamenle (a), sirviendo cl ndmero i===1 para distinguirlas: 8,%...€

tienen aqui tos valores determinados

- -

-4
9) 8,=0 «8,=15 8;=2... st’)_—:w—l Y los %o, 61, Ga.- d,,

(10) 8o=0C e ;=153 =1+¢» 8,=2+8...8 =V--<.

]

El teorema esta formulado en la igualdad siguiente:

8 5, g . . 3 -
{n ‘i’[AxXl ATX,.A m.\:w]"—"\T"T:""lw—!) [A Y,A '\ _\U)Y J

v quedard demostrado si hacemos ver que cuando

AX, AX,...AX | (\ "6‘1""6[.)—1) AY,AY,.. AY (80.3,.,,3(‘) )
(i12) w "‘_—',—v B ) (] T v a—
AX AY

> & -

by

para todoes los valores del indice * (siendo M una cantidad independiente de dicho indice}, tam-
bien se verilica

P

o B B % S, 8
(2)w] A XA X...A X, | =0T, A 3 A Y Awa

Desarrollemos por la férmula (4) el primer miembro de esla tltima ecuacion.

6. 6. 3, ® \ o Gu. AX,AX,...AX, (s"‘sw :‘;-—Zm
U | AMXA%X, A X | =(—1) (— ya X, - X,

v hagamos intervenir la hipétesis (12): teniendo en cuenta los valores (10} y sacando M fuera
del signo =,

-
N~

: . — < AYAY,AY ) (2033
- 6 . -~ . o - . w . ‘L"w . zJ. u)—-{ . w
(13)w [ INID WAL W xw] ={(=1)" M 5}‘:1( 1) a ol Tay

by

{a) Llama Wronski diferencias progresivas i las obtenidas por el método ordinario / (z-+Ax)—[(x), y regresivas
4 las formadas restando de la funcion 14 funcion en su estado anterior: esdecir que A regr. fz={(z)—f(z—Ax).
Aunqgue la demostracion se refiere 4 1as diferencias, es aplicable 4 todas las funciones en que se verifique Ia
misma ley, como por ejemplo, en las llamadas por Laplace sumas deltas ¥y representadas por el mismo autor
cen el signo V.

3
}
3
s
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Para oblener esta espresion en funcion de Y falta solo eliminar 4 Aw—'xw cuyo valor es (7)

—_ - Soy ABiv -1 S van v .
(13) A® i‘\-p~=Aw 1( A°°}0A°’XP)—A“’ (AOQMOYIL );

Lo que sigue na ofrece dificultad ninguna, reduciéndose & desarrollos mas ¢ menos estensos,

pero todos logicos. Apliquemos 4 los dos términos (14) la formula del binomio de las diferen-
cias para obtenerlos en funcion de las diferencias de lus funciones Yo, Y

(3) A" [F (@). r(#)] = F(2) Am/(x)-’:-%AF(z)[Am.‘if(x)-f—iAmf(x)l
m(',nn“ A2F @) [AM " (@) p2iam~ gy g 2 AT £ (5]

]

—~1)....(m—k-1 2 ‘ k '
+ RO F(I)[ ST @ +&]

.............................

El primer término de la formula (14) se deduce haciendo en (5) m=w—1,F(z)=4a%Y

v
0
fir)=A ‘\,L Ordenando luego con relacion 4 las diferencias de Y,

oy

_\w_q( Aoo YOAG, Yy. >=Aw—i+o, YuXPo

4 AW ey R ot

P,
53 . —1) (w—°)
A(.l) —:—Oi (m
Y 12,
+ &
siendo
1 (0—1) (0—2)
'/PO_A Xo—l—z Abiy i BT A% &
N w—2 (0—2) (w—3)
P,=A°1 Yo‘*“i_[— AC2 Y0+12—{.C_)_—_ AO;Y°+&
J
(16) ©w=3 (0—3) (0—4) .
p._A Yo+i AN T ANy
) w—n—1 ¢ (m—n—-{) (w—n—2) en4-2
\P, =0 Yoti———A ety s A Y&
De un modo andlogo hallaremos
.\"’-i( abiyab Y, )=~.\"’“’*‘E°Y}L><'Qo
s w—{
-+ .1"’_2_’_501' o 0,

. - (w—1) (3—2
-+ A(U—‘u"f—OoY X“)'
" -2 :
+ &
v el valor general de Q sera
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0]
N

w—n—1

A"n_{__QY e (w—n—1) (w—n—2) ¢

S
(17) Q= "y s A Sy &

. «reriat v oaw—1y . \
Sustituyendo los valores de los dos términos que componen & A°7 "X, | teniendo presente
que 8,=1+3, (10) y ordenando con relacion 4 las diferencias de Y,,
v

Ay = Polm_a‘)Y

* hd
"

—1 n—{4-3
+ ( w - Pl—Qo> AL) —i—ooY

(‘01—1) (__)_ Q,).\ ——-1—00"

W

. N (w—1) (w—2) ¢ w?5 P;—Q-;) Am—s-{—ao\_u
5

1.2, \
T {w—1)... (w—n—1)/ w—n ) W—N—+C,
P — A Y
A - 1.2..n—1 ( n n Qn—i o

Harémos para abreviar
(18) Pn (w—n)—n Qn—l= Rn

v adoptarémos la notlacion de las facloriales (a) , lo cual da, sacando fuera el divisor n en ca-
da término ‘

A0l x = A% Y, >Po ()

XL
. 0
ATl ey e 0T R,
N 1]—1
+A<u—2+oo ¥ w—1 R,
izt
. All)—s-*“ao Y x w—I{ it R
. R *
&
o abreviadamente
. e ST —{}—1
9 a*Trx == T ot R i B . i
' - ® ‘=0 4 nll n

El término: general de B se obticne. (18) poniendo n—14 en vez den en (17}, mullxph-

candole por n, '1l vwlor de P (18) por w—n, y tomando ci término general de la diferencia
que serd . B

('1) Esta notacxon de las factoriales’ empleada por Kramp, es mas clara y da mejor idea de su analogia con
LS polenc\as que la de fnnmones T (gamma) de Lagrange, 6 la ! adoptada por algunos autores modernos. Lla-

maremos factornl 3 todo p\'oﬂucto ‘de Ta forma -‘5'(12-1—7') (z42r).. (z+(a—1)r) ¥ lo representaremos por =
—_ [—1
) Se pndxera emplear en este término 1a-misma notacion R, que entonces seria~>—1) " R =P,
|0]l
i

©

(@— 1yt i1 =(w_‘)—{]—I=___1___

orque Rg=wPy, ¥
porq o 03 1opt (m—'l—i—_'l)“l
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(onyi Ho=n=1) 171 Zap Yot b to=m) ! 2nry

Y =
1 k11 $h1 °
kAl oy . 1 iy Stk ot . :
i Al - Yo [(m_")(m_n_i)/.,—1_71 (w—n! 1'121___.\’_’?‘_\_‘..[(&_@/.7-11——1_"(‘”_ myF1- l}

N -1 Y

’ i . El—t s,
i i ' (w—un) k=1 l (w=n)— h—n -|= i" (cv)—QIJ—K)M_A°"+”'YU

'ER

1o cual da para el término general

“ h=0

que sustituido en (9,

.
* n=0

L~
A:-»—i X =};u=m AW, Y‘) -

PLANIMETRO DE G. STARKE.

TRORTA » USU Y RECTIFICACION DE ESTE INSTREMENTO.

Sea C B A una posicion cualquiera del
instrumento , para la cual representaremos por
* el angulo que forma la varilla BA con el ra-
dio veelor CA= 7. La ruedeciila se encuentra
cu S, en A el puntero. Supengamos que este
1llimo recurre un elemento A A'=d. s, de
mode gue p se trasforma en {s+d. ¢} Llame-
nmos 4, s al dngulo ACA”L

Sea CRA” la sezunda posicion del instru-
mento 27 el dugulo CA'B” v Hamemos u al
que forma el elemento A A’ con el radio vee-
lor. i 88" es la linea recorrida por la ruede-
cilla, el arco desarrollado por la rolacion de
la misma serd §E, componente normial 4 B S.
N Hamamos r el ridio de la ruedecilla vd v

un elemento de su desarrollo tendrémos
S E==>xd.v.

Coleulemos pues , eslos valores v hagamos
CB==c: AB=a y AS=).

:i'_ =1 LA
R = .‘." “ n[ ik (tv—2n--1%) (2_1').~l__ sbu--k Y

ety A

1 kit

“

1k

(:u—'l"'—ll_l h=w>an (&)
{ nit k=0

P. Perez pe 1a Sara

(Se conlinuard.)

En el trianzuto ET G tenewos

rxd r=8& Trxen ETY.



