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";-ARITMETICA' SUPERIOR.

- TEOR!A DE RESTOS

Lema. Para que dos nimeros A y B dzvzdzdos
-respectwamente_ por olro P den el mismo resto es
preciso que su-diferencia sea divisible por-P.

* Que esta. condicion ‘es necesaria esta demostrado
en todas las obras elementales de Aritmética : va-
mos & probar que es suficiente. En efecto : supon-
Bamos que A y B no dieran €l mismo resto, y sean
€stos R y R, respectivamente. Llamemos Q y Q, 4
los cocientes obtenidos, y se tendran las dos ecua-
ciones siguientes : -

A=PQ-+R

~ B=P Q¢+ Ry,

, Restando estas expresiones, Ia segunda de la
'pnmera se encuentra

- A—B=P(Q— Qi)-i-R —R,.

~

' sx R > R1 y _ J
- A B PQ—- Q.)-—(Rr-R),
ﬂwwmmR<R S ‘ '
Ahora bien ;. por hipétesis P divide 4 A — B 4
P Q— Q’) tambzen por ser esta cantidad un mul-
llplo de. este ‘nGmero ; luego P sera un divisor de
R—Ro¢ de R"—R, lo que esimposible, por ser
R y R’ menores ‘que P. Serd, pues; preciso; para
.qu la condxcxon anlenor € venﬁque,,que des-
.aparezca-el término R — R/, es declr, que R=R’
como se. deseaba demostrar i
Teorema._Et restll que se ncuentra dwzdzendo
, un poli omzo’arztme’two por un numero es el mzs-

este caso en la siguiente :

Sea el polinowio aritmético
) A4+A2+A3:tA‘. .«

P el divisor; Q,, Q,, Q;. .. .. Oa los cocientes de
-dividir- los- términos A,, A,.:+.. Ay por este

+Any

‘niamero y R;; R, R, .. . 2 Ry los restos, y sea,
-ademas, KP un miltiplo cualquiera de P.

.- Se-tendran las signientes igualdades :
Ay =TPQ;+R,

o Ag= PQs—l-‘Re“
- A;=DPQs+ Ry
A, = PQn ~+Ra

Sustituyendo estos valores.en el polinomio arit-
mético propuesto, y afiadiendo, .para hacer las

'| -restas posibles, la cantidad PK, se tiene :

AfrAgtAgEA . .. A =P(Q+Qi+0;.. . . 20
PK+R,+B,+B;+ «eo ERL

—K)+
De la igualdad anterior se deduce la siguiente :
AptBg-AgtA . o oo A —(PE+R,+Re+Ey. .. .. *+R.)=
P(Ql—th—i- ..... +Q.— K).
expresxou que indica que la diferencia de los poli-
nomios aritméticos (A, -+ A, - A, = A, ce.
+=A) yPK+R,+R,+R,. ... ..__Rn es di-
visible por P ; luego, segun el lema anterior, es-
tas cantidades dan, divididas por P, el mismo res-
to, que es lo que se deseaba demostrar.
Corolario 1.° El resto de dividir una suma

Art-A, A oL Ay por un ndmero P,

es el mismo que se encuentra dividiendo la suma

-de los restos parciales por la misma cantidad..

En efecto: Ia igualdad anterior se convierte en

Al+A,+A3+. oo A =P(Q+Qu+ Q5.0 . Qo)+

. Ry+Be+-Rs..,. .+ Ry
que compx ueba lo que se deseaba demostrar. -
.Corolario 2.°. Si un nimero divide 4 uno de los
sumandos de una suma y no divide al otro; el Tes=
to que da ésta es el mlsmo que el del sumando 1o
divisible, Sl R
. En éfecto; la. lgualdad del teorema antemor se
trasforma en: . ‘- : T
. A+AR=P(Q1+Q2)+R2»
que demuestra 1o enunclado. ' :
~Corolario 3.° Si.unnimero divide al mmuendo
de una resta y no al sustraendo el Testo’ ‘que da(
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la diferencia es igual 4 lo que le falta el que da el | 4, b y ¢, en este caso nmguno de los restos _puede

‘sustraendo para ser igual al divisor.
En efecto; la igualdad citada se convierte en
este caso en:

Ay—8=P(Q—Q—1)+P—Ry,
como se deseaba demostrar.

Problema. Encontrar la ley que siguen los res-
tos que se hallan dividiendo por un nimero ente-
r0 ¢ los valores que puede tomar la expresion
an -~ b, cuando se dan a n valores enteros y suce-
sivos, siendo a y b nameros enteros y conocidos.

Los restos que se pueden obtener deben ser to-
dos menores que ¢, y por lo tanto serdn los si~
guientes :

0,1,238.....c—1,
cuyo namero total es c.

Para que dos valores de la expresion an + b den
el mismo resto es preciso que su diferencia sea di-
visible por ¢, como se demostrd en el lema funda-

mental ; si se llama, pues, n” y n’ los valores cor-

respondientes de n, se tendrd :
) (an” +b)—(av' +b) =¢. g,
siendo ¢ el cociente ; reduciendo la |~ualdad ante-
rior se trasforma en :
a(n”’—n)=cq.

Si ahora se dividen los dos miembros de esta
expresion por el maximo comun divisor de a ¥ ¢,
y se llama a' y ¢’ los cocientes, se tendrd :

o (n”"—n)y=1¢gq.

Pero observando que ¢’ divide al segundo miem-~
bro, tambien debe dividir al primero; mas como
es primo con a’, debe ser necesariamente un divi-
sor de n'/ —n'.

Por lo tanto, si se dan 4 », ¢’ valores consecuti-
vos, se hallardn, evidentemente, otros tantos res-
tos distintos, pues la diferencia entre dos de es-
tos valores no puede ser divisible por ¢’; si ahora
se continlia dando 4 » otro ¢’ valores consecuti-
vos & continuacion de los anteriores, se reprodu-
cirdn los restos encontrados, y de. la misma ma-
nera periddica é indefinidamente.

Si a y ¢ son primos entre sf, enténces el nime-
ro de restos distintos serd ¢, entre los cuales se ha-
llard uno igual & cero forzosamente. Si se llama 7,
4 uno de los valores de n que hace nulo el resto,
todos los demas serdn de la forma :

n=ny -+ ke,
siendo k un namero entero.
Si a y ¢ no son primos entre si, pero si lo son

ser nulo. En efecto supongamos que 7= 1, hace
que an, + b sea divisible por ¢, se tendra:

ang +b=o.k;
pero todo divisor de a y ¢ lo serfa forzosamente
de b, luego a, b y ¢ no serian primos entre si, co-
mo se habia supuesto.

Por dltimo, si a, b y ¢ no son primos y se re-
presentan por a’, b’y ¢ los cocientes de dividir los
primeros nameros por su maximo comun divisor,
los restos distintos que se encuentren dividiendo
an +Db por ¢, serin igualesd los de a’n -+ b’ por
¢, multiplicados respectivamente por dicho mé-
ximo comun divisor. Siendo &', b’ y ¢’ primos en-
tre si se reduce este caso 4 uno de los anteriores.

Teorema de Fermat generalizado. Si un nimero
¢ es primo con otro a, divide d la expresion an — 1,
siendo n el numero de niimeros menores que ¢ que
son primos con él.

Si se supone b = 0 en la expresion fundamen-
tal del problema anterior, ésta quedard reducida
4 an. Demos ahora dn la seric de valores 1, 2,
3......¢, ysiendo, como se ha supuesto en el
enunciado de este teorema, a y ¢ primos entre sf,
se tendran las cantidades siguientes :

a;2a;38a.....(c—1)ayca,
que daran restos distintos.

Sea ahora k, un nimero menor que ¢ y primo
con él; el producto k4 estard comprendido en la
serie anterior evidentemente; llamemos q,, y.ry, al
cociente y al resto que se encuentran dwndxendo
ka por ¢, y se tendrd :

ha=gq, e+,

Vamos 4 demostrar, 4antes de pasar adelante,
que ¢ y ry, son primos entre si. En efecto; si tu<
vieran un factor comun éste dividiria al segundo
miembro, y por lo tanto al primero; pero no pu-
diendo dividir ni 4 a ni 4 k, por ser prime con-
ellos, tampoco divide al producto; luego ¢ y r; de-
ben ser primos entre si. ‘

Admitamos ahora que hay n nimeros primo
con ¢ menores que esta cantidad, y que éstos sean :

s hes kgeunn s us i

y Hamemos i, , 7%, Mg « - - + . 7k, 10S Testos res-

pectivos de dividir por ¢ los productos ka; k,a;
kya. . . . . kqa. Segun lo demostrado, los restos en=
contrados son primos con ¢, distintos entre siy
‘menores que- este nimero; luego-forzosamente
tienen que ser igualesd k,; k,; kg« . . . « ko sibien .
en distinto drden. - Lot
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" Pasando 7y, al primer miembro en la 10ualdad
ka= 011&;-!— Ty Se tiene:

ba—r, =cq, ;
luego la serie de diferencias
ba—ry; ket =, 1 ks T Tyg e BT

son todas divisibles por ¢ ; vamos 4 demostrar que
tambien lo sera la cantidad :

'k,a.k,a.k;-,a;.....‘kd—-rk STy T

5 * ks..-.-?‘

kne

" Para hacer ver la verdad de esta propércion
comprobémosla para las dos primeras, y despues
demostremos quessi es cierta para un cierto grupo,
tambxen o serd cuando haya una cantidad maés.

~ Sean'k,a —ry, ¥ k,a —ry, las dos primeras di-
ferencias y se tendra : '

kya = ey, 1y, ¥ kea=cgy, gy

multlphcando ‘entre si estas - dos wualdades se
tiene:

. 3
kija, kga = ¢ Tty gkz+rLt cgkn +7y, 64y, + 1\1 Tias

y restando de ambos miembros la cantidad ry, 7;,
se encuentra :

14a Taa — 7y 7y =0 (O, Ty T, By 7y T
expresion que demuestra lo que se deseaba,

Sean ahora m las diferencias, y empecemos por
admitir que es cierta para m — 4; vamos 4 demos-
trar que tambien lo serd para las-m.

- Sea

kg kg lga ..., g B =Ty T Tag o v 0 Phey = CR

y ademas

7"m‘z T = Gy .

, De estas igualdades se deducen

kya, kgn. Iza, ., L Uy =0hry Tyq Phg v av e .
y

kya =gy, +ry;
multiplicando estas expresiones miembro & miem-
bro se saca

ya kea ksa . .., . By — “m—;ka“=
hy, Y Tig e Ty O +07L’fm"‘""x-, Ten "km
6 bien
' #a. 7ma.7csa.....k a=
(07‘!7;.,.‘*"'1.1 PR .rkm_‘ Gy, T lrg) 7'1.2“'--’1

de donde

k,akzak-a,....k mE = Ty Tyg o o0 Ty, =

(ohgh-}-rh kot Phy Qi .y )

lueoro eI primer miembro es dmslble por ¢, como
se deseaba demostrar.

-

Ahora bien; el primer miembro de la igualdad
anterior se puede poner bajo la forma

k,k,k,.....kam—-r Tha Ty 0 T

pero como se demostro anteriormente, se tiene

ykoley o ous 7‘m="kl"x;g"k3""' Tm s

la expresion anterior se trasforma en -
Byloleg oo, km(a‘n—l).

Segun lo dicho anteriormente, esta expresion es
divisible por ¢; pero este niimero es primo con to-
dos los factores £, k, k, . . . . . kn, luego lo es con
el producto, y por lo tanto tiene que dividir al tér-
mino

a1,
como se deseaba demestrar.

Corolario. Si ¢ fuera primo, m seria igual &
¢— 1, y el teorema anterior se trasforma en el si-
guiente : que si un namero ¢ no divide & otro a, es
divisor, sin embargo, de la diferencia

P | ,
que es el antiguo enunciado del teorema de Fermat.

Teorema Wilson. Todo némero primo p es un

divisor de la suma :

L23. ....(p—1)+1.

En efecto: consideremos en la serie 2. 3.4 ....
(p —2) uno cualquiera de sus nimeros «, y cal-
culemos los restos que se encuentran dividiendo
por p los productos parciales siguientes :

@;2e¢;3a ..., (p—1)a;
todos ellos seran, segun lo demostrado anterior-.
mente, distintos y ninguno de ellos sera nulo.

Busquemos ahora cual de estos productos da el
resto 1: éste no puede ser 4. «, puesto que siendo
@ << p este nGmero serd su propio resto ; tampoco
puede ser o, pues de serlo x*—1 seria divisible
por p, y como a®—4 = (a — 1) («+1), p dividi-
ria 4 uno de estos factores, lo que es imposible,
pues ambos son menores que p. ,

-Por dltimo, si lo fuera (p — 1) &, como este ni-
mero se puede poner bajo la forma pa—«, la
cantidad pa— o« —1 6 pa — (24 1) seria divisi-
ble por p: luego este namero seria un divisor de
«~+1, lo cual ya se ha visto que es imposible.

Por lo tanto, el namero que multiplicado. por «
da un producto que dividido por p da un restod,
tiene que ser uno de los comprendidos cu la serie

distinto de a.
Ahora bien; el ntmero de estos factores es par

19 .

e T ey e

f
‘.
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v segun.lo demostrado éntes se
agrupan de dos en dos, dando resuitados que di-
vididos por p dan por restos 1 : se tendran, pues,
los productos siguientes : '

evidentemente, ¥

2 3a 3 4a” .. ... (p—2)a"
si, pues, & estos nameros se les disminuye en una
unidad, las diferencias que resulten serdn divisi-
bles por p, y se tendré, pues,

Za—1); @ =1) .....((P—2)(=*=1).

Repitiendo ahora una demostracion anéloga 4 la
del teorema anterior, se tendra que el producto de
los minuendos , que-es evidentemente 2 3 4.. . ..
p — 2, ménos el de los sustraendos que es 1, es
un multiplo de p. se hallard, pues, que

2.3.4.5.....(p—2)—1=%p
p .
N 2.3.45.....(p—=lp+1;
y multiplicando ambos miembros por (p —1) se
deduce :

1.2.8,....p=1=(kp—1)(p—1)

y haciendo el producto indicado en el segundo
miembro se encuentra

1.2.8.....(p—V)=lp¥t—p—Tp+1

6
L2383 ....(p—1)=p(kp—k—1)+1,
¢ finalmente,
1.2.3, ... . (p=1)—=1=p (kp—L-—1)

como se deseaba demostrar.

Tal es uno de los capitulos de una aritmética
que por circunstancias especiales no se ha publi-
cado todavia.

E. oe Ecnecaravy.

INSTALACION

DEL SERVICIO MUNICIPAL DE AGUAS
EX NIJNI-NOWGOROD (RUSIA),

POR

L. POILLON,

Ingeniero de Artes y Manufacturas de Paris.

(Continuacion.)

Cada bomba es movida directamente por el ar-
bol de una maquina por medio de un manguito de
Oldham,.compuesto de dos partes reunidas por
una clavija trasversal. Si se quita esta’ clavija, se
puede con la misma médquina mover la segunda
bomba con sdlo colocar una correa sobre los vo-

lantes de ambas maquinas. Esta disposicion vence
tambien. la eventualidad de una desigualdad de
desgaste entre los cojinetes de una bomba y los de
la méquina, sin que resulte ningun accidente
grave. N

Hay tres calderas; cada una tiene 35 metros de
superficie de calefaccion interior: y 75 metros en
total. Se puede, pues; con las tres calderas hacer
funcionar los dos grupos de m4dquinas 'y suminis-
trar asi 7.200 metros cibicos de agua por dia. En
tiempo normal se marcha con un solo grupo de
maquinas y dos calderas, estando la tercera en
limpia; pero 4un'cuando haya una caldera, una
maquina , una bomba y un conducto en repara-
cion, se podra todavia producir econdmicamente
el suministro normal.

Cada caldera estd provista de unallave de toma
de vapor colocada sobre la clipula y destinada &
establecer 6 interceptar la comunicacion de esta
caldera con un colector colocado sobre la mam-
posteria que envuelve los generadores. En una de
las extremidades del colector se hailan dos llaves
que sirven para interceptar el paso del vapor por
la tuberia de una 1 otra de las méquinas ;, separa-
da 6 simultdneamente. Tanto el colector de vapor
como el de alimentacion llevan cada uno cinco lla-
ves, destinadas 4 interrumpir la comunicacion con
una u otra de las calderas y de las midquinas. Cada
maquina puede & voluntad impulsar directamente
una bomba, y la otra por medio de ccrreas. Alen-
trar el vapor en la sala de las midquinas encuentra
un purgador, en donde queda toda el agua que pu-
diera arrastrar, y despues de pasar por la caja de
mariposa y por la llave de introduccion, penetra,
ya seco, en el pequefio cilindro.

Despues de haber trabajado en plena presion y
4 expansion en el cilindro, se introduce en un re-
calentador, pasa.a terminar su expansion en el
gran cilindro, yendo finalmente al condensador, &
la atmdsfera 6 4 los tubos de calefaccion.

El purgador comunica por su parte superior con
una Ilave que permite la introduccion del vapor
en plena presion en la caja de distribucion .del
gran cilindro, y por la parte inferior estd en co-
municacion con el recalentador, que se encuentra
debajo. Este altimo suministra el vapor de la cu~
bierta del gran cilindro, y como todas las-aguas se
concentran en su parte inferior, una bomba- espe-

_cial las toma para reintegrarlas 4 las calderas. Ei

suplemento de las:aguas necesarias para la alimen-
tacion se toma del condensador. El colector de ali-




