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Con sentimiento tenemos que par- f§
ticipar & nuestros suscritores el fa- |
8 llecimiento del joven Ingeniero don
Heliodoro Menendez y Menendez,
acaecido el dia 23 de Marzo ultimo
en Salamanca.
La REvisTa se asocia, en nombre

de todo el Cuerpo, al dolor produ- g
d cido por la temprana muerte de
8 nuestro compaflero, y envia 4 su
§ familia el pésame por tan irrepara-
ble pérdida. i

MECANICA RACIONAL.

TEOREMA DE LAS VELOCIDADES VIRTUALES.

De las (liversas demostraciones dadas al teore-
ma de las velocidades virtuales por los autores
gue han cscrito obras de Mecénica racienal, nin-
guna mds exacta, indudablemente, que la pro-
puesta por Mr. Poinsot en una Memoria acerca del
equilibrio de los sistemas; pero ¢sta tiene el in-
conveniente para poderse explicar ¢n una cétedra,
de no ser directa, sino que la verdad del teorema
se deduce de todo lo dicho en el citado escrito.

Cuando en el programa de ingreso en la Escue-
la de Ingenieros de Caminos se exigic la demos-
tracion de Mr. Poinsot al teorema de las velocida-
des virtuales, arreglé de su ‘trabajo una demostra-
cion directa y propia para scr explicada en un
exdmen, la cual voy 4 publicar hoy en el presente
articulo.

Teorema de las velocidades virtuales.—Si un

cierto nimero de cuerpos que forman un sistema
se mueven en el espacio, de tal manera que los
caminos recorridos por cada uno de ellos no alte-
ran sus reciprocos enlaces , la suma de los produc~
tos de fas fuerzas que en un instante dado se ha-
Tian equilibrio sobre el sistema por las velocidades
de fos cuerpos, proyectadas sobre las direcciones
de las fuerzas, es igual 4 cero.

Supongamos, para demostrar este teorema, un

sistema definido por las ecuaciones siguientes :

I

fxy, 2, y,% . . )
e.o(xj,wy'ﬂ . )s

i

Oé
0lq.s
|

y demos a cada uno de los cuerpos que entran &
formarle un cierto movimiento; las coordenadas
de los puntos que 4ntes eran z, y, %, etc., se con-
vertirdn en las siguientes :

dx , dz’
x—*———-—d! di; z—e————dt dt;
dy , dy’
LTI ey
e T
dz , dz’
Aoty % +T£ dt;

Para que el movimiento dado al sistema sea
compatible con los enlaces, es preciso que los va-
lores anteriores satisfagan 4 las ecuaciones 1.2; sus-

tituyéndolos en ellas, éstas se trasformaran, te-

niendo cn cuenta (ue el primer término del des-~
arrollo es nulo, en

y dx sy 4y o 3
f (w) - ‘d't"‘ ""‘f (y) __“dt +f (~) —-d—t—,.-.-=0

, de . - Ay s O3 _,2..‘
¢ (@) T W)+ ) =0

llamando-para simplificar la cuestion " (x), {7 (y),
etc., & las derivadas parciales de f (z, ¥, 2.))
con relacion 4 &, y... etc., respectivamente.
Ahora bien, si se multiplican estas ecuacio-
nes por coeficientes indeterminados }, p. v..,.€tc., ¥
se suman, se tendrd la ecuacion siguiente, despues
de haber ordenado el resultado, con arreglo 4 Ias

componentes de las velocidades:
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' d
M (@) +pet@® +. . . ] ..dt'f._
d
+ D @)+ )+ ”71%‘ —0; 5.8
+ M) e G+ - .]_dd_’:—

De ella se deduce con facilidad que basta que
las velocidades satisfagan 4 las ecuaciones 3.* in-
dependientemente de los valores de las constantes
indeterminadas X, ... etc., para que tambien lo
estén las 2.2 .

Obtenidas las ecuaciones 3.2, vamos & demostrar
que las cantidades encerradas dentro de los parén-
tesis son exclusivamente las expresiones genera-
les de los componentes de las fuerzas capaces de
hacerse equilibrio sobre el sistema en el momen-
to que se ccnsidera; pues demostrado esto, lo es-
tara tambien el teorema de las velocidades virtua-
les, tal cual lo hemos enunciado.

Para probar la exactitud de nuestro aserto, de-
mostrarémos que si sobre un sistema dado de
puntos se hace equilibrio un cierto grupo de
fuerzas, es siempre posible trastormarle en otro
equivalente, cuyas fuerzas sean iguales dos & dos,
en sentido contrario y dirigidas segun las rectas
que unen los m —3 puntos de aplicacion pri-
meros 4 los tres restantes. Una vez hecho esto,
bastara buscar la forma general exclusiva del se-
gundo grupo, y hacer ver que es idéntica 4 las
cantidades encerradas dentro de las ecuaciones 3.°
para que quede demostrado lo que se deseaba.

La proposicion anterior es evidente , cuando se
trata de dos 6 tres puntos. Supongamos ahora que
su nimero se eleva a cuatro y que las fuerzas obran
en los vértices del tetraedro que resulta uniendo
con lineas rectas sus puntos de aplicacion; llame-
mos F, F', F” y F'”, respectivamente, las que
obran en los puntos A, B, C yD. Descomponga-
mos la fuerza F en direccion de las aristas AB, AC
y AD, componentes que representarémos por o,
o' v ¢’’. Hagamos lo mismo despues con la fuer-
za T en otras dos, una igual y opuesta 40, y1a
otra situada en el plano BCD, y repitamos, por
tltimo, analogas contrucciones para las F” y F”’.
Si suprimimos las fuerzas que obran 4 lo largo de
las aristas AB, AC y AD, que son iguales dos &
dos y de sentidos opuestos , no quedaran en el sis-
tema mds que las tres fuerzas situadas en el plano
B, C, D yaplicadas en los vértices de este tridngulo.
Pero, segun dijimos antes, para que estas Lres ac-

- ciones se hagan equilibrio, es preciso que 4 su vez

se descompongan en fuerzas dirigidas segun BC,
BD yCD iguales dos & dos, y de sentido contrario;
luego queda demostrado lo que nos proponiamos
para el caso en que el namero de puntos es cuatro.

Si el nimero de puntos y de fuerzas exceden de
esta cantidad, elegirémos tres de ellos para for-
mar la base comun de una serie de tetraedros que
tengan sus vértices en los otros puntos de aplica-
cion; y repitiendo para cada uno de ellos todo
cuanto hemos dicho anteriormente, quedara com-
probada nuestra proposicion.

Pasemos, pues, & encontrar la expresion gene-
ral de los sistemas de fuerzas que estdn en equi-
librio sobre un grupo de cuerpos cuando las fuer-
zas son iguales dos 4 dos, de sentido contrario y
dirigidas en direccion de las rectas que unen sus
puntos de aplicacion. Dividirémos la cuestion en
tres casos: 1.°, cuando los puntos del sistema no
estin ligados entre si mas que por una ecuacion
entre las lineas que los unen; 2.°, cuando el ni-
mero de ellas es mayor; y 3.° y ultimo, cuando
las ecuaciones de condicion son funciones cuales-
quiera de las coordenadas de los puntos y no de
sus distancias mutuas.

Primer caso. Consideremos cuatro puntos cuyas
distancias sean m, 1, p, ¢, r VS, ligadas por la
ecuacion:

f(m,mn,p, q r, s)=L=constante, 4

Tomemos tres ejes rectangulares en el espacio,
y refiramos 4 ellos los cuatro puntos, llamando
z, 9, % .. L, y", 3" asus coordenadas. Se tiene
en virtud de una férmula conocida las relaciones
siguientes:

m=\/($—w’)‘+(y—y’)’+<z—z')=£
n=VE—@ )+ y—y )+ G-

cuyos valores puestos en la ecuacion 4.*la trasfor-
man en la siguiente:

o (z, y, %..)=L==constante, 6

que da la condicion de enlace por medio de una
relacion especial entre las coordenadas rectangu-
lares. o
Observemos ahora, que en cada una de las seis
lineasm, n.., yaplicadas en los puntos A, B, Cy D,
hay fuerzas iguales y contrarias que se hacen equi-
librio sobre el sistema. En el punto A, por ejem-
plo, en el cual terminan las longitudes m, ny p,
habra tres fuerzas aplicadas; si encontramos su
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resultante y ilacemos una. cosa analoga en los de-
mas puntos, tendrémos cuatro fuerzas P, Q,RyS:
obrando en ellos, y que se hacen equilibrio sobre
el sistema. Vamos & calcular la expresion analitica ~

de P, por e_]emplo, v tendrémos resuelto el pro-
blema que nos proponxamos.

Si el sistema de los cuatro puntos estd en equi-
librio bajo la accion de las fuerzas P, Q, Ry S, lo
estara tambien si fijamos en el espacio tres de
ellos, sean éstos los B, Cy D. En esta hipétesis el
A serd el unico que pddr;i moverse, y las longitu-
des m,ny p en laecuacion 4.°, yz,9, 5, enla 6.%,
seran las solas variables de la cuestion. Ahora
bien; si las coordenadas de Atienen que satisfacer
4 la ecuacion 8.2, este punto tendrd que permane-
cer forzosamente en todos sus movimientos, si
es que los tiene, sobre una superficie, lugar geo-
métrico de la expresada ecuacion.

Pero si, por ¢l contrario, como sucede en esta
hipétesis, el punto estd en equilibrio y no se tie-
nen en cuenta los rozamientos, la fuerza P debe
ser normal 4 la superficie de que se trata. Eu este
caso las componentes de la P en sentido de los
ejes serdn:

P, =2 __d_[,_ P, = _dL P, ._)._dc._,
de * dy y d=
puesta que ——d—E— L v —d—I-J— son proporciona=
dr’ dy * dz

les 4 los cosenos que forma la normal & la superfi-
cie con los ejes coordenados. El valor de la fuer-
za P serd por lo tanto

SN capre ey

y para las demas se tendran férmulas andlogas,

Para que csta demostracion sea rigorosa, nos es
preciso hacer ver que la reciproca es verdadera;
es decir, que si aplicamos en los vértices del te-
traedro estas {uerzas, el sistema quedard en equi-
librio.

Para esto hallarémos 1as componentes de las
fuerzas en sentido de las rectas m, n... y harémos
ver que son iguales dos & dos y dirigidas en sen-
tidos contrarios. ,

La componente de P en la direccion de m se

dL
hall y fas fi A ; x
1alla proyectando las fuerzas P TR

sobre csta recta ; pero los cosenos que forma con
los ejes son:

de dy  dz

am dm © dm

luego la componente que buscamos sera
dL iz dL dy L’ dz)
+ -+
dz dm dy dm dz  dm
igual evidentemente &

L

dm’

-y como idéntico valor, encontrarémos en el otro
-extremos; de aqui que sea cierto lo que desedba-

mos demostrar.

(2) Supongamos ahora que el numero de pun-
tos exceden de cuatro, sea k; el sistema estard
completamente definido, si conocemos 3 i—6 dis-
tancias mutuas. Evidentemente, tomemos tres
puntos como base comun de una serie de tetrae=
dros cuyos vértices sean todos los demas que for-
man el sistema; la posicion respectiva de estos
puntos estard conocida desde el momento en que
lo sean todas las aristas de estas piramides. Calcu-
lemos su numero: hay, segun hemos construido,
h~—3 tetraedros, y por lo tanto, (h—3) 3 aristas que
terminardan en los vértices, y 3h—6, teniendo en
cuenta las tres de la base comun. -

Si en la ecuacion de condicion del sistema en-
tran mayor numero de lineas que 3n-—6, habréi
rectas supérfluas, que podrémos eliminar por
por medio de las condiciones geométricas del sis-
tema.

Establecido esto, vamos & demostrar, como an-
teriormente, que las fuerzas que obran en sentido
de las lineas de union estin representadas por
las derivadas del primer miembro de la ecuacion
de enlace, con respecto & las longitudes m, n,
p, etc. Supongamos el sistema en equilibrio: se
sabe que sin alterarle podemos suponer rigidas
todas las rectas m, n, p... etc., ménos seis que
formen una delas pirdmides. En este caso todas las
fuerzas serdn destroidas, ménos las queestan diri-
gidas segun estas ltimas, que continuardn hacién-
dose equilibrio sobre el sistema sin el auxilio de
las demas. De lo expuesto anteriormente resultard
que los valores de estas fuerzas serdn:

AP L U,
dp

_como se ‘deseaba demostrar.

Segundo caso. Que el numero de ecuaciones
de enlace sea mayor de uno.
Supongamos que las ecuaciones que ligan las
distancias muotuas de los puntos sean
F(m, n, p... ) =constante =L
f(m, n, p... ) =constante=M
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Si el sistema de cuerpos estuviera tan sélo su-
jeto 4 la primera de las ecuaciones de enlace, en-
ténces las componentes de las fuerzas estarian re-
presentadas por las expresiones :

d¥ 3 dF
am’ "~ dn’

Si, por €l contrario, la que subsiste fuera la se-

gunda, las componentes serian

af df
“ Y T
y asi sucesivamente para cada una de las otras.

Es evidente que si aplicamos de una vez todos
estos grupos reunidos, habra equilibrio en el sis-
fema de cuerpos, puesto que existe para cada uno
en particular; pero puede ocurrir la duda de si
este sistema total de fuerzas es el nico que puede
hacerse equilibrio sobre el conjunto de cuerpos
que se nos ha dado; de si la aceion simultdnea de
enlaces que representan las ecuaciones de condi-
cion, no haria suceptible al sistema de desarrollar
otras resistencias, que las que provienen de la re-
union delas resistencias parciales. Vamos & demos-
trar que esto no es posible.

Supongamos, para simplificar la cuestion, que
son tres las ecuaciones de enlace, el raciocinio se-
ria idéntico si su numero fuese mayor; sean ¢stas
. )=C
L)=C

=0

. ete.

... . etc.

Fm,n,p. . .

f(m, n,p.

olm, n, P . .
que ligan las distancias m, n, p, etc.

Sean M,N, P, Q, Ry S las fuerzas encontradas
combinando las acciones parciales, vamos & hacer
ver que todo otro grupo de fuerzas, que se haga
equilibrio sobre el sistema, tiene que confundirse

.necesariamente con el primero, dando valores con-
venientes & las indeterminadas 2, ., v.., etc.

Supongamos que existe un segundo grupo de
fuerzas M’, N, ', R y §' que se hacen equilibrio
sobre el sistema y distinto del primero. Como en
la cuestion de que se trata tenemos tres indeter-
minadas 4 nuestra disposicion, hagamos, dando
valores convenientes 4 estas ultimas, que tres de
las del primer grupo sean iguales & otras tres de
las del segundo; sean, por ejemplo:

'=M, N=NyP=P".

Seane, 8, v... las diferencias que necesariamente
han de existir entre las demas fuerzas de ambos
sistemas; se tendrd, pues, .

O =0+« R'=R+4+8 v §'=8~+v... etc.

En este supuesto el segundo grupo se puede po-
ner bajo la forma -

M, N, P, Q+=, R+8, S=+v... etc.,
y como las fuerzas M, N, P... se hacen equilibrio

sobre el sistema, las podrémos suprimir, y sélo
quedaran las fuerzas ’

0, 0, 0, %, 6, vees
obrando sobre las lineas
m, N, P, G, T+ Seun

Ahora bien, si estas fuerzas, como hemos he-
cho ver, estdn en quilibrio, tambien lo estaran, si
afadimos nuevas condiciones de enlace 6 fijeza.
Supongamos, pues, que se hacen invariables las
rectas T, §..., etc., Y en esta hipétesis se destruirdn
todas las fuerzas que obran sobre ellas, no que-
dando en el sistema mis lineas variables que
m, n, p v (. Mas sobre las tres primeras no
obra fuerza alguna; luego su accion sobre el
conjunto es nula; por el contrario, enlalineaq,
de longitud variable, obran dos fuerza iguales 4 5,
que no podrén de ninguna manera hacerse equi-
librio, & ménos que 6 =06 R=R"; y lo mismo
podiamos decir de las demas; lucgo el segundo
grupo esta encerrado en el primero.

En vista, pues, de lo expuesto, podemos decir,
que las componentes de las fuerzas que se hacen
equilibrio sobre el sistema, cuando estd sujeto &
varias ecuaciones de enlace, tienen las expresiones
generales siguientes:

A __[!_F_‘_._l_u_éf__*_y__d?_ -+
dz " dx de 7T
y4F L ar L de
y O dy ay
dz Y ar TV e

cantidades idénticas & las que estan encerradas en
los paréntesis de la ecuacion 5.

Tercer caso. Hasta aqui hemos supuesto que
las ecuaciones de enlace, 6 son funciones de las
distancias mutuas de los ‘puntos de aplicacion de
las fuerzas, 6 son las que resultan de poner en las
anteriorés en lugar de m, n... etc., sus valores
por medio de z y %..., etc.

Vamos 4 suponer ahora que las ecuaciones de
condicion, son funciones cualesquiera entre las
coordenadas de los puntos.

Supongamos un sistema de k puntos h"ados por
ecuaciones de condicion de la forma anteriormen-
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‘te indicade, y admitamos que las fuerzas aplicadas
sobre €l se hacen equilibrio. Es evidente que éste
no sealterara, si elegimos en el espacio tres puntos
fijosy los unimos al sistema por medio de piramides
que tengan sus vértices en los puntos de éste y sus
bases en el triangulo formado por aquéllos. Sien-
do h el nimero de puntos que forman el sistema,
las aristas de los tetraedros serdn 3h, unidas con
las coordenadas primitivas por las ecuaciones si-
guientes:

m=V @2+ y—8° + -7
n=V@ Y =B+ -7

su numero de Jh.

Si entre estas ecuaciones y las primeras de con-
dicion eliminamos las coordenadas del sistems,
las expresiones de enlace seran funciones de las
distancias de los puntos del sistema 4 los fijos, y
como el conjunto de cuerpos que se consideran
estan en equilibrio, la cuestion enlra en el caso
general sin modificacion, y por lo tanto las com-
ponentes de las fuerzas que se hacen equilibrio so-
bre el sistema tendran la forma general anterior-

mente encontrada. Con esto queda, pues, demos- |

trado que las expresiones encerradas en los pa-
réntesis de la ecuacion 3.* son lo que habiamos
enunciado.

Llamemos, pues, X, Y, Z... etc., 4 estas can-

tidades, y la ecuacion 3.* s¢ trasformara en

U —_— ...

dt

llamemos, por Gltimo, P 4 las resultantes de X, Y
vZ, y se tendra evidentemente

. dx dy . dz ds ’
X — =P

T +Y it -+ Z 7 P 7 cosPs'
Como se comprueba ficilmente dividiendo los

ds
dos miembros de la expresion anterior por P~—— m

Introduciendo esta condicion en la‘ecuacion « se
trasforma finalmente en

ds ‘ ds’
P —— cos Ps - cosPs. ... .=0
a Py 008
que demuestra nuestro teorema. ‘
. . ds 3p
Colorario. Si llamamos —— cos Pg= ——;
a BT e

dr , 'c‘pr
dt cos Pls= Wt

traforma en

...y €tc., la ecuacion anterior se

}

dt
y si ahora multiplicamos ambos miembros por dt,
con objeto de sustituir 4 las velocidades proyecta~
das espacios recorridos en tiempos infinitamente
pequenios, se tendra

o

Pp+P op... =0

; formula que la podemos traducir de la manera

siguiente :

Siun cierto namero de cuerpos que forman un
sistema se mueven en el espacio, de tal manera
que los caminos recorridos por ellos no aiteran
sus reciprocos enlaces, la suma de los productos
de las fuerzas que en un instante dado se harian
equilibrio sobre el sistema, por los espacios recorri-
dos por los cuerpos en un tiempo infinitamente
pequeilo, proyectados sobre las direcciones de las
fuerzas, es ignal < cero.

Corolario segundo. Este teorema se puede apli-
car lo mismo 4 los sistemas en equilibrio que 4
aquellos que estén en movimiento,.suponiendo en
los primeros que la posicion que se considera es
aquella con quien coincide el sistema que primi-
tivamente estaba en movimiento en un instante
dado.

E. or EcugcAray.

TABLAS

DE EQUIVALENCIAS DE GRADOS Y MINUTOS

CENTESIMALES A SEXAGESINALES
Y VICE-VERSA.

A 1L0S SRES. INGENIEROS Y
MINAS Y

AYUDANTES DE CAMINOS,
AGRONOMOS.

La division dada 4 los limbos de los inmstru-
mentos topogrificos modernos en grados centesi-
males, y la necesaria aplicacion de problemas y
operaciones calculadas ya para el sistema de grados
sexagesimales, asi como el empleo simultineo de
instrumentos que tengan las dos clases de divisio-

, hacen necesario el uso de estas tablas, evi-

tandose en cada caso la operacion de buscar la

equiralencia, que ocupa un tiempo siempre precio-

"so para los que se dechcm 4 esta clase de tra-

bajos.

Para evitar esta pérdida de tiempo he calcula-
do estas facilisimas tablas, cuyo mérito es sélo el
buen deseo de que sean ttiles & aquellos 4 quienes
las dedico.

Jose AxToNto CORRAL.




