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Por consiguiente, conocido el niimero de milimetros que contienen las
unidades de cada una de las escalas citadas, hallaremos por esta formu-
la el de la regla AA’, para emplazar las alturas de los tridngulos. Asi en
el caso de la escala que hemos adoptado para el aparato, 6 sea 0™, 002, n’
= 2,y por tanto,' N = 72, no habiendo, segun esto, mas que tomar el cua-
drado de la escala del poligono para deducir ¢l de milimetros de la regla
AA’, donde hay que situar las alturas de los tridngulos en cada una de las
operaciones.

Finalmente, podria suceder que las escalas de las abscisas y ordenadas
del poligono fueran distintas, y si las denominamos n, y n,, la férmula sc
convertiria en

N = 2n, %,
nY
y para n' =2 N =n, Xn,.

La multiplicacion de estas unidades nos da, por tanto, la dimension bus-
cada, resolviéndose asi por completo ¢l medio de aplicar nuestro instru-
mento al cilculo de las areas, sea cualquiera su escala y la del poligono.

(Se continuard).

GEOMETRIA.

ARTICTILO QUINTTO.
FIGURAS HOMOGRAFICAS.

Num. 53. Dos figuras se dice que son homogrificas cuando cumplen
con las siguientes condiciones: ' -
1.* Que 3 puntos y rectas de la una A, corresponden puntos. y rectas
en la otra A', y reciprocamente.
2.* Que la relacion anarménica de cada cuatro-puntos en linea recta de
la figura A, sea igual 4 la relacion anarmoénica de los conjugados de AL
3." Que la relacion anarménica de cuatro rectas concurrentes de la
primera, sea asimismo igual & la de las correspondientes de la segunda.
Nim. 54. Refiriendo la primera figuira A, 4 un sistema de coordena-
das ox, oy, y refiriendo asimismo la segunda A’ & otro sistema o'x’, 0'y’,
cada puntc a de la primera A, -estara determinado ‘por sus. coordenadas
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(x, y); y como & dicho punto a corresponde el 2’ de 1a figura A’,las coor-
denadas de éste (x' y') seran funciones tambien de x é y. Bs decir, que se
tendra :

o =f(xy)y ==(x1)

Ademés, & cada punto 2 de la figura A sélo corresponde un punto a’
de la figura A’; de donde s¢ deduce que las funciones { y =dchben ser de
tal naturaleza, que 4 cada sistema de valores (X, y) solo debe correspon=
der un sistema de valores para Xy

Como las relaciones analiticas que ligan ambos sistemas suponemos

que son algebraicas, s¢ deduce que las funciones y « deben ser raciona-
les y algebraicas tambien, y en el caso mas gencral dela forma

, polinomio en X,y . - polinomio en X, Y
—_— e M = _________——-—————'
polinomio en X, Y ! polinomio en X, Y

Pero como & cada sistema de valores de (x, 1) solo dehe corresponder
uno para (x', ¥'), ¥y & cada sistema de valores de este ultimo grupo solo
debe corresponder uno para (x,y) las dos ccuaciones anteriores despues
de quitar los denominadores, deben scr de primer grado en (x, ). Asi
tendremos '

., cax4bytc , ax+bytc
X = — Y = oy
ax+Ey+T R
Por otra parte, 4 las rectas del segundo sistema deben corresponder
rectas en el primero, ¥ sustituyendo en la ecuacion general de Jas lineas

rectas del segundo sistema
Ax'—{—By’—%—G:O
los valores anteriores de X é vy, tendremos

ax+by+c¢ ax+bytc .
axTOY T2 LB oy, L c=0
Ay TR Ty +6="

para la ecuacion del lugar geométrico de la primera figura A que corrres-
ponde & la recta Ax+By +C= 0 de la figura (A); y como dicho
lugar geométrico debe ser una recta, 1a ecuacion precedente debera resul-
tar de primer grado, lo cual exige que los denominadores

wxtByn @2 HE YT

seaniguales. -
- Por lo tanto, las relaciones analiticas que enlazan las coordenadas

x,y, %,y enlas figuras homograficas seran de la forma
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e d\»{—bj—}—c y'——— VX 7/+c.(]
“x LBy ey

Nam. 5. Reciprocamente: Si las coordenadas de dos sistemas de pun-
los estan enlazadas por las relaciones analiticas que hemos determinado,
los dos sistemas (x, y) (', y’) 6 abreviadamente [A) y [A’) serin homo-
graficos, s decir, cumplirdn con lastres condiciones fijadas para dichas
figuras.

En cfecto, quitando los denominadores cn las ecuaciones {1) y orde-
nandolas con relacion 4 x ¢ y, resulta

X (/ No—a) oy (N — b)) = -y -
Ny =)y By =) == vy — )
y de cstas,
el by A (= 8 A (e = e b
T R R L T\ Iy Ny £/ Ay g

g ley—eay 4z —a' )2 (@ c— ac)
y Tl el ) i —a by Fal =ba)

(t

cuya forma es idéntica a la de las ccuaciones. (1)

I. Luego a cada sistema de valores de x, 1, solo corresponde un 51.5L(,-
ma de valores para ', y' y reciprocamente &4 puntos de la figura A', cor-
responden puntos en la figura A. Queda, pues, satisfecha la primera con
dicion.

1. Ademas, la sustitucion de los valores de x', 3’ en la ecuacion

A 4By +e=0

demuestran que & las rectas de la figura (A’) corresponden rectas en la
figura A, y reciprocamente, scgun hemos visto en el parrafo anterior.
III.  Sea y = m x -~ n la ccuacion de una recta del sistema A sobre la

cual hay situados cuatro puntos p,, p,, Ps, Ps, cuyas coordenadas designa -
remos por

ESN] ) N GV /W H AP Ys)s Xy s 1)

Los cuatro valores de y deberin satisfacer 4 la ecuacion y = m x 4-n;
asi las coordenadas de los puntos seran

n x5 = nj; (v, , m X, 4 a)

e

{x,; mx, 4-n); (v, mx, 4 n); (¥
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e

Si representamos por gy, 9z dss Gu los cuatro puntos del sistema (A
correspondientes & 108 Py, Puy sy Pas del (A) — (puntos que segun lo de-
mostrado estaran en linea recta) tendremos:

Abcisa del punto q,.. .. 'y = ax, A-bmy e
’ CT o, e my )+ -

\

G EmyFEntn | CnED

Cy D, los cuatro coeficientes Qltimos. Andlogamente resultarian cxpresio-
nes de la misma forma para las abcisas de los puntos ¢., 45 Y 4a-

Es decir, cue los cuatro puntos Py Pus Pas Pas estarian determinados
por las abcisas x; , Xy N30 Nan ¥ sus correspondicntes en la segunda figu-
ra, lo estarian por formulas de la forma

Ax4 B
Cxd-D

sustituyendo en vez de X los valores X, , Ny, Nay Vi- Y segun vimos al tra-
tar de la homografia (nfun. 19). Dos puntos determinados por dichas for-
mulas tienen la misma relacion anarmonica.

IV. Dos haces correspondientes en figuras homoguificas, {endran asi-
mismo igual relacion anarmonica, pues cortandolos 4 ambos por sccantes
conjugadas, los puntos de interseccion serin correspondientes, y segun lo
que acabamos de demostrar tendrdn igual relacion anarmobnica, y como
ésta es la de los haces, éstos gozaran de igual propicdad.

Quedan, pues, demostrados ue las figuras (uc se relacionen por me-
dio de las formulas (1) seran homograficas.

‘Nuam. 56. Las formulas generales de 1a homografia tienen nucve cOns-
tantes; pero dividiendo por una de cllas los dos términos de cada quebra-
do, quedardn reducidas 4 ocho,y las ccuaciones tendran la forma si-

guiente:
X' = ‘f’_\'_i____byiﬁ DY = ALL'_}_'_J“ v U+C’ 2)
YT anFey A+t ax ey 1

En virtud de estas férmulas podemos resolver ¢l siguiente problema:
Dad;m una figura Ay cualro puntos de la figura A' homografica de la pri-
‘mera, correspondientes & cuatro puntos dados de ésta, determinar todos
los demas puntos de la segunda figura A'. Bastara para ello determinar

las ocho constantes de las formulas 2.

a-4-bm)x, 4 : A x—+D
o bm) x, A (b2 o - —\—\———’:—B—- representado por A, B,
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Las coordenadss de los puntos dados de unay otra figura, deberdn
satisfacer a dichas ecuaciones.

Sean (x, U,), (X, Y, (X5 Us)y (%4 Y,) las coordenadas de los cuatro pun-
tos de la figura (A) ysean (x/, y',), (x's ¥'s)y (x5 ¥'5)y (%75 ¥'s) las coorde-
nadas de los cuatro puntos dados correspondientes de la figura (A"),

Tendremos las ocho ecuaciones de condicion

o axbyfe o anA byl

T ax by + 17 S wx, + By, +1 ;
oo ax by, 4o o ,
Ly = “N:+{ﬂy:-!-l 1 Yy = )
v ax by 4o A F Uyl
B e e R
V= ANt bu e 2Nt by A

P ax By 1 T T, Ry, 1

de las cuales deducivemos los valores de las conslantes a, b, ¢, a', b, ¢y
z, 3; y suslituidas en las formulas gencrales

ux by ¢ Y = a'x b x4

Cx gy F1° ixf eyl
tendremos determinada la figura {A'), puesto que para cada punto
(xn, yn) del sistema A, podremos deducir el correspondiente (X'n, Y¥'n)
del sistema A' por las férmulas

1

X =

x.n=axn—f—byn+c_ J =a’xn—|—b'yn+c'
iv FPua k10 VP T um T Rus 1

Observacion.—Si en las ccuaciones (2) se hace e x4+ Ry -+ 1=0,
resulta x' = oo, iy’ = oo; luego 4 los puntos de la rectac x 4 By -1 =0,
del primer sistema, corresponden punios situados en el infinilo para el
segundo. ‘

Num. 57. Tambien puede observarse que las férmulas para la trasfor-
macion homografica, son analogas & las formulas de trasformacion de
coordenadas cartesianas en trilineales, pues como en éstas las coordena-
das cartesianas x ¢ 1 de la. primera figura son iguales 4 una relacion de
expresiones de primer grado con dos variables,

‘B.'D.




