- to lado del talud DE, 6 sean, por cjemplo, los a y b, fig. 20, en los cuales
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que acabamos de estudiar, calculindose las areas, tanto en este caso como
en el precedente, por los medios indicados en el método anterior. Obser-
vemos que un dato importante para la solucion de los problemas ultima-
mente resueltos es la distancia tomada paralelamente & la base desde la
cota roja 4 la polar colocada en direccion paralela 4 la linea de terreno, y
precisa para ello el que dicha polar corte 4 aquella recta en limites del di-
hujo, lo cual puede haber casos en que no ocurra. Si asi sucediese, podria-
mos tomar la mitad 6 una fraccion cualquiera de la cota roja, con la cual
operariamos en igual forma que con ésta, tomando para las construcciones
la misma fraccion del semiancho de la via, y obtendriamos asi una orde-
nada mitad 6 de la fraccion tomada respecto 4 la que buscamos y su pro- -
ducto por 2 6 por el quebrado invertido nos determinaria ésta, mas en este
caso se resuelve mejor el problema por el medio que vamos a indicar, que
es el mas general.

Si consideramos dos puntos cualesquiera de la linea EF situados 4 distin-

la abscisa y ordenada del primero sean menores que los del segundo, los
triangulos semejantes adl, beE, nos dardn la proporcionalidad siguiente
entre sus lados ad :bc::Ef: Be 6 ad -+ be: be : : Ef 4- Ee : Ee; pero
ad =gd —ga y bc = hb — he; luego gd — ga -+~ hb— he : be::ef: Ee
6 (gd — he) + (hb —ga) : be : zef :Ee 6 (hb —ga) —ci: be : :ef: Ee;
hb — ga es la diferencia de las abscisas de los puntos b y a conocidas por
la libreta, ef la diferencia de sus ordenadas, bc = hb — hk — 0D, siendo
Ok paralela & Dc, es muy ficil de determinar en el instrumento, asicomo
¢t =7s, tomando Or = diferencia de las ordenadas deay b, y por tanto,
con dichos elementos la cuarta proporcional, que nos dard'la Ee y su di-

ferencia con la ordenada de b la del E, hallandose ya sin dificultad su
abscisa.

(Se continuarg.) ‘
Leoxcio UBiLLos.

GEOMETRIA. o |

——

CUADRILATERO COMPLETO.

Numero 1. Sien un trapezoide cualquiera, tal como el ABCD, se pfb~- :
longan sus lados hasta que se encuentran en los puntos O y P, se forma:
una figura ODPCBAOD, con los cuatro lados prolongados, queesa la que

se llama cuadrildtero completo. Dicho cuadrilitero tiene seis vértices.y.
tres diagonales, ' i

EIEATCN
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Los vértices son los puntos A, B, C, D, O y P; las diagonales son las
rectas AC, BD y OP.

N

S

Niém. 2. Antes de determinar algunas de las propiedades del cuadrila-
tero completo, conviene establecer gue dos rectas que pasan por el origen
de coordenadas y que tienen sus coeficientes angulares iguales y de signos
contrarios, forman con los ejes un haz armdnico.

En efecto, dichas rectas serdn de la forma y=ax ¢ y = a’x (por
ejemplo, las OP y OP’ de la figura anterior). Si se tiene & = — a' conforme
con lo enunciado, para un mismo valor de y, los valores de x serdn iguales
y de signos contrarios, lo cual quiere decir que si cortamos las dos rectas
por una paralela PP’ al eje de las x (correspondiente 4 un valor consiante
de y), dicha paralela cortard 4 las rectas dadas OPy OP’ en los puntos
P y P! de igual abscisa, pero de signo contrario, de modo que se tendra
mP = mP’, y segun hemos visto al tratar de las relaciones anarmdnicas,
las rectas tales como la OP y OP', y la Om que pasa por el punto medio
de la secante PP’ y la OX paralela 4 esta secante forman un haz armonico.
. Reciprocamente, para que dos rectas que pasen por el origen formen
con los ejes un haz armdnico, es preciso que sus coeficienies angulares
sean iguales y de signos conirarios. Porque es necesario que trazando una
secante del haz paralela al eje de las X, los segmentos de dicha secante
interceptadas entre el eje de las Y y las rectas dadas OP y OP' sean iguales,
y como se hallan & distinto lado del eje de las y deben ser las abscisas de
los puntos Py P’, iguales y de signos contrarios para un mismo valor de
la ordenada; lo que exige.que se tenga a = — a'. _

" Recordemos tambien, conforme s¢ demuestra en la Geometria Anali-
tica, que la recta OP' es la Apolar del vértice P respecto al sistema de las
dos rectas OC 'y OB que se toman por ejes coordenados; que & su vez la

X

9 B

4
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O’P es 1a polar del vértice O y que el vértice O’ es el polo:de: la diago-
nal OP. :

Num. 3. Con los antecedentes expuestos, tratemos ya de fijar las ecua-
ciones de los lados y vértices del cuadrilatero completo, asi como algunas
de sus propiedades.

Para mayor sencillez, supongamos que los ejes coordenados son los

lados AB y DC del cuadrilitero, y el origen es el vértice O del mismo. Asi,
tendremos, llamando (x’ ') las coordenadas del punto P: '

Ecuacion del lado OAB.. . . . . . . Yy =
» dellado PCB.. . . . . .. Yy—y =a(x— ).
» del lado CDO.. . . . . .. =0.

» dellado ADP.. . . . . . . y—y =a (x—x').

Ecuacion de los vértices:

(y=20 fu=0 .
Del vértice A... {x= ax’ —y DeB.. |, ax—y
a’ a
x=0......... | X = 0.
De C. {y=y' ax’ . De D s(y,=y’-—-a'x’.
De P 5.1"“:\.: ......... de O (x=0.
e (y_y ......... yde ly:o,

Las ecuaciones de las diagonales se obtendrian con igual facilidad una.
vez conocidas las coordenadas de los vértices. :

Segun lo expuesto anteriormente, los dos lados 0AB y ODC del cua-
drildtero, la diagonal OP y la recta OO’ que une el vértice O con el punto
de encuentro o’ de las otras dos diagonales, constituyen un haz armdnico.

"Asimismo, como podemos tomar como ejes coordenados las rectas
PDA y PCB, estos lados con la diagonal PO”'0 ¥y la recta PO’ forman otro
haz arménico, cuyo punto de concurso es el vértice P del cuadrilétero.

Tambien existe otro haz armdnico en el vértice B, formado por los
lados BAO y BCP, la diagonal BD y la recta que uniese el vértice B con el
punto de encuentro de las otras dos diagonales. , , : L

Igualmente existen otros haces arménicos formados de analoga manera
en los vértices A, C y D del cuadriltero. ,

Es decir, que en cada uno de los seis vértices del cuadrilitero comple-
to se forma un haz arménico constituido por dos lados del cuadrilatero,
una diagonal y la recta que une el vértice que se considere con el punto
de encuentro de las otras dos diagonales. o ‘

.'Ademés, cada vértice del cuadrildtero es- polo-de la'recta que une el
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vértice que se tome por origen de coordenadas con el punto de encuentro
de las otras dos diagonales. ' :

Estas rectas de union, tales como la 00’P’, pueden considerarse como
el lugar geométrico de los puntos arménicos conjugados de P por relacion
4 los puntos de interseccion de las secantes trazadas desde dicho punto P
con las rectas OX y OY.

Num. 4.. Estas propiedades del cuadrilitero completo pueden utilizarse
para construir haces arménicos y puntos armoénicamente conjugados, co-
nocidas tres rectas del haz 6 tres puntos.

En efecto; sean PA y PB dos rectas de un hazy PO una tercera recta
del haz, de la cual se quiere hallar su conjugada.

Se toma un punto cualquiera o en esta recta y se trazan por él dos se-
cantes cualquieras ODC y OAB. Se forma asi un cuadrilatero completo,
trazando sus diagonales interiores ACy BD, y uniendo su punto de encuen-
tro O' con el vértice dado P, se tendra la recta PO’, conjugada de la PO.

Si 1a recta del haz, de la cual se busca su conjugada, en lugar de ha-
llarse 4 un mismo lado de las otras dos rectas del haz estuviese situada
entre ellas, se procederia de un modo semejante. '

Asi, por ejemplo, si la recta de la cual se quiere hallar la conjugada
fuese la PO’ comprendida entre las PDA y POB, se fija en ella un punto
tal como el O' y se trazan por ¢l las secantes DO'B y CO'A; se unen, Ccon
D, B con A (puntos de encuentro de dichas secantes con las rectas dadas),
y el punto O de interseccion de las CD y BA, unido con el P, formara la
recta PO, conjugada de la PO'.

Si tenemos tres puntos, O, A y B, y queremos hallar un cuarto punto
conjugado arménicamente con los tres y buscamos el correspondiente al O,
por ejemplo, bastara trazar desde un punto cualquiera P las secantes PO,
PA y PB; buscar, como antes se ha hecho, la secante PO’'Q conjugada ar-
ménicamente con la PO y el punto Q en que esta secante corta 4 la OAB,
sera el punto pedido.

Si el punto dado hubiere sido el Q, comprendido entre A y B, se cons-
truiria tambien el cuadrilatero completo ABCDOP, y hallando la secante
OP, conjugada de la PQ, el punto O, en que dicha secante corta 4 la recta
que une los ountos dados, sera el punto conjugado del punto Q.

B. DoNNET.
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