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ALGEBRA.

ARTICTULO SEGTNDO,
REDUCIDAS INTERCALARES.

Num. 4. Las reducidas 6 fracciones convergentes de las fracciones con-~
tinuas, forman dos séries: una decreciente, formada con las fracciones de
lugar impar, que son mayores que la fraccion continua, y otra série cre-
ciente, constituida por las reducidas de lugar par, menores que la fraccion
continua; una y otra série convergen hacia la fraccion continua; la primera
por exceso, y la segunda por defecto; de suerte que dicha fraccion total se
halla siempre comprendida entre dos reducidas consecutivas.

Asi se tiene, llamando x 4 la fraccion continua:

P, P, P, Pa—1  Paal
— — . ... - X
. Q, ? Q:, Q5 . an -1 ’ Q»n +1 > ’
Pu P2 P,‘ Psn P;_.n “+2 x.
Qg ’ Qg ’ Q,s B Q»g!l ’ . an + 2

Llamando a,n +1 al cociente incompleto que corresponde 4 la ultima
reducida de lugar impar de la série anterior, se tiene (conforme a la ley
que determina una reducida cualquiera en funcion de las dos anteriores),

P+ 1 - Pam-amn+1+Pun—1 1)
Q:n+1 Q=n~agn+1+Q=n—l )

La diferencia entre esta reducida y la anterior de la misma série, es:

P-_-n‘f-l - P;‘n"l
Q-_»n-{—l an—l ’

y sustituyendo en lugar de la primera su valor.

Pa.dam+14+Pum—1 Pan-—1 _ (—1). a~n+1

an-a=n+l+Q.,n-1 an—i an—l(Q:n- ¢n+1+Qn—l) )
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cero hasta el que sea igual a dicho cociente incomplelo, y en este caso
habra tantas fracciones intercalares comprendidas entre las dos reductdas
que se consideren, cuantos sean los valores

1,2,3-...-..&211-—1,&._.11,

que puedén darse 4 dicho -cociente hasta llegar & la fraccion g"’ + 1

an o+ 1

cuando a sea igual 4 an + 1 -
. Dichas reducidas intercalares, deducidas de la igualdad (1), seran:

P-_nn -1 +VP._au Pgﬂ -1 + 2 P-_;n__ P-,.n -1 + 3 P.:n . :
Qin—'l—l_'Q:u ’ an—l'{'ngn ’ Q:n—l+3Q._.r_\ e 1

_bin ~14+am.Pa (3)
Q,._sn-'—l + agn . Q:n

Por consideraciones analogas veriamos que tambien pueden existir va-
rias reducidas intercalares, entre cada par de reducidas principales, de las

que constituyen la série de lugar par.
Hallando la diferencia entre dos reducidas intercalares consecutivas, de

las que antes hemos deducido (3), por ejemplo, entre las que correspondan
a los valores de a iguales & py p -+ 1, se tiene:

Pa—14+@+DPa _ Pa-11D P.o C
an—l"‘l“(P'f‘l)Q:u an—l+p an o

Pan' Q»n-—l""Qm- Pgn—i
an—l‘l"(p—{-l) en X (Q2B-1+erﬂ)

SR ~ L
producto de denominadores ’

-

conformc se verifica para las reducidas principéles (ue constituyen y equi-
valen 4 la fraccion continua total, mas 6 ménos aproximadamente.

" De suerte que podemos establecer:

.1.° Las fracciones intercalares de una fraccion continua son irredu-
cibles: ‘
2.° Las diferencias de dos consecutivas es igual a la um’dad dividida por
el producto de los denominadores.

~ Con las reducidas intercalares comprendldas entre las prmmpdles

consecutlvas de una fraccion continua, se forman dos séries; una ‘creciente
decreciente, comprendxdas entre cada par consecutwo de las"dos ' .

 séries pmnczpales.
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4. No existe otra fraccion mas sen’mlla3 6 sea de términos menores
comprendida entre dos redngidas que sg aproxime més, al valor de la frac-
cion continua, que estas mismas rpducxdas, 6 de ofro modo cualquler

fraccion comprendida entre dos reducidas intercalares consecutivas, ten-
dra sus términos mayores que las de éstas.

Nam. 5. Por medio de las fracciones convergentes de una fraccmn
continua y de sus intercalares, puede determinarse una fraccign cuyo de-
nominador sea préximamente una cantidad fija dada, y que se aproxime
més que otra fraccion cualquiera al valor de una cantidad irracional 6 in-
conmensurable que trate de obtenerse.

Para esto bastara convertir la cantidad irracional dada en fraccion con-

tinua, formar todas las reducidas y sus intercalares de las dos séries; si al

obtener dichas reducidas se halla una, cuyo denommador sea 10‘ual a la
cantidad fija dada como limite del que ha de tener la fraccion que se bus-
ca, dicha reducida serd la fraccion pedida. Sinp se hallase una reducida
de denominador igual al denominador dado, la fraccion buscada estara
comprendida en una de las dos séries que forman las reducidas de la frac-
cion continua; se buscaran enténces cudles son las dos reducidas, una de
cada série, cuyo denominador sea préximamente igual al denominador
dado corao limite, ambas por defecto 6 ambas por exceso, y dichas fraccio-
nes convergentes, principales 6 inlercalares, serdn los dos valores que
comprenderan entre si  la fraccion buscada, y ambas fracciones 6 reduci
das seran las mas aproximadas 4 la cantidad irrgcional que trate de obte-
nerse, una por defecto y otra por exceso.

Nim. 6. Como ejemplo, tratemos de determinar la cantidad irracional
|/19 desarrollindola en fraccion continua, calculando las reducidas de
esta fraccion, y tomando una de dichas reducidas cuyo denommador sea el
numero 10, ¢ proximamente dicho, nimero.

Al efecto, igualaremos dicha cantidad irvacional al numero entero& que

. . oo |
es su valor aproximado, y afladiremos la {ruccion —— para completar I/ 19;
h d PN v x FoC . <4 4

se tendra, pues:

de donde se deduce
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-~ Dela filtima igualdad resulta, despues de quitar log: denominadores,

- VI8 Fhy=6y+3 éy(l,/'1-9—,2)=3;y=\/1—9 .

6 bhien:

3 (VD 42) 18 i
y=—p =T~ T
Quitando los denominadores en la ultima igualdad, se tiene: . 5

42/ T0 4 62= 152415, 6bienz (3 /19 — 9) =15

despejando el valor de z,

15 = /T8 195 o =
0 rol T G CEP ST
3Vi9 —9 S 171 — 81 90 "

(2]

De esta igualdad, & su ves resulta:
45 u 1/_1—9 4135w — 270 1w =90,
. 6 reduciendo

(45.1/T9 —135) u =90, dedondev = —_
A A ; 5 /19 — 135

vy multiplicando amhos términos por 45 /19 4 135,

(B YT 4+ 133) _ 2830 _ |
v 20250 30250 Vv

niimero entero 4 por valor aprommado de |/19

tomando siempre el
s variables auxi-

bustltuyendo los valores obtemdos para cada nna dela

Hares x, Yy Zy Uy €N la prlmera expresion de l/1 9 resulta para esta cantidad
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V19 ='4_‘g_._3._1
2—{——]—-—1
L= ’
3+—— '
1+——
v+——

Formando las recluciclas, las cinco primeras, son:

P9 13 48 61
TRy I 4
‘ 4 13 61
Entre las reducidas de lucrar mpar T 3 Y™ hay interca-

lares, pues los cocientes incompletos correspondientes & la tercera y a la

quinta son iguales & la unidad, y al formar con las anteriores las corres-

. 13 61
pondientes reducidas, resultan las mismas fracciones —3— Y

Pero entre las reducidas de lugar par -y st existen intercala-

48
11.
res, pues el cociente incompleto de la Gltima es igual & 3, y podemos supo-
ner que toma sucesivamente los valores 1, 2 y 3.
Para el valor { resulta, (teniendo en cuenta la reducida precedente
DD

——i;—) , la infercalary -% , ¥ para el valor 2 del cociente "incompleto,

resulta la inlercalar

. Para a = 3 se liene ya la reducida principal

;? . De modo que todas las reducidas son:
4 09 13 22 3B 48 N
EIEEZ R A (A T

Teniendo en cuenta la condicion impuesta de tomar para valor de \/ 19

una reducida cuyo denominador sea el numero 10, vemos que la intercalar
< 4

6 la principal , cumplen préoximamente con dicha condicion,

5
8
ambas por defecto, (pues son reducidas de la s¢rie de lugar par. Desde luégo

o -
I—'l es la que dentro de la condicion impuesta debemos tomar para

.valor aproxxmado de Ia cantidad w'raczonal 1/19 S e

T Bl DONNET. )




