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ALGORITMO DE LA FORMA. ®

ARTICTIO SEGTINDO.
SUSTITUCION LINEAL.

DEFINICION. — SUSTITUCION ORTOGONAL. == APLICACION A LA TRASFORMACION
DE LAS ECUACIONES PARA HACER DESAPARECER ALGUNOS DE SUS TERMINOS.

Ntm. 10. Se llama sustitucion lineal la que se verifica en una funcion
de n variables x, , X,, X5, - « - - - Xy, cuando éstas se sustituyen por otras
variables Y, , Yy, Yss + -~ + - Yns relacionadas con las primeras por medio

de las siguientes ecuaciones lineales.

Sxi=b11y1+b12y:'+“""+biﬂyn5
(1) N = bﬂl y1+b-.~:' yé_{‘ """" + bzn Yns
| b g o b

Suponiendo resueltas estas ecuaciones respecto 4 y, el determinante
de sus coeficientes

Me=ScEb,buby.-n--- bon )

se Tlama el mddulo de la sustitucion. Para que los valores de y no sean
indeterminados, es preciso que dicho médulo sea diferente de cero, cual-
quiera que sean los valores de las variables x.
Niém. 11. Cuando el médulo M es igual a la unidad, la sustitucion li-
neal se liama unimodular, segun Sylvester. ‘
Si 1a sustitucion lineal satisface 4 la condicion de que la suma de los
cuadrados de las 7 variables primitivas, es igual 4 la suma de los cuadra-
dos de las nuevas variables, es decir, que se tiene .

x1=+x§+xsﬂ+ """" +xn2=yxi+y:+y52+ ------ +u’, (3)
la sustitucion lineal se llama en este caso sustitucion ortogonal.

Nim. 12. Teorema.—Sti un sistema de n funciones lineales con n va-
riables, se trasforma , por medio de una sustitucion lineal, en un nUero
sistema, el determinante de éste es igual al producto del determinante del
sistema dado por el mddulo de la sustitucion.

Supongamos que se considera las tres funciones lineales

(W=2,% +a, X, + ay; X,
(4) { U, =23, %4 4 s Xy - 8a5 Vs s
Uz == 35, &4 + 8z X, + 255 X5

cuyo determinante es A=3a,a,a;-

. (4). Véase el nimero 4.° de la Revista de este aiio.
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8i se sustituye en las (4) en lugar de x sus valores deducidos de las
ecuaciones (1) correspondientes al presente caso de tres variables, tendre-
mos las siguientes expresiones:
}’ Uy = dyy {bu Y. + bu Y. + b15 ys) + Aya (b-.'{ Yy + b-:: y::‘+ b-is ys)i
+ a’iﬁ (bsi y! + bSE y'_‘ + bGS - : .
Uy = 8y, (byy Yy + b Y + b5 Ys + 3 (b1 Yy + b. YUs + b.s Ys)

3

'(5) + 245 (bsx Y + bsa Y. + b:$ yS)

S Us = a3gy (bu Yy + b Ve + bas ys] + 32 (bu Y, + bzz Y. ‘+' b.s y:.)
+ 255 (bsa Y, + bss Ys + bss Us)

ordenandolas respecto 4 las variables Y, , Y. Ys » resulta

U, = (au bu + 24y bei + 2435 bsx} Yy + (a'u bl;.’ + Ay bz:e + L H] bs:) _ye
+ {a’li biS + a‘!:l b;‘.’) + a’lS b55) yS
U, == (.a'n bu + Ass b-.u + Ag5 bs&) Yy + (a"_’i bm + L2 bas + s bSE) Y.
4 (@, bus o 2ae bus + 825 bs3) Us .
us = (a5, by + 25 by + 25 bs) Yy + (a5 b+ 250 b.. + ass bl Us
+ (a5, bys + as. bys -+ ass bss) Us s
en cuyas funciones se observa que los coeficientes de las nuevas variables
Y., Ys » Y5 , €stdn compuestos con los elementos de las lineas horizontales
del determinante A de los coeficientes de las funciones propuestas, multi-
plicados por los elementos de las columnas verticales del determinante
M =3 == b,, b,, bs; , que constituye el modulo de la sustitucion, lo que
demuestra el teorema enunciado. ' S
Niém. 13. Teorema.—En una sustitucion ortogonal, la suma de los

- cuadrados de los elementos de una columna, vertical es igual 4 la unidad,

y la suma de los productos de los elementos de dos verticales es igual &
cero. ' '

En efecto, la sustitucion lineal (1) sera ortogonal, si entre las primeras
y las nuevas variables se verifica la relacion ya expresada

R I R Fat=yl 4yt ot

para lo cual es preciso que esta igualdad se reduzca & una identidad, cuan-
do se sustituya en lugar de las x sus valores correspondientes por medio
de las formulas 1); y para esto es necesario, que los coeficientes de
YR, YS e Y, © en el primer miembro, sean iguales 4 launidad, ‘cidmi)
ya lo son en el segundo miembro, y que los productos de las variables que
no-existen en éstos,.desaparezc'an‘en el pr_imei‘o" despues de la sustitucion,
debiendo asi ser iguales 4 cero los coeficientes ‘de dichos productos; por
lo tanto, debera verificarse: e '

bi® + 0. 4 b5 et +ba =1y be* b,;”‘—i- bsy® t+,-.‘ RN

+ bt =1, ete,
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by bis + bgy bos + - o0 - 4 bn, bo, =0, by by + by b%-}- .....
4+ by, bps=0,etc.

lo que demuestra el teorema. -
En general, llamando 7 y s dos indices dxstmtos, cada uno de los cua-

les puede tomar los valores 1, 2,3 ... .. n, las formulas precedentes pue-
den compendlarse en las dos siguientes:
(6) bir:+bgrg+b3r‘l+.‘.-..+bnr-—-‘1 b{rbis+b9fb°5+
+ bor by = 0.

Reciprocamente, si estas igualdades se vemﬁcan para valores dery
de siguales41,2,3..... n, siendo siempre v distinto de s, 1as relacio-
nes (3) quedaran vemﬁcadas por medio de las férmulas (1) de la sustitu-
cion lineal, y esta sustitucion serd ortogonal.

Nam. 14. Elevando al cuadrado el determinante M = S b,, by, bss
. b, b, de la sustitucion lineal, los elementos principales tendran la

forma del primer miembro de la primera de las igualdades (6}, y los demas
elementos de dicho cuadrado seran como el primer miembro de la segun-
da de estas igualdades, es decir, que seran nulos; por lo tanto, cuando la.
sustitucion es ortogonal, ‘el cuadrado del determinante de dicha sustitu- .
cion es igual 4 la unidad. .

Nam. 15. La primera de las igualdades (6) da lugar é n igualdades
analogas, puesto que deben formarse tantas como varlables dlstmtas exis-

ten en las formulas (1); y existen —1— n (n— 1) como la segunda de las

lgualdades {6), 6 sea tantas como combmaclones de dos en dos pueden ha-
cerse con los coeficientes de las variables y. De modo que se tienen

SO kS E—(ll—é—_*:—) relaciones entre. los n*® coeficientes de la

2
L : 1
sustitucion, cuando ésta es ortogonal; por lo tanto, quedan n: — ﬁ(ﬁ;-_—)

= n_(nz_—_il coeficientes arbitrarios de que poder disponer para que las
nuevas funclones, que resultan despues dela sustltucmn satisfagan 4 con-
'dlcmnes determmadas como, por e]emplo, el hacer desaparecer algunos
términos. :

Num. 16. ‘Supongamos ‘que’ se' tiene ‘una funcion de dos-variables
u = f[acl y), y que se adopta para las formulas-de la sustxtucxon Imeal7

x=af’“1+byn y—aglx‘*'g yu

.el determinante de- esta sustitucion es ‘M =-ab, —.ba, .’
Si:la sustitucion es ortogonal, debe tenerse:
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atar=10b+0b2=1,ab+2a b, =0, (nam. 13),
y M* = (ab, — ba,) = P (num. 1%) .

De cstas cuatro ecuaciones, solo tres son esencialmente distintas, pues
si del producto de las dos primeras se resta el. cuadrado de la tercera, se
obtiene la cuarta igualdad.

En efecto, (a*+a.%) (b* + b2 — (ab + a, b)) = a® b + a,} b’
—2ab, <a, b= (ab, — ba,)=M*=1: 16 que esta de acuerdo con lo
que en general se ha establecido en el'numero 15; pues en este caso .= 2,

1 .
y por lo tanto, n® =14, y 5 n{n+1),es igual & 3:

Asi, debiendo satisfacer los cuatro coeficientes a ,a,,b, b, ,delasus-
titucion ortogonal tan solo 4 tres ecuaciones distintas, queda uno de ellos
arbitrario. ‘

Nuam. 17. Apliquemos las formulas. de la sustitucion lineal ortogonal
4 una ecuacion de 2.° grado completa-con dos variables, con objeto de ha-
cer desaparecer uno de sus términos, el rectingulo de las variables, por
ejemplo. Sea la ecuacion ‘2x‘3+2xy—[—yf—|—4x-{-3y+1 =0, que
representa una ‘curva del género elipse. — Adoptando las férmulas
x=ax, + by, ¥y = x, +b, ¥ , la ecuacion se convierte en

(2 a® +2aa, +2a,)x°+ 2 b 4 2bb, + b2yl + (kab+ 2 ab,

+‘2a4b4+2a1b)x1y1+(4a+3a,)xi+ (-’kb+3b{)y,+1=0,
despues de ordenada respecto 4 las nuevas variables.

Siendo la sustitucion ortogonal, se tienen las tres relaciones distin-
tasa® +a2=1,b+b*=1 ab +a, b, =0, y ademas, .segun la con-
dicion que nos imponemos en este caso de que desaparezca el producto de
las variables x,, y,, en la nueva ecuacion se tendrd 4 ab -+ 2 ab,
+2a,b,+2a,b=0,quecon las tres anteriores, son cuatro ecuacio-
nes para determinar a, a;b, . disponiéndose ademds de una éstas
como arbitraria, para que se cumpla la condicion impuesta. Una vez ha-
llados estos valores y sustituidos en laecuacion anterior, resultara la ecua-
cion de 2.° grado con las dos variables, sin el rectingulo de éstas. '

(Se continuard.) ’ ‘ .
‘ B. DoNNET.

REGULADOR PARA MAQUINA DE VAPOR.

© . SISTEMA DE M. SHANES. .

Este regulador tiene exteriormente la forma de una esfera. Durantela
marcha, esta esfera-estd animada-de un movimiento de rotacion;. que'se le




