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del uso, definitivo y supremo juez de ellas. Muchas de las Sociedades cons -
tructoras ¢ industriales que se han citado en el trascurso de estos apuntes, -
abundando cnr la misma idea, han presentado sus productos diversos ya
usados, y no objetos especiales para exhibirse, lo cual permite conocer la
medida exacta del-estado de prosperidad dé las mismas. ‘

Luis Paje.
7
GEOMETRIA.
COITCLTSION DEL ARTICTLO PRIMERS. (1) -
II.—Haiz ANARMONICO DE CUATRO RECTAS.

Num. 8. Definicion.—Sean OA, OB, 0C, OD (fig. 3.*) cuatro rectas
concurrentes en un punto O. Este sistema geométrico recibe €l nombre
. de haz de cuatro rectas.

Dividiendo el sistema en dos grupos OA, OBy 0C, OD, por ejemplo,
tormando las relaciones sencillas 2ol | SPA0D 4 dospues la rela-
ormando las relaciones sencillas ==—F&F » sen BOD,y esp rele

cion 1 sen A0C sen AOD . o desiena 4 estaltima con el nom-
ion compuesta &= ¢ 55 BOD ;-5e desig

bre de relacion anarménica del haz OABCD.

" Existe una perfecta analogia entre la relacion’ anarmonica de ‘cuatro
puntos ¥ la de cuatro rectas: el sistema de formacion es idéntico, y basta
sustituir & los segmentos los senos de los 4ngulos para pasarde una 4otra.

" De igual manera que en la relacion anarmoénica de cuatro puntos, exis-

ten 24 relaciones agrupando de distinto modo las cuatro rectas del haz, de
1as cuales s6lo séis son distintas, y de éstas, tres ‘son inversas de las otras

Puede reducirse toda la teoria de los haces é“la de punitos sifuados en
linea recta. - ' l

:(4}:: Véase el'nimero 2.0 de la Revista de esle aiio: o v i) i o
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Nam.'9. - Teorema fundamental.—Imaginemos un haz OABCD (figu -
ra 3.%) cortado por una secante 6 trasversal XX. Sean a, b, ¢, d, los pun-
tos en que dicha trasversal corta 4 las rectas OA, OB, OC OD.
Veamos como la relacion anarmonica
' ac ad
Be BT
de los cuatro puntos a, b, ¢, d, es igual & la relacion anarmonica
sen AOC _sen AOD
sen BOC * sen BOD
del haz, sea cual fuere la posicion XX de la secante.
Las areas de los triangulos Oac, Obe, Oad, Obd, pueden expresarse de
dos maneras distintas.
"1.* Por el producto de los lados concurrentes en O por la mitad del
seno del angulo que formen cada dos de dichos lados.
2. Por el producto de las bases por la mitad de la altura Op.
Asl, pues, tendremos:
0a >< Oc > sen AOC =ac <X Op
0b >< Oc >< sen BOC = bc >< Op
Oa 3< Od>< sen AOD = ad <X Op
0b >< O0d >< sen BOD = bd >< Op .
Dividiendo la primera ecuacion por la segunda, la tercera por la cuar-
ta y las dos ecuaciones resultantes una por otra, tendremos:
0a >< Oc><sen AOC Oa >< Od < sen AOD
0b >< Oc >< sen BOC - 0b >< 0d < sen BOD -
__acxO0p ad><Op °
T bex<Op” bd><0p’

y simplificando:
sen AOC sen AOC ac ad
sen BOC ' sen BOC _ bc ~ bd’

que es lo que se queria demostrar.

Nim. 10. El teorema anterior permite reducir desde luégo la teoria
de los haces anarménicos, 4 la teoria de las relaclones analmomcas de los
SGOmentos de una recta

As1, llamando M, N y P las tres relaciones anarmomcas prmclpales de
un haz, analooas a las m, n, p, de cuatro puntos, tendremos, conforme
antes se demostro para estos, que, las de aquellos se. hallan tambxen enla-
zadas por las sxgulentes wualdadcs

1 § 1 1.
”*M—-l——ﬁ,Ni=1———§- P—-—l M-
Vemos, pues, que para demostrar cualquier proposicion.relativa a un haz
de cuatro rectas, basta, por regla general; cortar dicho:haz por: una secan-
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te XX, establecer entre las relaciones.anarmonicas de los puntos 2, b, ¢, d
una relacion analitica, énilloga 4 la que nos proponemos probar, y -susti-
{uir en esta ultima por m, n 'y p, sus iguales M, Ny P. ' :

Nim. 11. Como cn el caso de dos relaciones anarmoénicas entre pun-
{os, si se tienen dos haces, cuyas relaciones anarmonicas son iguales, se
llaman rectas correspondientes en los dos haces, las rectas cuyas letras en-
tran del mismo modo en las dés relaciones.

Observacion.—El valor de la relacion anarmoénica de cuatro rectag, no
var{a porque sc sustituyan una 6 varias de ¢éstas pof su prolongacion,
siempre que se midan los dngulos segun la regla'establecida.

Ném. 12. Silas cuatro rectas del haz giran alrededor del punto 0, los
dngulos que forman entre si variaran, y -por lo tanto, variara en general
el valor de la relacion anarménica. Pero pueden variar los angulos de tal
modo, que las variaciones se compensen, y el valor de la relacion anarmé-
nica quede invariable.

En efecto, si trazamos una secante XX, y hacemos variar los puntos
a, b, ¢, d, de suerte que las relaciones anarmonicas de los sistemasa, b,
e, dy al, b, c,d; a’, b, ¢, d’, etc., sean iguales, lo serin tambien las
de los haces correspondicntes, en virtud del teorema fundamental.

Num. 13. Problema.—Dadas tres rectas concurrentes OA, 0B, 0C, de-
termina otra OD, tal que la relacion anarménica del haz OABCD corres-
pondiente 4 la agrupacion OA, OB, y OC, OD, sea igual & una magnitud
* conocida M. , -

Tracemos una secante XX (fig. 3.%), y determinemos el punto d de
modo qu&tnum. 6) -

ac ad

Uniendo el punto d al O, OD ser4 la recta buscada.
En efecto: relacion anar (OABCD) = relacion anar (a, b, ¢, d};
' relacion anar (a, b, ¢, d) = M;
luego relacion anar (OABCD) = M. . L
Num. 14. Puesto que M puede tener un valor arbitrario, -deddcese de
aqui.que la relacion anarménica del haz puede variar entre — oo y -+ °°.
Nam. 15. Teorema.—Dados dos sistema de cuatro puntos a, b, ¢, d, el
primero, a', b, ¢, d’, el segundo sobre dos rectas XX, X'X’, en los que se
corresponden los puntos a, a'; b, 1; ¢, ¢’; d, d; ¥ tales que las rectas aa’,
bb’, ec’ , dd’,-que-unen los puntos . homdlogos:é correspondientes, concur-
ren en un punto O, la relacion anarménica del sistema abcd - sera- igg}g};é
" ladelabedl - Ly B R :

En efecto; la relacion anarmoénica de ambos sistemas,.es igual & la re-
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lacion anarménica del haz quc forma las rectas que unen los puntos ho-
moélogos.

O de otro modo:

Si cortamos un haz de cuatro rectas por secantes cualesquiera, las re-
laciones anarménicas de los puntos de interseccion serdn iguales.

(Se continuara.) :
B. D.

LIGERA NOTICIA

SOBRE LAS VIAS FERREAS ECONOMICAS DE CATALUNA.

{Conclusion.)

Las obras de fabrica de mayor importancia son los dos puentes pro-
yectados para los torrentes del Ruidé y de Puigreig, de dos arcos de medio
punto de 10¢00 metros de luz el primero, y de un sélo arco, de igual clase,
el segundo, y los viaductos de la Granja, de Coll del Albax, del Guixar6y
de Clara, que tienen alturas comprendidas entre 15 y 20 metros sobre los
respectivos cauces. Estos viaductos se componen todos ellos de arcos de
medio punto de-10‘000 metros de luz, en numero variable entre tresy
ocho a arcos, segun las obras; todos ellos se proyectan de fibrica, por exis-
tir buena y abundante en la localidad la piedra de construccion, y por
salir, de los mismos desmontes de la linea, excelentes materiales para
mamposterias. Las fundaciones de todas las obras se establecen siempre
directamente sobre la roca fuerte que constituye el lecho de los-cauces. En
tales circunstancias, estas obras resultan muy econdémicas. =

Actualmente se ha emprendido la perforacion del unico tinel proyecta-
do, de 150 metros de longitud, el cual debe abrirse & través de grandes
bancos de arenisca muy dura y compacta.

Partiendo la linea, como se ha dicho, de la misma estacion de Manresa

-en el ferro-carril de Zaragoza & Barcelona, encuentra en su trayecto las
" poblaciones de Sampedor, Sallent, Balsareny,' Navas, Puigreig y Girone-
lla, 'en todas las cuales se construyen estaciones, pasando ademds junto &
16 grandes fabricas de hilados y tejidos de algodon, establecidas unas 4
contmuacmn de otras en el no Llobreoat-, en Ia misma Iadera por donde

correra la via'férrea.
- Para el ‘importante trifico ‘que han de proporcionar 4 la hnea estos

establecmnentos industriales, cuya fuerza motriz’ util puede calcularse
entre 200 y-300- caballos ‘dindmicos, se proyectan apeaderos, ting glados para _
mercancias y- desvios que faciliten la carga y descarga.. v

El traﬁco con que se ha contado para calcular los productos de esta
linea‘es el siguiente: T e ‘




