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GECOCMETRIA. ©

ARTICTILO SEG-‘U‘NJ‘DVIO;
SISTEMAS HOMOGRATFICOS.

Nam. 16. Definiciones.—Imaginemos dos rectas XX, XX’ (fig. 3.") in-

‘; . definidas, y sobre cada una un sistema de puntos: a, b,c.....,sobrela
primera; a’, b’y ¢ .. ... , sobre la segunda, y supongamos ademas, quc
dichios puntos sc corresponden dos & dos, es decir, aya; bybieyc.
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Siempre que en dos sistemas de puntos, supongamos unidos cada pun-
to de un sistema 4 otro determinado del segundo, diremos que dichos pun-
tos son correspondientes 6 conjugados. Ast aya’; by b’y cyc —, seran
puntos correspondientes 6 conjugados de los dos sistemas propuestos.

Si se determina cada punto del primer sistema por su distancia positiva
6 negativa 4 un origen O, y cada punto del segundo por su distancia con-
tada sobre la recta X'X', 4 su origen O'; y si, finalmente, ambas distancias
Xy x” se expresan en funcion de una misma variable ¢, por las ecuaciones

x=[(t); =1 (th
de tal suerte, que & cada valor de t solo corresponda un valor de xy otro
de x’, las dos séries de puntos que resulten sobre las rectas XX, X'X', se
hallaran comprendidas en ¢l caso de que venimos ocupandonos, y los dos
valores x, , x,, corréspondientes & un mismo valor t, de t determinaran
dos puntos conjugados. :
_ Se dice que dos sistemas de puntos a,b,c..... ,a,b,c .,
situados sobre dos rectas XX, X'X' (fig. 3.%) son HOMOGRAFICOS, cuando to-
ﬁzei‘nd“‘o‘ cuatro puntos arbitrarios del primer sistema — por ejemplo, b, d,
f.a —, y los conjugados — b, d's f, & — del segundo, la relacion anar -
nidnica de los cualro primeros es siempre igual & la relacion anarmoni-
_ca de los cuatro ultimos: — por ejemplo: ‘ '
bf _ ba v va
qf da T df "da ’

y esto, sean cuales fueren los puntos elegidos.

(1) Véanse los nimeros 2.6y 4.0 de la Revists de este afia,
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Nam. 17. Supongamos que se dan cuatro puntos sobre la recta XX del
primer sistema a, b, ¢, d, y se tienen los tres puntos a', b', ¢’ del segundo
en la recta XX/, y se desea obtencr el cuarto punto d' de este sistema, de
modo que la relacion anarménica de los cuatro primeros, sea igual 4 la re-
lacion anarménica de los tres segundos y el punto desconocido d': es decir,
que dados siete puntos se desea obtener ¢l octavo, conjugado “homogréfi-
camenle, con uno de los siete. Tendremos

a'c ad  ac  ad

Ve Vd T be wd Y
ac ad L :
representando por m la cantidad conocida — e B deduciéndose asi la
posicion del punto ¢', y s6lo una posicion para este punto.
Igualmente podremos determinar los puntos e', f, g ... .. del se-

gundo sistema, por las condiciones

al¢ a’e ac ae _ ac af ac g

—b,c—,:W:-b—c‘:'w ; Wb/f—=_b-5_gl_" .., ete.;
y cn general el sistema de puntos a',b,c,d,e,f . . , determinado

por las ecuaciones

Rypar (25, €, d)y = Bype (7, 1, ¢, A1)

anar

y las demas andlogas entre los puntos conjugados, cumple con las condi-
ciones de la homografia, es decir, que se tiene

Rinar (ey 195 h); = Rypar @, 1,9, h);

sean cuales fueren los puntos de la agrupacion que se considere.

En efecto, consideremos 4 las rectas XX y X'X', colocadas de modo
que coincidan los puntos correspondientes a y a', y supongamos unidos
los puntos conjuoados bybicyc;dyd,ete., dosa dos: todas las rec-
tas bb', c¢’, dd' . . ..., pasardn por un ‘mismo punto O: porque siendo
iguales las relaciones anarmonicas de a, b, ¢, d,. ¥ de a', b, ¢, d, las
rectas bb’, cc', dd', formaran un haz anarménico con la a0, (num. 13), ¥
dichas rectas pasarin por el mismo punto O: del mismo modo, como los
sistemas a, b,c,e, y a', U, ¢, ¢, tienen igual relacion anarmonica, la
recta ee” pasara por el punto de interseccion. O de las bb', cc’; y lo mismo
sucedera para las rectas ff', g9’ + . . . . ; ¥ puesto que los ocho puntos e,
f,9, h; e, f,g, ', estan sobre las rectas correspondientes de un haz -

-anarmonico, resulta

Ral;ar (e, f{ 95 ‘h)a = Rjanap(el;f/: g, h').v
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De lo que se deduce, que los sistemas homogréaficos son posibles, y se
ve la manera de construir tantos sistemas homograficos como se quiera.
Bastara, cortar las rectas de un haz anarmonico por secantes cuales-
quiera, y los puntos de interseccion constituiran un sistema homografico,
pues todos ellos tendrin igual relacion anarménica.
Nim. 18. Tratemos de determinar analiticamente la ley que enlaza
dos sistemas homograficos distribuidos sobre la misma recta XX.

Fig. 5.2

) a b c X a b’ c x! :
X ! ] | f | } } | ‘ X

Sean: O el origen de la abcisa variable que fija la posicion de cada punto
sobre la recta XX.

a, b, ¢, tres puntos arbitrarios del primer sistema; Oa =a; Ob= b;
" Oc = ¢, las ahcisas de dichos tres puntos; a', b, ¢, los puntos del segundo
sistema conjugados con los a, b, ¢, del primero, y sus abcisas respectivas,
Qa' =a'; Ob'=b"; Oc' =c'.

Determinemos la relacion que existe entre las abcisas x y x' de dos

puntos conjugados cualesquiera, y veamos cual es la naturaleza de dicha

funcion.

Como los sistemas son homograficos, la relacion anarménica de a, b, '

¢, x, seré la misma que la de sus puntos conjugados a', b', ¢', x', tendre-
mos, pues:

S e— =

ab xb _ab’  xb
ac = XC ac T xc

Refiriendo todas las distancias al origen O, ¥ sustituyendo en lugar de ab,
ac, xb, etc., sus valores, resultara '

b—a b—x b —a b —x
c—a‘c—x ¢ —a @ ¢—x"

d‘e donde se deduce

b—ae—b—alx _(—a)d—(b—a)¥

c=ab—lc—alx ([ —a)b—Ilc —a)x’

y :suponjiendo patf;i ‘simplificar

(b—a)c=m;b-—a—‘—-n;‘(c—a)b=p;c—'a=q;
(b —a)¢ =m';ete,
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se tendra

m — nx m — n'x’

p—gx  p —qx

Por ultimo, quitando denominadores y simplificando

(m p" —m'p) + (m'q — np’) x + ('p — mq’) " 4 (ng" —n'g) xx’ =0,

y llamando para abreviar a los cocficientes, A, B, Cy D,
se tendra

A 4 Bx 4 Ox'-+ Dax’ =0,

para una de las expresiones mas sencillas de la homografia, de dos siste-
mas de puntos determinados por sus abcisas x y x'.
De esta ecuacion se deduce

o ATEDBY L en x At G .
(p) x =~ GIDx ; 0 bien x=—m.(pj,

igualdades que demuestran que 4 cada valor de x, sélo corresponde otro

de x' y reciprocamente. Los puntos definidos por la ecuacion anterior son,

como debian ser, conjugados dos & dos.

Nam. 19. Proposicion reciproca.—Dando valores 4 x en la ecuacion
{h) A 4 Bx 4 Cx' + Daxx" =0,

y determinando los correspondientes de x', las dos séries de puntos a, b,
C.onnn. ,alb'c. ... , determinados por estos diversos valores de x
¥ x', constituyen dos sisiemas homograficos. :

En efecto; para ello demostraremos, que fijando cuatro puntos arbitra-
rios por cuatro valores de x, y hallando por la formula (h) los correspon-
dientes de x', los puntos que resultan son tales, que las relaciones anar-
mbobnicas de amhos grupos son iguales; es decir, que sustituyen un sistema
homografico.

Sean a, b, ¢, d, los cuatro valores de x: los correspondientes x' estaran
determinados por medio de las formulas (p} y (p'), que dntes hemos dedu-

cido de la ecuacion de homografia, y tendremos para expresion de los pun-
tos conjugados

A+Ba  A4Bb:  A+4Be A+Bd
T C+Da' T CHDb’ CT+De'  C+Dd’

de modo que si la relacion anarménica de los primeros, es

c—a d—a
c—=b d—D .
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la de sus conjugados a', U, ¢, d', tendra la forma

A+Be  A4+Ba °  A+Bd , A+Ba
~GidctoF¥Dpe . ~GFpe T C4Da .
A¥Bc AfBL - AfBd  ALBb
—GFDc T CEDb — Dt CF DO

esta tltima expresion se reduce simplificando &

(BO—AD)a -4 (AD—BC)c _ (BC—ADja+(AD—BO)d _
(BG—AD) b+ (AD—BO0) ¢ - (BC—AD) b+ (AD—BC]d —

lc—a) AD 4 [c—a) [—BO) _(d —a) AD 4 (d—a) (—BC)
(G-—bJAD-(c—b) (—BC) ' ([d—b] AD+ [d—b] (—BC]

(c —a) [AD — BC) . (d—a) (AD —BC)
c—=b) (AD — B0). [d— b} (AD —BC)

c—a d—3a
b d—0"

que es precisamente la relacion anarmonica de los puntos &, b, ¢, d, tal
como se habia establecido. '

iSe continuara.)

EL SIGLO DE LA MECANICA.

‘CUATRO PALABRAS A LOS INGENIEROS.

El siglo x1x, destinado 4 figurar dignamente en la historia de la huma-
nidad, al cultivar con el mayor esmero las inteligencias, ha dado grandisi-
mo impulso 4 la ciencia y el arte; creando, con sus conquistas é inventos
prodigiosos, nuevas profesiones, todas éllas ramas lozanas del arbol fron-
doso del ingenio. e

“Muy dificil seria elegir, entre los nombres ya Jados & este siglo, aquel
mas digno de perpetuarse por lo caracteristico: recordaré & mis lectores




