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desarrollo de todos los gérmenes de produccion, mediante los necesarios y
posibles sacrificios, para que la nacion prospere y aumente la tributacion
de que es susceptible, se comprendera, sin embargo, que mirada hajo este
‘levantado punto de vista la compray conservacion del Canal & que nos
referimos, puede sostener ventajosamente la comparacion con la generali-
dad de las demas obras publicas que el Estado construyey conserva.

(Se concluira.) J. MarTINEZ VILLA,

————A A

GEOMETRIA. ®

HACES HOMOGRAFICOS.
CONTCLITTSION DEL ARTICTLO SEGTUNDO.

Nim. 28. Dela ecuacion (2] pueden deducirse resultados andlogos 4
los que se han consignado para la homografia de puntos. Asi, por cjemplo,
si dadas tres rectas de un haz, y las tres conjugadas del segundo haz, te-
niendo los dos haces el vértice comun, quisiéramos determinar olras dos
rectas conjugadas, de suerte que las ocho rectas formasen dos haces ho-
mograficos, bastaria sustituir en la ecuacion (2) los valores tg , y tg oy
tga, ytge,, tge y tg 5, correspondientes & las seis rectas dadas. Ten-
driamos asi tres ecuaciones anilogas 4 la (2), que servirian para determi-

. M N P S .
nar las relaciones RS Y q las que sustituiriamos en la expresion

M, N
Q" Q
Determinados asi los coeficientes de esta ecuacion, en virtud de las condi-
ciones impuestas, para cualquier valor de tg « 6 de tg«, correspondiente
4 una sétima recta, deduciriamos dc dicha ecuacion cl valor de tg« ¢ de
tg @, que determinaria una octava recta conjugada con la sélima, y for-
~mando las dos, con las seis dadas, el sistema de dos haces homograficos.
Bs decir, que este problema equivale tambien al siguiente: Dadas siete
rectas de un haz, hallar la octava recta conjugada homogréificamente con
una de las dadas. ‘

tg“’*‘%tg“’-i-‘tg“. tga’ = 0.

ARTICTLO TERCERO.

RELACION ARMONICA.

Num. 29. La relacion armdnica es un caso particular de la relacion
anarménica, Supongamos, en efecto, cuatro puntos a, b, ¢, d, (fig. 8.%)

‘ "2 (4):- Véanse los nimeros 2.°, £.% 6.° 7.° y 8.°de la RevisTa de este aiio.
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Fig. 8.2
a c b d
| [ 1 !
| ! i B
tales que se verifique entre ellos
ac ad
= bd

es decir, que la relacion de las distancias del punto ¢, & los a y b, sea igual
4 la de las distancias del punto d, & los mismos puntos a y b: esta esla
condicion que expresa que la recta ab queda dividida por los puntosc y d
en relacion armdnica; advirtiendo, que en dicha ecuacion se consideran
las cuatro distancias ca, ¢b, da, db, como siendo esencialmente positivas.

Si, por el contrario, damos signos & estos segmentos, segun el sentido

en que se cuenten, y consideramos como positivo el sentido de a hacia d,
ac, ad y bd seran positivas, y be negativa; de suerte que, para que la ecua-
cion anterior se verifique en toda su generalidad algebriica, es decir, en
cuanto & signos y valores numéricos, deberemos poner explicitamente el
. ; . . . ac ad
signo ménos 4 uno de los miembros. Resultara, pues, e = bad

dividiendo por la fraccion +%—% , se tendra

Asi, pues, la relacion armdnica es un caso particular de la relacion anar-
mdnica, 3 saber, aquel en que dicha relacion anarménica tiene el va-
lor — 1.

Nuam. 30. Todos los teoremas demostrados para la relacion anarmé-
nica subsisten para la relacion armdénica. Asi, por ejemplo:

1.° Uniendo un punto O por medio de rectas & los cuatro puntos a, b,
¢, d, de un sistema armonico, tendremos para el haz formado

"sen AOC  sen AOD  ac ad 1
sen BOC "~ senBOD ~— bc " bd — =

2.° TUna secante cualquiera a d’ cortara al haz O &BCD en cuatro pun—
tos a', b', ¢, d', en relacion arménica, y por lo tanto,

a'c a'd 1
be " bd T T

2SI
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3.° La proyeccion de todo haz arménico, es otro haz tambien armo-

nico.
4.° Las tres relaciones principales que se hallaron en las divisiones

anarmonicas

ac ad _ocb cd . oab ac
T =M ad W T de T P

tienen cn el caso particular de la relacion arménica, los valores siguientes:

;%E.‘Tld_*__l.c_b.c_d__,____‘l____i.
be ~ bd T vab tad T 1—({—1) =g
ab ac _ 1 _,
db " de —1 :

Las tres inversas seran respectivamente iguales &

— 12y 5 -

~

Num. 31. Scgun sc demucstra en la geometria elemental, si en un
tridngulo se trazan las hisectrices de uno de sus dngulos, y de su exterior
adyacente, los segmentos’ adictivos ca y ¢b, y los sustractivos da y db,
comprendidos entre los extremos a y b del lado opuesto al angulo, y los
puntos ¢ y d, donde las biscctrices encuentran 4 dicho lado, estan en pro-
porcion, de suerte que tendremos

ca
ch

_da
T db
Trasformando dicha expresion y teniendo en cuenta que be es negativo, se
convierte en
X = ad'é]' enic—-—g-“—l-*.
be — " Ba P M T bd T
Luego los cuatro puntos a, b, ¢, d de dicho lado ab del triangulo, estan

en relacion arménica.
, .. _ca da . .
Nim. 32. De la proposicion —~ = ap establecida en el numero an-
terior se deduce, cambiando los extremos, invirtiendo despues y toman-
do las distancias en un sentido opuesto al que tienen en dicha proporcion

be

_ac
bd ~ ad’

la que nos prueba que el segmento cd queda dividido arméni-
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camente por los puntos a y b, del mismo modo que ab quedaba d1v1d1do
armonicamente por los puntos ¢ y d.

Los puntos a y b, asi como los ¢y d, se dice que son conjugados de
dos en dos: es decir, a con b y ¢ conjugado de d. De modo cue teniendo

“dos puntos 2 y b en una recta para obtener otros dos conjugados ¢ y d, que

formen una division arménica, bastara construir un tridngulo sobre la rec-
ta ab, y trazando la hisectriz del angulo opuesto al lado ab, se tendra el
punto ¢ por su interseccion con este lado, y la hisectriz del angulo suple-
mentario del primero determinara el punto d enla prolongacion de la
recta ab. Dichos lados y las bisectrices formardn un haz armdnico.

Num. 33. Si el punto d sc aleja indefinidamente hasta la derecha, de
suerte que las magnitudes da y db crezcan sin limites, la relacion sen-.

Fig. 8.2
d
| | i I {
1 § | ( \
a o ¢ b
cilla bd tendera hacia la unidad, y la relacion arménica
ac ad 1
bc “bd T
et 8C "
hacia el limite 7~ = — 1, de donde se deduce ac = — be.

Asi, pues, 4 medida que el punto d se aleja, el ¢ se aproxima 2l punto
medio o del segmento ab; 6 de otro modo, el punio conjugado del que
estd en el infinito, es el punto medio 6 del segmento ab.

Los puntos a, b, 0 y el situado en el infinito, forman un grupo ar-
moénico. .

De suerte que uniendo un punto A por medlo de rectas con dichos
puntos a, b y el medio o, y trazando una paralela por dicho punto A 4 la
recta aob, se formara un haz armdnico; lo que proporciona otro medio de
‘formar un haz arménico, dadas dos rectas del haz 6a y oc, pues bastara
trazar una secante por un punto cualquiera de una de estas 0a, y desde el
punto de interseccion ¢ con la ofra recta, tomar una parte cb igual 4 la
comprendida ac entre las dos rectas dadas, unir el punto b que resulte con
el punto de concurso del haz, y trazando por este punto una paralela a la
secante, se tendra el haz armonico, siendo dicha paralela la conjugada con
la segunda de las rectas dadas oc y la recta ob, la conjugada con la prime-
ra recta 0a. ' '
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Num. 34. La relacion armdnica es conocida desde la mas remota an-
tigiiedad: Apolonio de Pergeo hace frecuente uso de ella en su tratado so-
bre las cénicas; pero en esta obra no aparece la denominacion de armd-
nica: ésta se emplea por primera vez en los libros de Pappus.

Es digno de notarse, que las longitudes de las tres cuerdas que dan el
acorde do, mi, sol, son entre si como los niimeros

£ 2
Ls.g
la que satisface 4 la relacion
m—n m
n—p — p’
como puede verse haciendo
4 2
m=Lin=5;p=-g-

“

Dicha relacion expresa en el fondo la relacion arménica tal como la he-
mos definido: en efecto, de la relacion

@l_ad

bc ~ ac
se deduce, poniendo en vez de bd su igual ad — ab, y en vez de bc su
igual ab — ac;

ad — ab ad

ab—ac = ac’
cuya relacion es anéloga 4 la

m—n
n—p

m
>

(Se eontinuard.)




