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de Amberes empled unos 50 millones para aumentar lasg
dérsenas y proporcionar medios rapidos de carga y des-
carga.

 La nueva extension de 2.000 metros del muelle de ri-
bera estd presupuesta en 11 millones de francos, que
habran de tener bastante aumento cuando la nueva zona
esté completa con almacenes, grias, vias y demds acceso-
rios indispensables.

Si 4 estas sumas se agregan las gastadas entre Ambe-
res y Lillo y en las otras rectificaciones mencionadas, sc
comprendera la importancia de los trabajos ejecutados
para mejorar las condiciones de la navegacion de la ria
mas frecuentada de Bélgica.

No se puede decir que hayan sido gastos improducti
vos, pues el trafico maritimo, que era de 1.118.158 tonela-
das 4 la entrada en 1870, llego 4 6.315.930 en 1897, y el
que por la ria y canales se verifica aguas arriba de Ambe-
res, de 4.030.785 en 1870, pasa & 4.102.650 en 1897. Como
el tonelaje de salida es, proximamente, igual, resulta la
suma de ambos, tanto & la entrada como & la salida, de
4.297.886 en 1870 y de 20.837.140 en 1847, rapido aumento
del cual no hay ejemplo en Luropa, teniendo solo en cuen-
ta condiciones de industria y comercio; pues ¢l de Ham-
burgo, que en igual periodo pudiera compararsele, ¢s de-
bido, en gran parte, & circunstancias politicas, que le han
convertido en el primer puerto de la conlederacion ¢ impe-
rio germanico después de la guerra del 70.

En cambio, Amberes es sélo el primer pucrto de una
nacion pequeia; tiene la embocadura de la ria Fleringa,
que le hace.una gran competencia; por el Sur estdn Dun-
kerque y el Havre; y por el Norte Amsterdam y- Roter-
dam; y entre todos descuclla, dejandolos atras, no s6lo en
tonelaje absoluto, sino en el aumento progresivo, lo cual
prueba que ha sabido, mis que ningtin otro, adaptarse a la
transformacion que en ese mismo periodo se ha efectuado
en las condiciones del transporte maritimo. En electo, cn
los ultimos treinta afios la navegacion de vela ha quedado
reducida 4 menos de la cuarta parte, y la de vapor ha du-
plicado en tonelaje; de aqui que hiaya sido preciso variar
las condiciones de explutacion de los puertos, tanto porque

son insulicientes los calados y muelles, que antes presta-

ban excelentes servicios, como por la rapidez que se im-
pone en las operaciones de carga y descarga, pues mien-
‘tras que en los barcos de vela se contaba por semana, en
los de vapor tiene importancia una 6 dos horas, que pue-
da economizarse en una escala, aun fratindose de buques
de carga, pues los rapidos trasatlanticos cuentan hasta los
minutos, y basta que se vean obligados & retrasar su iti-
nerario para (ue abandonen un puerto de medianas con-
diciones para hacer escala en otro donde se trabaja mas
rapidamente.

El haberse amoldado & estas condiciones, y en cicrto
modo adelantado & la transformacién, y el cstar unido &
una red muy perfecta de caminos de hieiro y de canalces,

"es lo que explica que Amberes haya quintuplicado su tra-
fico en el periodo citado y se haya puesto & la cabeza de
los puertos de la Europa continental. Débese también, en
parte, este rapido aumento, 4 la excelente administracion
y Ic bien organizados que estan todos los servicios, la pri-
mera 4 cargo del sindico y una comisién del Municipio de
Amberes, que conserva precedentes de independencia, de

que hace excelente uso, y tienc & su servicio Ingenieros

que garantizan la buena ejecucion de todas las obras. Asi
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es que el puerto estd tan bien montado como los mejores
de Tnglaterra, y no resultan tan caros los servicios que en
¢l sc prestan al comercio y 4 Ja navegacion.

(Se continuard.)
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Queda, pues, definida la funcién integral por la igual-
dad

2
[ = [ [(x)dx,

en la cual el limite superior x es variable y el inferior x,
una constante que determina la ordenada, & partir de la
cual se cuentan lag representativas de los diversos valores
de la funciéon., Haciendo variar el limite inferior x, se ob-
ticnen una infinidad de funciones, integrales todas de f* (x),
que solo difieren entre si en una constante.

Puesto que el calculo integral nos da el medio de re-
troceder de una funcion derivada & la funcién primitiva
correspondiente, logico es hacer aplicacion de este calculo
4 la investigacion de nuevas funciones. Pero si hacemos
una lista y nos proponemos determinar una por una las
integrales correspondientes, observaremos desde luego la
imposibilidad de integrar todas ellas. A este primer resul-
tado, hijo de la faita de generalidad de los procedimientos
del calculo integral, se une otra nueva observacion; las
expresiones integrales dan por resultado funciones cono-
cidas.

Es natural. Fijémonos en los procedimicentos del cal-
culo integral, y comparémoslos con los del diferencial: cn
este ultimo se procede de un modo directo, en aquél de
una manera empirica, por decirlo asi; en el segundo se
halla directamente el limite de la relacion del incremento
de la funcion al ce la variable, al tender el ultimo & cero—
y asi se dice que x™ tiene por derivada mx™—'; en el pri-
mero se dice que la integral de mx™—' es x™, no porque
lo averiguemos directamente, sino porque sabemos la re-
cirroca—que la derivada de x™ es mx™~'. Vemos, pues,
que, ya sea la integral inmediata, se necesita ser prepara-
da por transformaciones; si llegamos & obtener una fun-
cion que tenga por derivada la propuesta, esa funcién
tiene que ser conocida. S6lo cuandy no sepamos hacer la
integracion, podremus asegurar que nos hallamos frente 4
una funcion nueva cuya expresion simbolica es

/]
j [ (x) dx.
Xy
«A través de esa forma simbdlica, podemos percibir las

propiedades de la funciéa desconocida; y al ver que nin-
guna, de las que conocemos, goza de esas propiedades que

(1) Véage el numero anterior.
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descubrimos, llegaremos 4 la conviccion de que, efectiva-
mente, nos hallamos enfrente de una nueva funcion.

Tratemos de aclarar Jos conceptos precedentes por un

cjemplo. Propongamonos hacer la integracion de la ex-
presion

%

. T

.

Todos sabemos que la derivada de Li es -;7, ypor lo tanto,

que la expresion anterior es igual 4 L. Pero esto 1o sabe-
mos porque conocemos los legenitinos; si no los conocié-
ramos, si supiéramos que £6lo nos son conocidas las fun-
ciones algebraicas, nos encontrariamos en trente de una
funcién desconocida cuya expresion simbolica es

@ dx
[

Designemos esta funcion desconocida por f (x); vamos &
ver que el simbolo (1) nos acusa las propiedades de la fun-
cion f (x). Nada més sencillo. Demostramos, por ejemplo,
la propiedad que expresa la igualdad siguiente:

f @)+ (6) =S (ad)

que no es sino el conocido teorema «el logaritmo del pro-
ducto es la suma de los logaritmos de los factores». En
efecto, :

slo =2,

£

luego:

ro= 2

. ‘/j':
ab gy a dz ab g
co=f" L=
J(ad, . @ . T T a 2
Podemos transformar el segundo sumando en otra inte-
oral, ciyos limites sean més sencillos, haciendo x =az, lo
. . 1
cual no ofrece inconveniente, puesto que —, Do pasa porwx
entre los limites. Se tiene asi:

v \p—a o=1 “do (* ’
A ae Sx a z ‘f((lb): ﬁﬂ_ .‘éz_:_‘ ((6)+f(b)

de=uadsl x=ab z=10. \ Z L2

como queriamos demostrar.

Como resumen de lo que precede podemos asegurai:
que si formamos una lista de todas las expresiones que
sabemos integrar, aplicando los procedimientos del cil-
culo, cualquiera otra expresion no comprendida en csa
lista dara lugar, el dia que lleguemos integrarla, & una
nueva funcion desconocida hasta ese dia.

Ll insigne matematico Legendre estudio todas las ex-
presiones consideradas, hasta entonces, cOmo integrables,
y di6 procedimientos de integraciéon para muchas de ellas;
formo una lista de estas expresiones integrables y vié que
todas quedaban comprendidas en la forma simbdlica ge-

neral

J‘F (a;, V*\ ) dz,

en la cual X es un polinomio de segundo gradoen x, y I
expresa una funcion algebraica racional.

Si varfa la forma de la funcion F, 6 el grado del poli-
nomio X, las expresiones que resulten de esas variaciones
nos ofrecen nuevos problemas de céleulo integral.

Examinando Legendre la expresion cue habia determi-
nado, vio como de sus alteraciones iban surgiendo esos
nucvos problemas de caleulo; y tomando uno de esos pro-
blemas, en particular, & él consagré desde entonces toda
su utencion, estableciendo las bases de una nueva teoria,

la de las funciones clipticas, en cuyo estudio vamos 4

entiar.

La integral estudiada por Legendre sc derivaba de la
general con s6lo suponer que el polinomio X es de tercer
6 cuarto grado; la funcion F sc conservaba algebraica y
racional.

Las nuevas expresiones

fI«‘ [a;,\f"(z:u’ +a, 5 +a, v+ a; ] dr,

T 3 3 —
fl« L.'c,\'a:u'“ Fa, F a8t - agw -4, } dr,

son 2l simbolo de las nucvas funciones denominadas elip-
ticas.

Si suiponemos que el polinomio es de grado superior al
cuarto, del grado m, en general, resultaran nuevas funcio-
nes, (ue por analogia llamaremos liper-clipticas. La for-
ma general de una funcion hiper-eliptica de grado m cs,
pucs:

Jl (e, V X)) di,
siendo

X == qam _1__(1“/,/-7)1—;1_‘_(;2 (vm—Q_*_ vees _{_ am.

Presentadas de este modo abstracto las integrales elip-
ticag, no parecen sino puras lucubraciones matematicas,
mas propias para dar ocasion al matemitico de lucir la
sutilidad de su ingenio, que para satisfacer las necesidades
de la practica y dar solucion 4 los problemas que plantean
las ciencias de aplicacion. .

Sin embargo, hemos dickio que los matematicos ingle-
ges tratad la cuestion de un modo esencialmente practico,
presentando en sus obras, no una teoria completa y ma-
tematica de las funciones clipticas, sino la resolucion de
una serie de problemas de Mecanica, Fisica malematica,
etcétera, por medio de cstas nuevas funciones.

(Se continuara.)
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