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(CONCLUSION)

A cada variable real correspondera en la maquina un movil,
gulado de manera que cada uno de sus puntos se mueva siempre
sobre una linea determinada, trayectoria del punto.

Esta clase de movimientos son.precisamente los mas usuales
en toda clase de maquinas: en las de vapor, por ejemplo, todos
los puntos del émbolo describen constantemente, en su movi-
miento de vaivén, trayectorias rectilineas, mientras los puntos
del volante describen trayectorias circulares. Y adviértase que
ninguna influencia tiene en la determinacién de estas trayecto-
riag la conexi6n establecida entre ambos méviles por medio de
la transmisién de biela y manivela: si estos érganos desapare-
cieran, serfan los dos movimientos independientes uno de otro,
pero el émbolo sélo podria marchar en linea recta, deslizandose
4 lo largo del cuerpo de bomba, y el volante sélo podria girar al-
rededor de su arbol. Pues lo mismo ha de suceder con la maqui-
DA algébrica que vamos imaginando: cada uno de los moviles,
destinados 4 representar las variables, estara ligado & los cuer-
pos fljos por.conexiones que le obliguen & marchar siempre se-
gan una trayectoria determinada. Una escala en corresponden-
cia con cada uno de estos méviles permitira apreciar por una
simple lectura el valor de su desplazamiento, y entre la escala
Y el m6vil constituiran un aparato propio para representar una
cantidad real cualquiera, positiva ¢ negativa.

Estos aparatos—que por indicacion de D. Eduardo Saavedra
he designado con el nombre de aritmoforos,—pueden ofrocer
muy variadas disposiciones, que no es del caso examinar aqui;
bastara 4 mi propésito indicar, en forma esquematica, la mane-
re de realizar mecanicamente, en la representacion de varia-
bles, los procedimientos usuales de la Geometria. Un boton, su-
jeto por un movimiento de corredera & moverse & lo largo do
una ranura rectilinea, sera el equivalente mecanico de un pun-
t0 que se mueve 4 lo largo de una recta. Marcaremos al lado de
Ia, ranura, un punto fijo, que sera el cero; trazaremos, a partir
de él, la escala de las cantidades positivas en un sentido, yla
de las negativas en sentido contrario; y podremos representar
una cantidad real cualquiera corrien lo el botén & lo largo de la
escala, hasta colocarlo frente & la divisién que corresponda a
esta cantidad. )

También una cantidad imaginaria puede representarse por
medio de un mévil, guiandole de manera que cada uno de sus
puntos haya de moverse siempre sobre una superficie determi-
 ——————

(1) Véase el num.. 1339 correspondiente al 23 de Mayo,

nada. Imaginemos, para seguir copiando el procedimiento geo-
métrico, un plano material; una regla sujeta & 61 por medio de
un‘eje, alrededor del cual gira moviéndose siempre sobre el
plano; en esta regla una ranura rectilinea, y en la ranura un ho-
ton que corre 4 lo largo de ella; tracemos al lado de la ranura
una escala cuyo cero coincidira con el eje de ¢iro, y en el plano
un circulo graduado; y ya tenemos un aparato que permite re-
presentar cualquier cantidad imaginaria: su modulo estara dado
por la posicion del boton sobre la escala, y su argumento por la
posicion de la regla sobre el circulo graduado.

En suma: un aritméforo se compone de un movil, cuyo des-
plazamiento representa la variable, y de una 6 dos escalas—
segiin que se trate de cantidades reales 6 imaginarias—para
medir este desplazamiento.

Decir que hacemos variar una cantidad, 6 que le damos un -
valor determinado, valdra tanto como decir que hacemos mar-
char el mévil correspondiente 6 que le fijamos en una posicion
determinada.

Tenemos ya la armazon, la parte inmavil de la maquina;
tenemos también varios aritmoforos correspondientes & otras
tantas variables; pero como los moviles de estos aritméforos
son atin todos independientes unos de otros, sin ninguna rela-
cidn necesaria entre sus posiciones simultaneas, no existe aun
ninguna dependencia entre las variables representadas.

Establezcamos ahora conexiones entre estos moviles por
medio de mecanismos que impougan cierta solidaridad cutre
ellos.

Habran de verificarse entonces sus movimientos con arre-
glo a ciertas leyes, y 6stas se formularan en un sistema de ecua-
ciones de condicion, relativas a los desplazamientos de los mavi-
les; es decir, a las vaiiables representadas en los aritméforos.
Diremos propiamente que las ccuaciones de condicion quedan
eonsiruidas en la mdiquing, y el problema consiste en averiguar
si pueden construirse, cualesquiera que elias sean.

v

Empezanqo por el caso mds sencillo, gpodremos consiruir una
funcién explicita cualquiera? ;Podremos hacer que un movimien-
to dependa de olros varios, secin ciertas leyes indicadas expli
citamente en una férmula analitica?

Teiricamente si. No es posible, ni hace falta tampoco, demos-
trarlo aqui con todo rigor; pero es ficil sefialar el camino que an
tal construceion ha de sezuirse.

El problema parece de gran complicacion por la infinita va-
riedad de funciones queen las formulas fizuran; pero en los calcu-
los numérizos solo es preciso ejocutar unas cuantas operacio-
nes, siempre las mismas, combinandolas de diferentes maneras
y repitiéndolas cuantas veces sea necesarin: bastn conocer las
cuatro reglas y manejar un corto nimero de tablas para caleu-
lar una funcion explicita, por complicada que sea. No se obtiene
su valor directamente por una sola operacion de calculo, sino
quoe se ejecutan una por una todas las operaciones indicadas en
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la. formula. De.los datos se deducen directamente ciertos valores,
que & su vez sirven de argumentos para calcular otros nuevos,
T esi se continta hasta llegar al valor final. En cada una de
estas operaciones elementales se determina una cierta cantidad,
en funcion de otra ¢ de otras dos conocidas de antemano.

Algo parecido puede observarse en cualquier maquina indus-
trial. La herramienta no esta directamente montada sobre el
émbolo del motor, sino ligada & é1 por una cadena mas 6 menos
larga de mecanismos que se transmiten el movimiento de unos
4 otros. Y lo mismo diremos, con mayor razén aun, de las maqui-
nas algébricas: los moviles que representan variables indepen-
dientes arrastraran 4 los que estan directamente enlazados con
ellos, éstos 4 otros, y asi sicesivamente hasta llegar al despla-
zamiento final. El sistema puede considerarse descompuesto en
un cierto namero de combinaciones elementales de mecanismos,

" ¥ la operacidn mecanica, ejecutada por medio de una de estas

combinaciones, consiste siempre en determinar el desplazamien-
to de un movil en funcién de los desplazamientos de otro, 6 de
otros dos, cuya posicién esti ya determinada.

La analogia es patente, aunque la prioridad de unas opera-
cioues con relacidn & otras, que existe realmente en los calculos
numéricos, es de un orden puramente légico en los mecanicos:
como que s6lo responde 4 la idea de que hay ciertos movimientos
que son causa de que se produzcan otros; pero, en realidad, to-
dos se verifican al mismo tiempo,

Se reduce, pues, la dificultad 4 construir un nimero limitado
de aparatos elementales: uno por cada una de las operaciones
que se ejecutan en los calculos numéricos: Y, segin en otras
ocasiones he demostrado, esta construccion es posible (1). Repi-
tiéndola cuantas veces sea preciso, y combinando luego los apa-
ratos elementales con arreglo 4 las indicaciones de la formula
que exprese el valor de una funcion, quedara ésta construida.

La concordancia entre la férmula y la maquina sera en pura
teoria perfecta. Dispondremos con entera libertad de las varia-
bles independientes; cada uno de sus aritmoforos podria correr &
cargo de un experimentador distinto, quien le harfa marchar 4
su antojo, sin ocuparse de los'demas para nada; pondriase asi
en movimiento la maquina toda; y el valor sefialado por el arit.
moforo de la funcidn variaria con todos los demas y seria en
cada caso el que 4 ésta correspondiera, dados los valores simul-
taneos de las variables independientes.

v

El cdlculo de funciones implicitas, 6, dicho de otro modo, la
resolucién de ecuaciones—problema erizado de dificultades, que
86lo en algunos casos muy sencillos puede vencer el Algebra, —
no se plantea en la teoria de las maquinas algébricas.

Una ecuacién expresa una cierta relacién entre las variables,

'Y resolverla es expresar esta misma relacién en forma distinta

para que la incdgnita aparezca como funcién explicita de los da-
tos; y esto es precisamente lo que no sabemos hacer. La maqui-
na no expresa la relacion, la construye; hace que exista real-
mente la condicién impuesta; y, mientras los enlaces mecanicos
que la establecen subsistan, ella se manifestara siempre en la
forma necesaria y se impondra 4 los movimientos de la maquina,
cualesquiera que sean las circuastancias en que se verifiquen.

Supodnese en este razonamiento que las transmisiones son to-
das reversibles; y asi ha de suceder necesariamente en las ma-
quinas ideales que ahora consideramos, no sujetas 4 rozamien-
tos ni 4 resistencias pasivas de ninguna clase.

Sélo cuando la relacion de velocidades entre dos moviles se
haga infinita 6 determinada, podran presentarse puntos muertos;
y éstos son casos excepcionales, que han de tratarse separada-

(1) Memoria subre las m&qulnaa algeb~icas, por Leonardo. Torres. Bilbao
1895.
. Machines é calculer, par M, L. Torres. Memoires presentés par divers savan ty
l‘Academie des Sciencies de I'lnstitut de France, tome XXX11. Paris, 4904,

mente, como los puntos singulares de las curvas y los valores
eriticos de las funciones. ‘ ,

Aplicando este razonamiento & un caso particular, suponga-
mos construida la funcion z:

s=f(a, b, ¢... ).

Si disponemos de los aritméforos a, b, e, .. x, haciendo va-
riar arbitrariamente las cantidades en ellos representadas, los
enlaces mecanicos obligardAn 4 marchar al aritméforo z en
tal forma que la ecuacién quede siempre satisfecha. Esta es la
hipétesis. Pues la misma maquina sirve, como diré ahora, para
calcular una variable cualquiera, 2 por ejemplo, en funcién de
todas las otras variables «, b, ¢,... y de la funcién 2.

Sean a,, b,, ¢,....z, los valores particulares de las cantidades
conocidas; representemos en el aritmoforo de cada una de las
variables a b, ¢ el valor de ésta, y fijémosle en esa posicion
mientras dure el calculo. Haciendo marchar ahora el aritméforo
z, el aritméforo s marchara también, Yy, cada vez que leamos en
este ultimo el valor z,, leeremos en el prlmero el valor corres-
pondiente de la variable z.

Pero este método indirecto, y en cierto modo de tanteo, no es
el inico aplicable. Si imaginamos que varian de un modo conti-
nuo todas las cantidades conocidas, a, b, ¢... 3, en cada momen-
to correspondera & los valores simultaneos de todas ellas un
cierto valor de la incognita #, implicitamente determinado por
la formula construida. Esta variacién de todas las cantidades—
datos é Inco ¢nita,—y cualquiera otra compatible con la formula,
puede obtenerse en el aparato haciendo variar segiin sea necesa-
rio todas las variables independientes g, b, ¢... z, y dejando quo
la maquina determine el valor de la funcién 5. jPodra obtenersc
también haciendo variar la funcion y todas las variablas conoci-
das, y dejando que la maquina determine el valor de la incogni-
ta 2? Indudablemente si; porque el movimiento que considera-
mos es el inico compatible con los enlaces del sistema, y se pro-
ducira necesariamente—si las transmisiones son reversibles,-
cualesquiera que sean los moviles 4 que se aphqueu las fuerzas<
destinadas a provocarlo.

_En resumen, hemos construido una ecuacién entre la funcion
Yy las variables, de quienes depende. No es preciso establecer di-
ferencia ninguna entre aquélla y éstas; podemos considerar
como incégnita la primera, 6 una cualquiera de las tltimas;
bastard, para calcular mecanicamente, dar en la maquina & to-
das las otras variables los valores particulares que queramos
atribuirlas.

Los mismos razonamientos se aplican & un sistema de ecua-
ciones simultaneas. Cada una de ellas exigird que se establez
can ciertos enlaces entre los méviles que representan las varia -
bles; y, estableciendo & la vez todos los enlaces correspondien
tes a todas las ecuaciones, quedaran éstas construidas.

No repetiré las consideraciones que acabo de exponer al tra-
tar de una sola ecuacion; pero bien veis que, cuando éstas so!
varias, podremos tomar como incognitas las variables que con
venga (en numero igual al de ecuaciones construidas), y calcu-
larlas mecanicamente, con sdlo dar en la maquina & todas las
otras los valores particulares que les correspondan.

VI

Las ecuaciones diferenciales se construyen también sin difi
cultad, utilizando para ello los mecanismos empleados en la cons-
truccion de los planimetros 6 integradores.

Imaginemos dos rectas que se corten perpendicularmente :
sirvan de ejes, la una a un disco, y la otra 4 una rodaja tangen
te & él: el disco esta sujeto & girar alrededor de su eje, y no ad-
mite ningin otro movimiento; mientras que la rodaja puede giru.
alrededor de su eje y resbhalar 4 lo largo del mismo, acercandos:
6 alejandose del punto de interseccion de las dos rectas. Resba-
lara, al producirse este ultimo movimiento, sobre el disco, mar-
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chando en direccién radial: suponemos el resbalamiento posible
en esta. direccién é imposible en cualquiera otra, de modo que los
dos. mecanismos son perfectamente solidarios en sus movimien-
tos-de giro. Tal es la hipétesis, realizable con absoluta exactitud
en teorfa; y no tenemos que pensar ahora en los medios de lle-
varla con mas 6 menos perfeccion 4 la practica.

Tres desplazamientos han de considerarse en este aparato.
El angulo descrito por el disco, el angulo descrito por la rodaja,
y la distancia de la rodaja al centro del disco.

No son tres variables de la misma indole: si uno de los dos

mecanismos gira, girard también el otro al mismo tiempo, sin

ocasionar movimiento ninguno de traslacién. Los dos movimien-
tos angulares dependen directamente uno de otro; el de trasla-
cion ni depende de ellos ni puede producirlos tampoco: rediicese
su efecto & definir la dependencia que entre los otros dos movi-

. mientos existe; y la velocidad angular de la rodaja con relacion

al disco sera en cada momento proporcional 4 su distancia al
centro. Tenemos, pues, representadas:

La variable independiente, x, por el desplazamiento angular
del disco. _

La funcion, y, por el desplazamient ) angular de la rodaja.

Y la derivada, y', 6 sea la relacién de velocidades entre el
movil que representa la funcién y el mévil que representa la va-
riable por el desplazamiento de la rodaja sobre su arhol, es de-
cir, por la distancia de la rodaja al centro del disco.

Para construir una ecuacién diferencial de primer orden,
S(z, v, y") ==0, bastara imponerla por medio de nuevos enlaces
mecanicos entre estos tres desplazamientos.

Impongamosla, y—partiendo de una posicién elegida arbitra-
riamente—hagamos girar el disco: la rodaja, arrastrada por 61,
girara también; pero, al girar el disco y la rodaja, esta tltima,
empujada por los enlaces establecidos al construir Ia ecuacién
S (@ y, ¥')==0, marchara sobre su drbol, determinando automa-
ticamente, en cada momento, la derivada ¢, 6 sea la relacién de
velocidades en funcién de los valores & 4.

El movimiento resulta perfectamente determinado, y lo nis-
mo sucederia si dispusiéramos arbitrariamente del movimiento
de rotacion de la rodaja, dejandola, por supuesto, en lihertad de
correr sobre su arhol, segdin lo exiziera la accion de los meca-
nismos.

Tenemos, pues, construida la ecuacion de una cierta curva
¢ (2, y') = 0; pero los enlaces mecanicos ya definidos no bastan
por si solos para determinarla. Al componer una maquina
de caleular, se pueden colocar todos los mecanismos en una po-
sicién cualquiera, que sea compatible con las ecuaciones de con-
dieion; aqui sélo existe una de éstas, y podremos elegir arbitra-
riamente los valores de x 6 y, 4 condicion de dar 4 y' el que, se-
gun la ecuacion

S Gy y') =0,
le eorresponda.

Al elegir los valores iniciales (x,, y,) se elize un punto de la
curva; y claro es que, en general, si el punto cambia, la curva
cambiara también.

El aparato que estamos considerando sirve-—ya lo estais
viendo—para construir una integral particular cualquiera de la
ecuacion propuesta.

La integral general no puede construirse. Aun cuando ella
¥ la ecuacion diferencial de que procede sirvan para determi-
nar una misma familia de curvas, no expresan ambas las mis-
mas relaciones ni se refieren a las mismas cauntidades; porque,
al integrar, se introduce una nueva, llamada constante de inte-
gracion; y esto de deducir de ciertas relaciones entre determina-
das variables otras relaciones diferentes entre variables también
distintas, no es operacién que pueda encomendarse a la accion
automatica de los mecanismos.

No podremos, segtin esto, hallar la integral general de nin-
guna ecuacion; pero—conoeiendo los valores particulares nece-
sarios—podremos construir las integrales particulares relativas
4 cada caso. Y esto, cualesquiera que sean la clase y nimero de
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ecuaciones diferenciales. Cada una de las derivadas que figuren
en ellas se construira separadamente, por medio de una combi-
nacion de disco y rodaja, 6 de otra analoga; y luego se estable-
ceran enire los desplazamientos que correspondan & las varia-
bles principales y 4 las derivadas los enlaces necesarios para
construir todas las ecnaciones del sistema.

VIl

Hasta ahora sélo he hablado de la manera de construir una
raiz 6 un sistema de raices; pero una ecuacién 6 un sistema de
ecuaciones admiten, en general, mas de una solucién, y aun con
mucha frecuencia un nimero de soluciones infinito.

Pues todas ellas, 6 por lo menos varias de entre ellas, cuan-
do son infinitas, pueden obtenerse cinematicamente en cada caso.

Consideremos primero uno muy sencillo, para concretar bien
las ideas.

Representemos dos cantidades imaginarias: 5 y w, cada una
en un aritmoéforo, compuesto—como decia al principio—de una
regla que gira sobre un plano, y un botén que corre &4 lo largo
de la regla. Enlacemos mecanicamente los dos botones, impo-
niendo una ecuacion entre los valores simultaneos de sus des-
plazamientos, 6, en otros términos, haciendo que las dos canti-
dades representadag dependan una de otra; y especifiquemos esta
dependencia, suponiendo que, & causa de la condicién mecanica-
mente impuesta, «w ha de ser igual 4 la raiz cuadrada de z.

Este supuesto se traduce en dos condiciones distintas: la
una—relativa 4 los argumentos—exige que el desplazamiento
angular de la re¢la, correspondiente 4 la funcién w, sea la mitad
del desplazamiento angular de la regla correspondiente 4 la va-
riable z; la otra—relativa &4 los modulos—pide que la distancia
del boton al origen 6 cero sea, en el aritméforo w, igual & la raiz
cuadrada de la distancia homoloza en el aritmoforo z.

Las relaciones mecanicas asi definidas pueden imponerse de
muchas maneras distintas, pero no nos importa ahora estudiar-
las con minuciosidad; bhasta 4 mi objeto suponerlas realmente
impuestas. ]

Consideremos el aparato ya construido en una posicién dada,
y hagamos marchar el aritmoéforo s de tal manera, que el botén
recorra una curva cerrada y vuelta al punto de su partida. ;Cual
sera la posicion final del otro aritmoforo? La distancia del boton
al centro serd la misma que al principio: la raiz cuadrada de su
homologa en el aritméforo 3, y esta tltima no ha variado.

Del argumento de la funcién no puede decirse otro tanto: el
de la variable vuelve, es cierto, al mismo valor; pero esto puede
ocurrir de dos maneras distintas: girando la regla primero en
un sentido, y después en sentido contrario, hasta volver 4 la po-
sicién primitiva, 6 girando siempre en la misma direccién, hasta
describir la circunferencia completa.

En el primer caso, la regla del aritméforo o reproducira, en
escala mitad, el movimiento allernativo, marchando primero en
un sentido, y luego en el contrario, para volver al punto de par-
tida, con lo cual volveremos & representar el mismo valor par-
ticular que tenia la funcidn o en la posicién inicial del aparato.
Iin el segundo, mientras la rezla del aritméforo ¢ deseribe una
cirennferencia entera, la re¢la del aritmoforo w deseribira un
arco de 18 °, y el hotdn correspondiente se encontrara 4 la mis-
ma distancia del origen que al iniciarse el movimiento, pero en
direccion diametralmente opuesta.

Tendremos representada ahora la otra determinacién de la
raiz de .

Basta reflexionar un momento para comprender que on el
primer caso, cuando la regla oscila 'y vuelve & su posicion ini-
cial, el cero del aritinéforo # queda necesariaments fiera de la
curva cerrada descripta por el botdn; mientras que el segundo,
enando la regla gira 360°, el cero queda dentro de la curva.

+Y si quisiéramos hacer que la curva pasara por el cero mis-
mo? El movimiento seria imposible, porque la derivada de la
funcidn, con relacion & la variable, 6 sea la relacién de veloci-
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dades entre los dos moviles correspondientes, seria infinita al
pasar la variable por cero.

- 8i los mecanismos ideales de nuestra maquina los imagind-
ramos dotados de masa, como los cuerpos de la Naturaleza, es
decir, si impusiéramos mecanicamente la ley de continuidad,
consecuencia necesaria de la de inereia, que impide toda varia-
ci6n brusca de las condiciones del movimiento, entonces, digo,
pasariamos sin dificultad por el cero del aritmoéforo, lo mismo
que po Irfamos-—admitiendo la existencia de semejante loy—de-
terminar analiticamente la marcha de la funcién cuando pasa
por cero la variahle.

Pero el movimiento no puede ser determinado por la aceidn
y efecto de los enlaces puramente cinematicos. El punto critico
de la funcién estara fielmente representado por un punto muerto
en la maquina. .

El aparato servira, segiin acabamos de ver, para obtener las
dos determinaciones, representandolas alternativamente, ya la
una 0 ya la otra, 4 medida que la variable gira alrededor del
punto eritico.

Afiadamos ahora un nuevo aritmdéforo w y enlacémosle con
el de la variable—repitiendo las construcciones mecanicas ya
ejecutadas,—de manera que la cantidad en é] representada sea
también constantemente igual & la raiz de la variable indepen-
diente. Tendremos asi la variable en un solo aritmoéforo, y la
funcion en dos diferentes, y en cada uno de éstos representare-
mos—al componer la maquina—una rafz distinta de las dos co-
rrespondientes al valor particular que atribuyamos & la varia-
ble. En virtud de las consideraciones expuestas hace un momen-
to, las dos raices simultineamente representadas ahora en el
aparato se permutaran cada vez que la variable dé una vuelta
alrededor del punto eritico.

Una méquina que construi hace algun tiempo da las dos rai-
ces de un polinomio de segundo grado, y en ella pueden obser-
varse, aunque con alguna imperfeccidn, debida & deficiencias de
orden practico, la permutacion de las raices y la imposibilidad
de pasar por los puntos criticos.

No hay ningin inconvenlente en generalizar el procedi-
miento.

Para representar 4 la vez varios sistemas de raices de un
sistema dado de ecuaciones simultaneas, basta repetir la misma
construcei6n tantas veces como sea necesario.

Para darnos cuenta de como esta construccion pudiera lle-
varse & cabo, imazinemos una mdquina en forma de estrella, en
cuyo centro exista un grupo de aritméforos, uno por cada varia-
ble independiente; formando circulo alrededor de este primero
otros varios grupos, todos iguales entre si, y en cada uno de los
cuales estan representadas todas las incdgnitas, cada una en su
aritméforo; y después uniremos idealmente el grupo central con
cada uno de los otros por medio de una recta que ha de repre-
sentar en nuestro esquema el conjunto de mecanismos necesa-
rios para construir el sistema de ecuaciones.

" Repitese asi la construceion de éstas tantas veces como rayos
tiens la estrella, y al extremo de cada uno de los rayos puede
representarse un sistema de raices diferentes.

Podremos entonces hacer marchar arbitrariamente todos y
cada uno de los mdviles del grupo central; y los otros—arrastra-
dos por ellos—marcharan también, y en cada instante tendremos
representado en el extremo de cada uno de los rayos un sistema
de raices correspondiente & los valores simultaneos de los datos.

VIl

Esta {ntima y perfecta analogia entre las maquinas 6 siste-
mas mecanicos y las formulas algébricas, permite. dar siempre
forma sensible & toda clase de relaciones analiticas, y puede
aprovecharse en algunos casos para ilustrar la exposicién de
teorias matematicas.

No hay quien desconozca la conveniencia de emplear 4 veces
ejemplos para hacer mas clara la exposicién de ideas abstractas.

.

208 * " REVISTA DE OBRAS PUBLICAS

Proporcionalos casi siempre, y muy adecuados, la Geometria,
pero en ocasiones no es facil acudir 4 ella; la figura geométrica
fija 6 indeformable, s6lo mediante ciertos convencionalismos y
artificios puede prestarse & la representacién de relaciones en-
tre cantidades variables; y por eso con frecuencia se supone que
las figuras varian segun ciertas leyes, confirmando as{ mi opi-
nién: porque estas figuras variables, como sistemas mecanicos
ideales pueden considerarse; y yo s6lo digo que en ciertas teo-
rias debiera acudirse con mas frecuencia, y de una maners sis-
tematica, 4 esta clase de ejemplos.

Serian, en general, mas sugestivos que los geométricos, y se
prestarian lo mismo al razonamiento matematico, porque los sis-
temas que nosotros imaginemos compuestos de cuerpos inaltera-
bles, con formas geométricas exactamente definidas, sin aspe -
rezas que produzcan rozamientos imprevistos ni imperfecciones
de ninguna especie, no existen ni pueden existir fuera de nues-
tro entendimiento; son, en puridad, entes de razén conformes en
un todo & la definicidn que de ellos hayamos dado, y es licito,
por consecuéncia, afirmar con certidumbre matematica todas las
conclusiones que de su definicién puedan 16gicamente darivarse.

Podria, pues, un sistema mecéanico, lo mismo que una figura
geométrica, servir de apoyo y guia al razonamiento matematico
para facilitar & los principiantes la inteligencia de ciertas demos-
traciones, sin perjuicio de exponerlas luego en forma més abs-
tracta. slempre que sea necesario.

Asi como los entes geométricos se representan por medio de
dibujos, y aun por medio de flguras en relieve, cuando conviene,
asi también, para definir con entera claridad los entes cinema-
ticos, las maquinas 6 sistemas mecanicos ideales que hemos de
hacer funcionar mentalmente, acudiremos de ordinario & su re-
presentacion grafica; pero quiza no esté de mas & veces cons-
truirlos, para obtener una realizacidn material suficiente, aun-
que grosera, de los hechos 6 leyes que se trata de poner en evi-
dencia.

Y eligiendo con tino los ejemplos, no serian necesarios apa -
ratos muy complicados; un simple sistema articulado me ha ser-
vido, hace muy poco tiempo, para construir una funcién de dos
determinaciones con dos puntos criticos, & los cuales correspon-
den en el sistema dos puntos muertos; y se observa la permuta -
cion de las raices cada vez que la variable describe una curva
cerrada que comprende en su interior uno cualquiera de ellos (1).

La funcidn construida no es mondgena, pero eso ninguna im-
portancia tiene para nuestro objeto.

Serfa igualmente facil construir—no exigiendo que fuerar
mondgenas—funciones simple 6 doblemente periddicas, y quizi
algunas otras, que presentaran particularidades interesantes.

X

Réstame sdlo decir algo acerca de las aplicaciones a los caleu
los usuales. Prescindiré en absoluto de los aritmémetros y pla
nimeiros—entre los cuales hay aparatos muy ingeniosos y d
innegable utilidad,—porque no encajan exactamente dentro d:
mi estudio, y trataré sélo de las maquinas destinadas & calcular
formulas algébricas.

Muchas han sido, segun dije al principio, las propuestas; per:
en ningin caso, que yo sepa, se han examinado las condicione:
practicas. Parece como si los inventores pensaran que la tnic:
dificultad estriba en imaginar una solucién teérica, y en reali
dad la cuestion no esta ahi; porque siempre hay, segin acaba
mos de ver, infinitas maneras de construir una ecuacion 6 un sis
tema de ecuaciones.

Las dificultades son puramente practicas y proceden de i.
gran complicacién de mecanismos, & veces necesaria, y, ma

(1) Sobrela uttitdad de enpisar ejemplos cinemdticos en la exposicion de a:
gunas teorfas matemdticas, por Lesnardo Torres. Ateneo de Madrid, curso ¢
1900 & 1v01. Sesi0n inaugural de la Seccion de Clencias Exactas, KFisicas y Natu
rales, celebrada el 19 de Noviembre de 1900. Madrid, 4900,
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principalmente ain, de la gran amplitud de variaciones 4 que
estan sujetas las variables de las férmulas. ,

En las Memorias, antes citadas, he expuesto las condiciones
que necesariamente han de reunir las méaquinas de caleular al-
gébricas, para que las diflcultades practicas puedan vencerse
satisfactoriamente,

Tres son las principales;

1.* Emplear aritmdforos lozaritmicos, en ios cuales el des-
plazamiento es proporcional, no & la variable representada, sino
4 su logaritmo. .

Es absolutamente necesaria esta condicién para representar

con precision suficiente variables que oscilan entre limites muy

oxtensos; y ademas, cuando se acude 4 este procedimiento de re-
presentacién—comparable 4 los procedimientos de anamérfosis
usados en Geometria—Ilas ecuaciones entre ios desplazamientos
no son las mismas que existen entre las variables, sino las que
existen entre sus logaritmos, y estas tltimas se construyen mu-
cho mas facilmente en algunns casos importantisimos, entre los
cuales se cuentan todos los relativos a las funciones algébricas.

2.% Prescindir de las transmisiones por contacto, que se pres-
tan & la acumulacidn de errores, y 4 los errores groseros ocasio-
nados por los resbalamientos, acudiendo siempre 4 los enlaces
geométricos, cuya accion—como depende solo de la forma de los
mecanismos-—ha de producirse necesariamente, mientras éstos
no se rompan 6 deformen,
.-3.*  Admitir sélo mecanismos sin fin, 6 que puedan practica-
mente reputarse por tales, para tener libertad de representar las
variables en escala bastante grande, sin limitar la amplitud de
sus variaciones.

En dichas Memorias y en otros trabajos sobre el mismo asun-

{o tengo demostrado que es posible—ateniéndose & estas tres
condiciones—construir un sistema cualquiera de ecuaciones al-
gbbricas; pero sera preciso evitar la complicacién excesiva de
mecanfsmos, porque solo pueden espera:se resultados practicos
en los casos mas sencillos. No siendo posible precisar cuales
sean &stos, me limitaré a dar noticia de una maquina, destinada
al calculo de funeiones algébricas, que tengo proyectada en de-
talle, y cuyos principios estan expuestos en la Memoria Machi-
nes a Caleuler.

Para puntualizar cual podria ser la utilidad de esta maquina,

6 de otra cualquiera, sera preciso contestar & estas preguntas:

{Cuadles son las formulas que pueden calcularse con el apa-
rato?

4Cuales son los limites impuestos & las variables?

4Cual sera el error que se cometa en los calculos?

Contestaré escuetamente, sin razonar las respuesias, porque
su justificacion exigiria, como comprenderéis, la descripeion y
discusion detenida del proyecto. Indicaré los resultadus que, &
mi juleio, se obtendran con este aparato, ya que es imposible dar
aqui la menor idea de los mecanismos que la componen.

En el aparato se construye la funcion a:

A, xm 4 Ay amt - Ay em® |- A et Ay et
Agzm® A am | Age "8 !

cuyo numerador consta de cinco términos, y de tres el denomi-
nador; sin que quepa aumentar el niamero de términos, aunque
8i pueden suprimirse los que no se consideran necesarios en

. cualguier caso, conforme luego indicaré.

Los coeficientes A,, 4,..... A,, ¥ 1o mismo la variable indepen-
diente 2 y la funcion a estan tratados como variables en el sen-
iido propio de la palabra: cada una de ellas esta representada en
un aritmoéforo, y los enlaces mecanicos establecidos entre éstos
hacen que los valores, simultaneamente representados por todos,
satisfagan & la ecuacion.

- Los exponentes pueden ser positivos 6 negativos, enteros o
{raccionarios, y se varian—para pasar de una férmula & otra—
introduciendo ligeras modificaciones en los enlaces, es decir, des-
montando unas piezas y montando en su lugar otras analogas:

gracias 4 las disposiciones adoptadas, el cambio se hace con co-
modidad y rapidamente.

Podrian, pues, construirse en este aparato casi todas las fun-
ciones algébricas que se presentan en las aplicaciones co-
rrientes.

También serviria para calcular las raices reales de una ecua-
cion algébrica.

Escribiriamos {odos los términos positivos de su primer
miembro en el numerador y los negativos en el denominador, 6
4 la inversa; construiriamos la fraceidn asi obtenida; dariamos
valores particulares a los coeficientes, y hariamos marchar el
aritmoéforo ; el valor que correspondiera & esta variable, cada
vez que a pasara por el valor uno, seria una raiz positiva de la
ecuacion; porque, cuando su primer miembro es eero, la suma de
los términos positivos ha de ser igual 4 la de los negativos.

Cambiariamos luego el signo de todos los monomios de grado
impar, construirfamos la ecuacién que resultara, y calcularia-
mos sus raices positivas, iguales nacesariamente en valor abso -
luto 4 las raices negativas de la ecuacién propuesta.

Los aritmoforos logaritmicos no pueden representar el valor
eero ni ningun valor negativo; pero cada una de las variables de
nuestro aparato podra oscilar entre dos limites positivos tan ex-
tensos como se quiera. Podra representarse en los aritmdforos
cantidades que se expresan por veinte, treinta 6 mas ‘cifras, 6
sus inversas; valores, en fin, tan grandes 6 tan pequefios, como
nunca aparecen en los calculos usuales.

Para suprimir pricticamente un término, dariamos & su coefi-
ciente un valor sumamente pequeiio, y asi resultaria el monomio
en cuestién despreciable con relacion a todos los demas. jCual
sera la exactitud de los cilculos?

Esta ultima pregunta es la mas dificil de contestar.

La respuesta depende de ciertos datos practicos que solo ex-
perimentalmente pueden determinarse.

Nada puedo afirmar en este punto con completo conocimiento
de causa; pero creo licito esperar que el error cometido al calcu-
lar mecdinicamente el valor « no exceda de tres 6 cuatro centé-
simas, y aun me parece posible reducir mucho mas este limite,
construyendo el aparato con toda precision y manejandole con
cuidado.

Cuando se calcule una raiz, la cuestién es mas compleja: el
error sera en este caso muy variable, porque depende de la na-
turaleza de la ecuacion, y crecera 6 menguara al mismo tiempo
que la derivada de x con relacion & a.

De todos modos, el calculo mecanico dara & menudo toda la
exactitud necesaria; porque es frecuente en los problemas de Ii-
sica, en los de Ingenieria y en otros muchos manejar datos en
cuya determinacion caben errores de mucha monta, ¢ formulas
que no reflejan con entera fidelidad las leyes que representan, y
es locura huscar en casos tales gran exactitud estirando las ope-
raciones numéricas para obtener largas filas de guarismos.

Y otras veces, cuando se trate de calculos que deben ser muy
exactos, servira también la maquina, que dara un primer valor
aproximado, con ahorro casi siempre de la mayor parte del tra-
bajo, aunque luego, para rectilicarle, hayan de prolongarse los
calculos acudiendo & los procedimientos ordinarios.

Todas las combinaciones mecanicas necesarias en este apa-
rato estan ya ensayadas, y no es de creer que su contruceion
ofreciera dificultades de importancia.

Otras aplicaciones practicas pudieran considerarse. Pero he
abusado sobradamente de vuestra paciencia, y aqui termino,
como empecd, piliéndoos perddn de haheros molestado con un
discurso tan arido y desabrido.

- el




