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CALGULG DE RESISTENCIA DE PLACAS

Son varias las férmulas que se han deducido para este
objeto; la mayoria, empiricas y aplicables en casos restrin-
gidos; dando todas el méximo espesor correspondiente 4
los puntos que estan en peores condiciones eldsticas.

Por el método que exponemos 4 continuacién se pueden
calcular las placas, cualquiera que sea la forma de su con-
torno y manera de estar solicitada; determindndose la ley
de variacién, de los espesores maximos en funcién de las
coordenadas de los puntos. v :

Empezaremos por el estudio de la placa circular.

PLACA CIRCULAR APOYADA EN SU CONTORNO
Y CON CARGA UNIFORME

Sea una placa de radio #,solicitada por una carga de p ki-
logramos por metro cuadrado, uniformemente extendida.

Si estuviera apoyada finicamente en dos puntos diame-
tralmente opuestos, el problema seria muy fécil, pues se
trataria de una pieza prismadtica. La dificultad estriba en que
por estar apoyada en todo su contorno no se puede aplicar
el procedimiento de las vigas.

Para resolver la cuestion, supondré primero que el apoyo

se realiza solamente en dos elementos diferenciales ds dia-
~ metralmente opuestos y que tinicamente actiia la carga prds,
correspondiente 4 los dos tridngulos cuya base son las ele-
mentos ds.

Esta placa entera, apoyada de ese modo y sometida 4
dicha carga, es una pieza apoyada en sus extremos y, por
lo tanto, se podré hallar la carga de trabajo producida en un
punto cualquiera M, de su seccién transversal C D

Dicha reaccion molecular tendra dos componentes: uno
M N, normal 4 la seccién C D, y otra, situada en ella, sien-
do ambas infinitesimales.

Hecho esto, supondremos que la placa se apoya ahora
en otros dos elementos ds, contiguos 4 los anteriores, y del
mismo modo se tendra la carga de trabajo en M, que-ahora
pertenecerd 4 la seccién transversal C' D',

Repitiendo para todos los elementos ds en que puede
descomponerse el contorno, y componiendo todas esas
acciones ejercidas en M, tendré la resultante, que serd la

carga de trabajo total producida en dicho punto, cuando la

placa con toda su carga esté apoyada en el contorno.
Para hacer el cédlculo, adoptaremos un eje polar P Q que
pase por el punto arbitrario M. Sea« el angulo que fija la

Fig. 1.2

posicién de ds, x la distancia O M que determina la posi-
cién de M y e el espesor (incognita) que se debe tener en
dicho punto. 4

En los elementos de apoyo, las reacciones valen:
pride

X =2

Momento flector en la secciéon € D:

r

. iy :
M= pr2 z (r —xcosa)— | px'dedx’ (x' — x cos a) =
X cos o
d
= —‘EGL (r* — x* cos® a).

En dicha seccion transversal, se tendra:
I 1

y como

‘ —— I & =
CD=21r—x*cos’a ; —v~——_—~31/r“—x“cos’~a

La componente, normal 4 CD, de la carga de trabajo
infinitesimal es:

pdo. (r® — £° cos® a)

dt, =

1

2¢ [/ r— x*cos®a

Como la resultante de estas acciones tendrd la direc-
cién M O, proyectemos sobre dicha direccién y resultara:
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da (r* — x5 cos®
dt = 2 ( «) - COS a
2e* V r?— x?cos?a

La componente de la carga de trabajo situada en la sec-
cién C D, se hallara del siguiente modo:

A = d r;da — f px'dadx’ =

XCOS &

px?cos®a

do.

Componente situada en la seccién:

34 3 px? cos?
dC — m =,  PX° Cos* a dtl.
2e X CD 8¢}/ r2—x*cos®a

Asi, pues, la reaccién molecular total en M, tendra los
componentes, una en la direcciéon MO cuyo valor es:

i f pda (r* — x*cosa) cosa
2¢* ’[/ r? — s cos?a

P 2 (p® — 45 cos? a)

’[/ r*— x*cos*a
y otra en la direccién vertical, cuyo valor es:

T
2

cos a da

4 \ .
3p x2 cos? a cos® a da

_— = da:
0’1/r2-x2cosg‘u o’\/rz—xzcosﬁa

De estas dos expresiones sacaremos el valor de e y como
la placa deberd estar en buenas condiciones eldsticas, los
valores de £ y ¢ deberdn ser iguales & las cargas précticas
R,y R/"; de estos dos valores de e, el mayor serd el que
se adopte, y serd el espesor que se dara 4 la placa en el

3px®

punto M.
Los citados valores son:
T
. 2 Fi— fcosta
a) e = L cos a da=
Ry, 0 1/ re2 — x?cos?a
y
b) 3pxz cos® a da
'l/ 7 xcosta

Las expresiones subintegrales son del tipo de las funcio- .

nes elipticas, que para integrarlas hay que acudir al des-
arrollo en serie.

Efectuando el desarrollo, integrando y reduciendo, re-
sulta: ‘
Snx®

N p o x? 3naB x*
a' RC—— G i & - — —_
) ¢ R, [ + 3 167 + or® 643 +
x8 1057 x7 ]
- Trt 204878 1 T
3nx? 157t

) x> [ = . 175mx8

)= iry [Tr T2 T w6 T a0er +]

Vamos & representar graficamente estas dos ecuaciones,
que son las leyes de variacion de los espesores, en funcién
de las coordenadas x de los diferentes puntos con respecto
al centro.

Las dos ecuaciones estan representadas respectivamente
por las curvas A BCy EOF.

La ordenada O B, que es el maximo espesor que debe
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darse 4 la placa, se obtiene haciendo x = o en la ecua-
cién a) y su valor exacto es:

2 .

et — 2 dedondee = r £

R R
El valor PA = Q C del espesor en los bordes, podria-
mos hallarlo haciendo x = r en a'); pero de este modo ten-
drfamos un valor aproximado, puesto que es un desarrollo

3
A 1 —C
- E I‘\-—-‘___* |' "
P o Q
Fig. 2.2

en serie; sin embargo, podemos hallar el valor exacto ha-
ciendo x = r en a), pues entonces se puede integrar en for-
ma finita.

En efecto:
d N
p 2 cosa — cost a rp
2 TP OS2 C0S % da — 2 cos® = —
e B f p— a 7 1.2 cos
R :
T
cos® a 2 rp
— — —cosa| = (— — 1. 2)
0 sea

El valor PE = Q F del espesor en los bordes, para que
en virtud de la ecuacién b’) esté la™placa en buenas condicio-
nes, tambien puede hallarse exactamente sin hacer uso de
la serie; pues en efecto: al estar sucesivamente la placa
apoyada en los elementos ds y con la carga pr’de, el esfuer-

2

z0 cortante en estos apoyos serd , luego la reaccion

3preda

2
molecular por este concepto es “orean” ¥ como ha de ser

igual 4 la carga préctica R,'’, el espesor en los bordes debe

o que es el valor de la ordenada PE —= QF.

éAH\/—R\/(% 1.2),;_

se puede comprobar que P A es mucho mayor que PE, y,
por tanto, todas las ordenadas de la curva A B Cson ma-
yores que lasde £ O F.

Esta tltima curva no tiene, pues, objeto; lo que nos
dice que las maximas cargas de trabajo son producidas por
flexion y no por esfuerzo cortante.

Resumiendo podemos decir:

Que en una placa circular de radio » apoyada en su con-
torno y con una carga de p kilogramos por metro cuadrado,
la ley de variacién de los espesores estd dada por la ecua-
cién a'). El maximo espesor debe corresponder al centro y
el minimo 4 los bordes, siendo los valores exactos de estos

espesores respectivamente:

SEr ——‘*
er: e iR

Viendo Ios valores

3pr
4R//

PE =

M




e, = \7’?\/;7 (% 1 2) — 0,806 r\/—%

Ya se ve que la ley de variacién de los espesores es
muy lenta.

@

PLACA CIRCULAR EMPOTRADA EN SU BORDE Y CON CARGA
UNIFORME

Dada la manera de descomponer la carga y elementos
de apoyo que se ha adoptado en el caso de la placa apoya-
da, si se plantea la ecuacién de la deformacion después de
integrada, resulta un espesor infinito en los bordes. Esto
es natural: pues como el momento de empotramiento es in-
finitamente pequefio de primer orden (por serlo el momento
flector) y la seccién de empotramiento también es infinita—
mente pequefia del mismo orden (pues es erde), resultard
que la carga de trabajo sera finita para cada uno de los ele-
mentos de carga, luego la suma de esas reacciones, que es
la integral entre 0 y =, resultard infinita.

Para resolver el problema en este caso supondré, como
ocurre en la realidad, que el empotramiento no se realiza
en la linea del borde, sino en una zona plana. Entonces el
momento de empotramiento es como antes, pero la seccién
resistente no es la mﬁmtamente pequefa reafa sino la fini-
ta A B.

Fig.3.*

El radio exterior de la placa puede ser arbitrario, aunque
su magnitud debe exceder al » en una cantidad lo suficiente
para realizar el empotramiento.

Llamando dr el momento de empotramiento, se tendrd

de . e’ — T
di::M—i—dpn como 1:—6—1/r”—x’"
E&® d?*z 3 — x 1
e = dp ———

6 dx™* 6 1/717. + ’1/ P

i

d. x' 2 —
(«) Ee ?j— = pda (raarc sen —- + - Ve —x" 4

1/ r't — x’”)—i—GdMarcsen —r{;—l—C.

Como para x' =0y x' = res

I

dz
— == ¢ se tendra
dx .

2r’3

C=—

pas y dM—-—pdG<i——2§:>

En un punto cualquiera de la placa que diste x del cen-

tro, la reaccién molecular proyectada en la direccién de la’

resultante sera:
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pdx , . - s 9175
—— (r’ — x% cos® z} — pda (—— - —_)
6 6 itk 4
dt = T - COS a ==
ra Vo — x2cos?a
273 A5 cos? o
I - 6
= 1 y p cosada
3 e v 42 cos? a

La ley de variacién de los espesores se sacard despejan-
do e en esta ecuacién después de integrada; pero los espe-
sores que mds interesan son en el ceniro y en los bordes.

Para el primero tenemos:

273 d bl ‘
— pcosada , )
*% 4 2’- 2 & 4rlg
dt = ————j t=2 ]: Cosfldaz-—-ﬂ;
— & 3ne? Ine®
3 o
espesor en el centro:
e=2r\/ 2 3)
3nR
Para los bordes: 7
2’3 73 c0s o
pda ( 9% o 6 )
dt = & cos a,
3V r*—ricosta
_ Artp f cos a da __costada
3net Vi~ Fcosta 72— ricosta

Estas integrales hay que hacerlas por desarrollo en serie
( T 3r’z + 5 5r"‘ ) o

r"p 3 = P 35 =
e (2.4 > T zas 2 T >
Ya hemos dicho que entre los radios r y 7’ se puede dar
una relacién arbitraria, con tal que esa zona sea capaz de
verificar el empotramiento. Para llegar 4 una férmula que dé
explicitamente el valor de e, ejecutando las operaciones,
pondré, por ejemplo, la relacién v’ — r =

42
i

3me? 7r’6

—-, que en gene-

ral, serd suficiente para que el empotramiento tenga lugar.
De este modo, verificando las operaciones indicadas:

t:

Prescindiendo del signo que para nada afecta, el espesor
en los bordes debera ser:

4 , e=037r\/ 2
o Vz

Comparando el espesor en el centro, con el de los bor-
des, se ve que el primero es mayor que el segundo, al con-
trario de lo que ocurre en las vigas, en las que la mayor sec-
cion corresponde al empotramiento. Por tanto, cuando se
quiera calcular una placa de espesor constante, empofrada,
la f6rmula que habrd de aplicarse es la (3).

PLACA CIRCULAR APOYADA EN SU BORDE Y SOMETIDA
A UNA FUERZA AISLADA EN EL CENTRO

Siendo 7 el radio y F la fuerza, supondré, como antes,
que los elementos de apoyo son sucesivamente los elemen-
tos ds del contorno.
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La fuerza F la descompondremos en fuerzas infinitesima-
les dF proporcionales 4 los sectores cuyo arco es ds en la
forma siguiente:’

F_— % 4e donde dF —

Fda
e *da ’

El momento flector en un punto de coordenada x, sera:

Fda

M———2

(r — x cos =)

y la reaccidn molecular diferencial proyectada en la direc-
cion de la resultante:

Fda :
o (r — xcosa) 3Fda (r — x cos a) cos a

IR VAT RPN
3 1/ 72— x2cos®a

Como para el punto x que se considera, la carga de tra-
bajo ha de ser igual al coeficiente de resistencia R, resul-
tara:

dt =

. 2net Vr=xcosta

k1

3F r—xcosa
R=-— ——————— c0Ss « d=
net o l/ rP— xcosta
De donde
T
3F 2 r—Xxcosa
e = COS a dz.

Vr2

El espesor en el centro se obtendra de

x2¢0s? a

T

3F [Tz 3F
2 . —_ e
& =% ) COS o dx == -yt
del cual resulta:
: 3F
(9) = R

Haciendo x = 7, tenemos:

x N
i ’ 21—
gg — 3F f _.l—c_oﬂ_ COSa dz femand
*R o sen a
5F 2 T
=% [l.sena ltg 5 COS.a}O =
T

3F , @ ?__ 3F .
= s [l. 2 cos 5 ——cos{lo = TR (1—1.2)

espesor en los bordes:

(6) =\/i2 VIZ12 = 0,555

Se observa, como propiedad interesante, que en una pla-
ca circular con carga aislada en su centro, el espesor que
debe darse en el centro y en los bordes es independiente del

radio y sélo depende de la fuerza y del coeficiente de resis-

tencia.

PLACA EMPOTRADA Y CON UNA FUERZA AISLADA
EN SU CENTRO

+ 34
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Integrando una vez esta ecuacién resulta:

Eé dz
6 dx’

(8) (r arc sen —- —}— \/r” x?) +

x!
-} arc sen - X dp+C,

= o0 para los valores X’ = o

dz
que con la condicién de ser —— "

y x' =1r', se obtiene:

o4y dH:i’fi(I.’._L)

C= 2w T

La reaccion diferencial maxima tendra por valor:

X 7 - X €Oos o
M4 3F = '

dt — T ¢ oS o da.
-'v— Vr~—rcos a

Integrada ésta, y poniendo en vez de £ la carga précti-
ca R, podremos sacar el valor de ¢, ley de variacién de los
espesores en funcién de x.

El espesor en el centro, que es el maximo que debe darse
4 la placa, es:

3F 6F
et =9 —_ .
) CQSa da =R’

o

de donde

6F
@) €= \/ R

El espesor en los bordes ya sabemos que- se obtiene
haciendo x = r en el valor de df.

Es necesario, como en el caso de carga umforme defi-
nir la zona 'de empotramiento, dando una relacién entre 7
y #'. Varia muy poco este valor del correspondiente al cen-
tro que hemos hallado, siendo menor que este tiltimo.

FLECHAS DE LAS PLACAS CIRCULARES

Vamos 4 determinar la flecha que toman estas placas en
sus distintas maneras de estar solicitada.

Integrando la ecuacién («) correspondiente al caso de
una placa empotrada con carga uniforme, tenemos:

Ee'z = (Fpde + 6dy) farc sen%:— dx' +

pda
4

[ x' \/r"’ x'? dx' +

4 2r' fmdx’ — 2r’3x”J + C,

6 lo que es lo mismo:

/3

Ee'z = pd= [ 4;!

x/ ———
(arc sen — 4V —x" > +

Iy

Trex’ Y r't— x®

X f e 2
- +[12Vr. X

2
iy r'*x’ pda + C,
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Determinando la constante (para x' = r', 2 = 0)_

3nplt
Ci = pda.
El valor de z para x’' = o es:
A rpde /4 3n
o FEF& (31: 16

Esta es la flecha infinitesimal correspondiente 4 cada
elemento de carga, luego el valor de la flecha efectiva es:

r 4 3
18 J— _._ﬂ (.__ — ._n_

T Fe \ 3 16/

rp

—0,5172

Cuando la placa esté apoyada en lugar de empotrada,
haciendo dx = 0 en la ecuacién ultima que da el valor
de z, y determinando la constante resulta;

C, =—r”pda(illﬁf —é—) '

y como ahora r' = r, el valor de la flecha sera:
(9) _ <_5l _ ﬂi)

Si se trata de una placa solicitada por una fuerza aislada,
partiremos de la ecuacion (6) é integrandola resulta:

= — 1,649 —

Eeé*z Fda r- x’
5 — T +-——~)arcsen——{—
x r —_— rx
T i P

Para valor de la constante, determinado como antes,

se tiene:
Fr'®da
C'=—

1 8

La ordenada diferencial en el centro es:

2 — 6Fr°dx <I 1 >
[ E& P 8

6Fr?

y la flecha

f=

(10 (— _ ~> — 0,484 2
Comparando este valor con el (8), se ve que para una
carga aislada, equivalente .4 otra uniforme, la flecha que
toma la placa es algo mds de doble.
En el caso de apoyo sin empotramiento, operando del
mismo modo que empleamos para deducir la (9), se obtie-
ne para valor de la flecha

e 3Fr~ (2_534;):

Como es natural, este valor es superior al anterior en
que existia empotramiento.

(11)

%
E

Hecho ya el estudio de la placa circular en sus diversos
modos de estar sometida 4 la accidn de fuerzas, vamos & tra-
tar de resolver el problema en el caso general, cualquiera
que sea la forma del contorno.

El procedimiento que se empleard es en todo wual al ex-
puesto anteriormente, en el caso de las placas circulares.

Siendo » = f (#) la ecuacién del contorno, referida al eje
polar pg que pasa por el centro de gravedad o, consideran-
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do como puntos de apoyo los sucesivos elementos diferen-
ciales, se hallara la reaccion X en A.

"El momento flector diferencial en un punto cualquiera M,
sera: '

M =X (r—r,cosa)— f

r

prdrda(r—rcos 2

fo €OS O

Fig. 4.%

De la ecuacion del contorno sacaremos el valor de la
cuerda C D, que sera:
CD=¢(r 0 a).
De modo que

M cos a Mcosa

dt =

a

1
? (ID(I'OG) e

¢ integrando ¢ _f
o

< ¢ ) e2
La ley de variacion de los espesores, sera:

6 " Mcosa

= — | —.
R, R @ (1, @)

La determinacion de la flecha y el espesor, en el caso de

~ estar la placa empotrada, cualquiera que sea su contorno, ya

se ve que puede hacerse de modo idéntico al expuesto en
las de forma circular sin mds que sustituir 4 la ecuacién de
la circunferencia, la de la curva que se considere.

PLACAS POLIGONALES

Cuando el contorno de la placaes de forma poligonal
cualquiera, el procedimiento 4 seguir es el indicado en el
caso general, pero cuando el poligono tiene dos 4 dos los
lados paralelos, resulta més sencillo, pues podremos con-
siderar como elementos de apoyo los pares de lados dia-
metralmente opuestos en lugar de la descomposicién infi~
nitesimal.

Haremos una aplicacién de esto 4 la placa de contorno
rectangular.

9\.& ——————— S . 2C
A BN 1 »
NN = = N
! RN ! L— > .7
i \ N o 7"4“|' -
S~y ¢
l \\'|,/" »
- - = __‘l'v/;.:\_,_._._. —TL——
<S5 PLTRIN
| e . ~
- { >
1 - . ~
. - ~
i - ) ~
P ; RN
Ry
E | F
'
)
Fig. 5.

Sea p la carga uniformemente extendida, y a, & los lados
del rectangulo. Consideraré, primero, el caso de estar apo-
yada en el contorno.
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Considerando la carga correspondiente a los espacios

triangulares OB Cy O E F con los lados de apoyo B Cy EF,
la reaccidén en estos es:

Y= p:b , y el momento flector en el punto arbitra-
rio A:
L
pab b 2
M= — (7—y)~j‘ px MN (y —y) dy'.
. Y
Pero
MN=2 E—_C‘ ’: 2[ly,
b
luego
L
pab b 2 2ay’
M == (7—-y)~f p = —=nd=
y
: b
N LRGSR S 2 I SRS A RN
’“4(2 y) b[’s_yQL“
ey
3 (8 b

La componente ¢, normal 4 M N, de la tensién en 4,
sera: ‘ : ~
pa y
3 ( o T>

ae?

p (b* — 8y%)

t = _ 4be‘2 .

1

o:l-—- OO]?;

Cuando se considere como elemento de carga, los corres-
pondientes 4 los lados CF y B E como apoyos, la tensién
sera:

p (@ — 8x)
4ae®

1, =

2

La carga de trabajo total en 4 serd, pues,

. 2 % ___ 4 (bS _ 8)’3)2
T_'vti +t2"" 4¢® V b* +

Por tanto, la superficie, ley de variacién de los espeso-
res en funcién de las coordenadas de los puntos esta repre-
sentada por la ecuacion:

(a8 — 823

a?

=8

. )] (a® — 8x%)2 +
[
4{R a? b®

Como puede verse, el espesor debe decrecer desde el
centro & los bordes, y el correspondiente al centro, que es

el mayor, sera:
P 4
€= — 7V a' - b
= Vet

(12)
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Estudiaremos ahora la placa rectangular empotrada.
Siendo 1 el momento de empotramiento en BC y hacien-
do la descomposicidén como antes, tenemos:

Aplicando la ecuacion de las deformaciones

1 : d2z a b® V
L pae 22 pe (22
12 dy* 3 ;) T
que integrada una vez-resulta:
dz pb? 12u P
4y~ \2EF T Eas )y — Ta V' +C

en la que imponiendo las condiciones de tangencia horizon-
tal en el centro y borde; € = o

_ pab*
L)
De modo que
(b 2y e
; 3 \58 ) 32 p(B®—32%7)
t R o 16be?
5 ae
Anilogamente
PR . Gl 3°x5)
T 16a¢®

Luego como 7T = \/ t? 417, sacando de ésta el valor

de e, se tendra:
(@ — 325502 (&5 — 32y
\/ at + »

que es la ley de variacién de los espesores.
El maximo debe corresponder & los vértices del rectan—~ -
gulo y su valor es:

(13)

. P
€= T6r

s 3p Y 1 1
e = T6R \/ at+ b

Para la determinacién de la flecha que resulta en la placa*f
empotrada por la accion de la carga p, se integrard otra vez .
la ecuacién diferencial y determinada la constante, el valor
de z para y = o0 es: ' '

. b
%y = T T3%0Ee
De modo anélogo
o 3pat
| % T T T30Ee
luego el valor de la flecha es: '
: BN SR
(14) f= S0ES (a* + 8%).

Si la placa estd simplemente apoyada no hay mds que
suponer p==0, y resulta: :

(15)

=~ s @+ 8,

160 Ees

que es seis veces mayor que el anterior.

A. PENA BOEUF.

Alumno de cuarto afio de la Escuela de Caminos.
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