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Algunas notas sobre las curvas
de las carreteras

Todo conductor de automévil, al wver llegar una
curva—se supone que marcha sobre carretera—, ha
de prepararse, e instintivamente se prepara, €i los
supuestos de que conoce su profesién y de que la des-
empefia correctamente, supuestos que con demasiada
frecuencia son falsos, a los efectos del cambio brusco
de curvatura del trazado y a los que se derivan de la
aparicién que ha de hacer fatalmente la fuerza cen-
trifuga tan pronto como el cambio de direccién se
inicie. Si nuestro personaje conoce el terreno que pisa,
veré llegar la curva con tranquilidad relativa, nunca
absoluta, y maniobrard con toda la correccién que
Je permitan las circunstancias del momento, para
entrar en ella, recorrerla y salir sin novedad y sin que
los viajeros pasen un mal rato; todo ello por aquello
de que la experiencia es madre de la ciencia.

Si el conductor no conoce la carretera que recorre,
cada curva de ésta constituird para &l un problema
que ha de resolver en segundos: bien, seguramente,
si es prudente, previsor, sereno y experto; regular,
con muchas probabilidades de mal, si le falta alguna
de estas cualidades. Desconoce en tal caso la calidad
de la curva, la visibilidad que hay en ella, si esta o
no peraltada y, en caso afirmativo, la forma en que
se ha establecido el peralte y la velocidad que ha ser-
vido de base para fijar su magnitud, asi como el es-
tado del pavimento. Para que las probabilidades de
resolver el problema satisfactoriamente sean muchas,
el conductor procura recorrer uma curva de radio
variable, infinito en los puntos de entrada y de sa-
lida, que sittia en las alineaciones rectas correspon-
dientes, finito y minimo, claro que el mayor posible,
en el centro, y procura también que dicha curva esté
toda ella en la mitad de la carretera opuesta al vér-
tice del 4ngulo que forman aquéllas, por temor de
que la carretera no esté peraltada en la curva y con-
serve en ésta la seccién bombeada de las rectas.

Resulta de lo expuesto lo que todos tenemos bien
sabido; esto es, que la mayoria de las curvas de las
carreteras constituyen hoy dia zonas de gran peligro
para los que circulan por ellas, peatones, vehiculos de
traccién animal, caballerias, automéviles, .etc., y
que, por tanto, los ingenieros que las tienen a su
cargo han de preocuparse de establecerlas en forma
tal que el calificativo que antes les hemos dado no
tenga razén de ser en lo que ello sea posible en la
realidad, lo cual ocurrird cuando en todo accidente
automovilista pueda afirmarse sin vacilacién que la
culpa de él no la tuvo la carretera. Es de todo punto
evidente que ha de concurrir otra circunstancia, y
es la de que cada pafs establezca las curvas de sus

carreteras con una instruccién tnica, a la que se dé

una gran publicidad, a fin de que los automovilistas

sepan a qué atemerse en sus excursiones.

Veamos ahora cémo se han de proyectar, primero,
v construir, después, las curvas de las carreteras para
que al verlas llegar un conductor de automévil las
teciba con la misma tranquilidad que si fueran ali-
néaciones rectas, en lo que esto es posible.

Cuatro son los elementos de toda curva que han

de ser objeto de gran atencién por parte del inge-
niero. ‘
1. Ia curvatura.
1I. La seccién transversal.
II1I. El ancho.
I1V. La visibilidad.

I. La curvatura

Hasta hace pocos afios las alineaciones rectas de
todas las carreteras del mundo se enlazaban entre
of con curvas circulares cuyos radios tenfan, y tie-
nen, valores numéricos muy diferentes, desde unos
cuantos metros hasta centenares de éstos, y en algu-
nos casos, millares. En los puntos de tangencia de
unas y otras alineaciones, rectas y curvas, el radio
de curvatura del trazado pasa bruscamente de un
valor infinito a otro finito, o al revés, circunstancia
que no tuvo importancia alguna antes de que circu-
lasen automéviles por las carreteras; hoy dia la tiene,
y grande, muy especialmente si el valor del radio de
la curva es de los que exige imperiosamente el esta-
blecimiento de peralte, porque entonces se presenta
la cuestién relativa a la situacién del origen de éste,
que colocado en la recta o en la curva da lugar a una
solucién defectuosa, en el primer caso por estable-
cer peralte donde no es necesario, y en el segundo
por faltar donde debe existir.

Con objeto de que no sea brusco el transito de las
alineaciones rectas a las curvas, y viceversa, desde
hace algin tiempo, no mucho, se ha propuesto, y se
ha llevado a la practica también, la aplicacién en ca-
rreteras de los procedimientos que se emplean en
ferrocarriles para enlazar las alineaciones rectas con
las curvas circulares, con objeto de que el paso del
radio de curvatura infinito de las primeras al finito
de las segundas se haga de una manera gradual, me-
diante el establecimiento eutre unas y otras de
pardbolas ctibicas o de radioides, procedimientos
que con todo rigor y detalle se exponen en la obra
de M. Ieber Calculs de vaccordements paraboliques
dans les tracés de Chemins de fer.

Sobre la preferencia que procede conceder a di-
chas curvas dice aquel ilustre ingeniero lo que sigue:

«Es indiscutible que, por lo que se refiere a las apli-
caciones de cardcter practico, son admisibles, indis-
tintamente, las cuatro curvas, asi como que ha de
merecer la preferencia la que exija calculos mdés sen-
cillos y operaciones més fdciles sobre el terreno para
el trazado o replanteo.

»La ordenada de la radioide de abscisas se expresa
en funcién de la abscisa por medio de una formula
sencilla que contiene funciones elipticas de primera
y de segunda especie con argumento 900, para las
cuales Iegendre prepar6 una tabla.

yLa ecuacién de la radioide de cuerdas en coorde-
nadas polares es muy sencilla y corresponde a la
lemniscata de Bernouilli. Esta curva constituye la
mejor solucién que es posible imaginar, porque la
relacién entre el radio de curvatura y el vector es
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sencillisima y permite calcular rdpidamente las coor-
denadas polares, o las rectilineas, que corresponden
a un radio de curvatura dado. Con un teodolito cuyo
anteojo permita medir distancias se puede replan-
tear la lemniscata mencionada, con coordenadas po-
lares, con la mayor sencillez posible.

yLa ecuacién de la.radioide de arcos contiene la
longitud de este elemento, y como consecuencia de
ello, las expresiones de las coordenadas rectilineas
de un punto son integrales cosenopotenciales o seno-
potenciales. Aunque esta curva, desde el punto de
vista matemdtico, es la que mejor resuelve el pro-
blema, constituye la peor solucién del mismo por lo
complicadisimas que son las relaciones entre las
coordenadas de un punto y entre éstas y el radio
de curvatura.

»Las dos primeras radioides tienen relaciones com-
plicadas entre las coordenadas rectilineas de un pun-
to; por el contrario, es muy sencilla la que liga
éstas con el radio de curvatura. ILa radioide de cuer-
das tiene, ademds, la ventaja de que es una curva
muy conocida, cuyo trazado es sumamente sencillo;
merece la preferencia entre las radioides.

»I,a pardbola ctibica tiene una ecuacién muy sen-
cilla en coordenadas rectilineas y es muy complicada
la relacién entre éstas y el radio de curvatura, sin
que existan razones de gran peso para preferirla a
la radioide de cuerdas.»

Pablo Adam, ingemicro de Puentes y Calzadas,
publicé en el tomo X (1895) de los Anales de Puentes
y Calzadas un articulo cuyo objeto era, palabras
de su autor: :

¢.. demostrar que la lemniscata de Bernouilli es
de aplicacién tan sencilla, por lo nienos, como la
pardbola ctibica, en el caso frecuente de enlaces de
alineaciones rectas com curvas circulares, tanto en
lineas en comstruccién como en las construidas.n

En dicho articulo se calculan las férmulas necesa-
rias para establecer el enlace, y se acompafian las
tablas numéricas correspondientes para los dos casos
de radio o de centro conservado y para valores del
primero comprendidos entre 200 y 850 metros, de
metro en metro. También forma parte del articulo
la tabla para replantear la lemniscata

p =190/ sen 20

desde 0 = 0° hasta 0 = 3°.

Es de todo punto evidente que, en carreteras, por
lo menos, no existe razén alguna que se oponga a
que la curva que ha de enlazar dos alineaciones
rectas consecutivas tenga el radio de curvatura va-
riable en toda su longitud, desde un valor infinito
en cada uno de los puntos de tangencia hasta un valor
finito, y minimo en el punto correspondiente a la
bisectriz del d4ngulo que forman aquéllas. Asi, la en-
trada en las curvas, lo mismo que la salida de ellas,
se hard por los automéviles muy suavemente, y en

“su recorrido no se presentard la menor dificultad,
puesto que el peralte, caso de que sea necesario, tam-
bién serd variable, desde un valor cero en los dos
primeros puntos hasta un méximo en el tercero.

Lo expuesto constituye, sin duda alguna, el moti-
vo de que en varios paises, en alguno reglamentaria-
mente, se haya sustituido la circunferencia por la
lemniscata de Bernouilli para enlazar las alineacio-
nes rectas consecutivas de las carreteras; las propie-
dades de la segunda curva permiten que pueda tra-

zarse sobre el terreno con rapidez, muy sencilla-
mente y con gran precisién.

Aquella lemniscata es una curva tan conocida,
que nos limitaremos en este escrito a exponer sus
propiedades mds importantes en relacién con su apli-
cacién en las carreteras, sin demostrarlas, natural-
mente. Quien desee un conocimiento completo de ella
debe acudir a la obra de Gomes Teixeira sobre cur-
vas, v a la de Leber, antes mencionada.

Las secciones de la superficie de revolucién lla-
mada «toro» por planos paralelos a su eje y tangentes
interiormente, se denominan lemniscatas; se clasifi-
can en dos grupos, elipticas e hiperbdlicas, por ser
las primeras la podar de una elipse, ¥ las segundas,
la de una hipérbole; cuando ésta es equildtera, la
lemniscata coirespondiente es la de Bernouilli; las
ecuaciones de una y de otra son, respectivamente:

2

22— 2 =a?
(x4 ) = a¥(x* — ¥*)
En coordenadas polares, la de la segunda curva es:
Pp% = a? cos 20

y si el eje polar es la tangente a la curva en el punto
doble

Pt = a? sen 20

Esta dltima ecuacién es la que utilizaremos.
La lemniscata de Bernouilli tiene la forma dibu-
jada en la figura 1.3, en la que OF = a. El punto O

y

Fig. 1.

es doble con dos inflexiones y en él las tangentes
forman entre si el 4ngulo de 900, cuya bisectriz es OF.
Los puntos F y F’ son focos con coordenadas

(0; ~»%~) y tienen la propiedad de que el pro-
\/

ducto de las distancias a ellos de un punto de la

curva es constante e igual a %. TospuntosG, H,I, K,

en los que la tangente es horizontal, estin en la cir-
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cunferencia que con centro en O pasa por los focos;
sus coordenadas son:

x=i-}1~a]/§ y=i;1£a[/§

El 4ngulo V, figura 2.8, que forma la tangente con

../7"

Vig, 2.8

el radio vector es doble del que forma este tltimo
con el eje polar.

Tl valor del radio de curvatura, en coordenadas
polares, se calcula con la férmula siguiente: w

b p

R = 35en20= 3 sen V

a?
3p

I,a longitud del arco de lemniscata depende de una
integral eliptica de primera especie.

Mol e,
N0y

‘35"

Fig. 3.»

En la figura 3.2 se ha dibujado una de las ramas
de la lemniscata

p=150)sen 26 ;

la unldqd de longitud es el metro. Estdn acotadas en
esta unidad las magnitudes més interesantes de la
curva,

. Con lo expuesto hay mds que suficiente para en-
1ar en la explicacién del procedimiento para emplear

la lemniscata en el enlace de las alineaciones rectas
de las carreteras. :
En la figura 4.2, 0,B es un arco de lemniscata

limitado por su centro O, y por un punto cual-
quiera B, 4,0,V A’ es la tangente en 0,; BCesla
tangente en B; VBB’ es la normal, y O,B el radio
vector; con relaciéon a VB’ se ha dibujado el arco
simétrico del O0,B, que tienc en 0, su centro y
cuyas tangente y normal en B son, respectivamente,
la prolongacion de CB y la recta V B'; ésta es, ade-
més, la bisectriz del dngulo A,V4,; la del suple-
mentario 4'V A4, es V B'. Entre los dngulos marcados

A

£

Fig. 4.*

en la figura existen las relaciones acotadas, facilisimo
de comprobar; de la misma figura se deduce

0=

=R

sen B = sen(()()" - -%—)

&

sen O,BV =sen 0;BB’ =sen (90° — 20) = sen (90° - g)

e e s a1 13 41 3 -
0\B=p=a]/sen 20 =a scni;—

- o __ %
sen (00 3)

VO, = p o
sen (90°——— —z—)
: (1]
sen %
VBB

o &
sen (90 2)

Estas férmulas, con muy ligeras explicaciones, cons-
tituyen el predmbulo de las instrucciones redactadas
para el servicio de carreteras del Gobierno de Egipto
y del Municipio de El Cairo por el ingeniero F. G. Ro-
yal-Dawson, profesor de Ferrocarriles y de Carre-
teras en la Escuela Real de Ingenieros de dicha
capital.

Sirven, ademds, aquellas férmulas para resolver el
problema inverso: dadas dos alineaciones rectas,
A,V y Vd,, cuyo vértice es V' v cuyo dngulo es «,
determinar las longitudes VO, y VB con las que
se sitdan el origen vy el extremo del arco de lemnis-
cata que ha de constituir la mitad de la curva de
enlace de aquellas alineaciones; la’ otra mitad es el
arco simétrico con relacion a la bisectriz VBB’
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El valor numérico de ld constante a depende de las
circunstancias que presidan el trazado de la carretera.

De aqui en adelante a. las magnitudes andlogas
a VO, las denominaremos tangentes, y a las que lo
sean a V B, bisectrices..

Veamos ahora el procedimiento préactico para pro-
yectar, trazar y replantear la lemmniscata de Ber-
nouilli.

a) Al estudiar el trazado en el campo.—Sefialados
los vértices y medidos los angulos de las alineaciones,
la configuracién del terreno y el espiritu que presida
el trazado indicardn las magnitudes que, entre cier-
tos limites, habran de tener las tangentes y la bisec-
triz en cada uno de aquéllos, y en vista de ellos se
elegird la lemniscata que por el valor numérico de la
constante a y con aplicacién de las férmulas [1] re-
suelva la cuestién, trabajo que necesariamente ha de
hacerse con auxilio de tablas o de graficos, a fin de
que en él se empleen muy pocos minutos. Con tal
objeto hemos preparado la tabla, que llamamos I,
de la que se incluye a continuacién su principio, en
la que el 4ngulo de las alineaciones, en grados sexage-
simales, constituye su dnica entrada; en la tabla
estan la tangente y la bisectriz correspondientes a
ngulos de un ndmero entero de grados, entre 10
y 1200, de la lemniscata

P =100 |/"scn"2>0 '

TABLA 1
Angulo Angulo
111(!;(_:\‘:0 Tangente Biscetriz algfe‘l\‘:o Tangente Biveetriz
nes — - nes — —
« | oM N M M
1° 5,30 0,22 28° 40,95 3,37
2° 10,31 0,06 1 29° 41,72 3,56
3¢ 13,22 0,12 hle° 57,29 8,87
4 | 1522 0,18 520 | 57,97 \ 9,17
26° 39,39 3,01 53° 58,66 9,45
27° 40,17 3,19 54° 59,34 | 9,75

Se ha elegido la constante 100 para que la tabla
pueda servir para las curvas en las que dicha cons-
tante sea un multiplo o un divisor sencillo de 100,
puesto que los valores de las tangentes y de la bisec-
triz son directamente proporcionales a la constante.

§i ademas de los puntos extremos y central de la’

curva conviniera sefialar algin punto intermedio en-
tre ellos, se recurriria a la tabla IT, de la que mas
adelante se tratard. v

b) En ¢l gabinete.—El dibujo de la lemniscata
en el papel por el procedimiento de trazar radios
vectores v llevar sobre ellos las magnitudes que les
correspondan es largo, lo mismo que el de abscisas
y ordenadas; es mas breve emplear plantillas, sin
que por ello se pierda nada en precisiéon. Un ntimero
relativamente pequefio de ellas serd suficiente para
jas necesidades corrientés.

¢) Replanteo de la lemniscata al construir la carre-
tera.—Puede hacerse con coordenadas polares o con
las rectilineas; se ha dado preferencia a las primeras
porque con ellas el procedimiento que ha de em-
plearse es muy rapido y muy preciso, mucho mas
que el que exigen las segundas. Para su aplicacion
expedita se ha preparado la tabla II, aplicable di-
rectamente a la lemniscata de constante 100 metros,
y mediante operaciones aritméticas sencillisimas a

melros
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las que tengan constantes cuyo valor numérico sea
un mdltiplo o un divisor sencillo de 100, por ser pro-
porcionales a la constante & las magnitudes que en
aquélla se consignan. ‘

Los 4ngulos que figuran en la segunda columna
corresponden a radios vectores que miden un nuimero
entero de metros; empiezan en 0° y terminan en
200 = 120/6; su ley de variacién es la necesaria para
que las longitudes de las cuerdas sean, aproximada-
mente, cinco metros. En la tabla estan también estas
longitudes, sus sumas a partir del origen, el radin
de curvatura en cada punto y lo que convencional-
mente llamaremos radio medio en el arco limitado
por el origen y por cada uno de los puntos de la
tabla.

TABLA 1I

PUNTOSDELA CURVA || CURRDAR _” RADIOS DE_CURVATORA

N\'u(!]lccro‘f\ngul_(lpolar I;‘;;iﬂi: La;‘gi' Sumas L];‘u::ga Mcdio
orden 0 l ;‘; h’;’ 7 ___A—'I' 7 Y, ,
0
5
1 4’ 15" 5 5 666,67 666,67
5
2 17/ 10 \ 10 333,33 500
5
3 38’ 15" 15 | 15 222,22 407,41
15 16° 36/ 74 | 76,43 45,05 145,84
4,96
16 18° 44’ 78 81,39 42,74 139,556
3,46
17 \ 20° \ 81 “ 84,85 | 41,15 | 135,54

Para replant:ar la lemniscata sobre el terreno se
hace estacién con un teodolito en el origen de la

/
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Grifico |

curva, tangente de entrada o de salida; con el anteojo
y con una mira se sefialan sucesivamente las direc-
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ciones consignadas en la tabla II, situando la se-
gunda a la distancia que le corresponda en cada una
de aquéllas, Se facilitaria extraordinariamente el re-
planteo de la curva con un teodolito cuyo limbo
horizontal no estuviera dividido en la forma corrien-
te, sino que a uno y otro lado de una linea de fe
tuviera diez y siete rayas que correspondieran a los
4ngulos de la tabla y marcadas con los niimeros de
orden que respectivamente tienen en ella.

Si las alineaciones rectas forman é4ngulos que no
estdn medidos por un ntémero entero de grados,
pueden obtenerse los correspondientes valores de la
tangente y de la bisectriz por el célculo directo o
por medio de un grafico que hemos preparado en
escala bastante grande, reproducido a continuacién
en escala muy pequefia, lo que es suficiente en la
mayoria de los casos (grafico I).

Para replantear puntos de la lemniscata corres-
pondientes a 4ngulos vectoriales que no estén en la
tabla, se hace el caleulo directo de sus elementos,
o se recurre al grafico II, que es una reproduccién
del que hemos dibujado en escala muy grande.

En la figura 5.2 se ha dibujado un enlace con lem-
niscata de dos alineaciones rectas que forman entre
s el dngulo 1200, A,V v VA, son las aristas exterio-
res del paseo, también exterior, en la curva de la
carretera. En 1la tabla I encontrarfamos los valores

Hetros

S

Helras

Rodros de curveturd

L 700

Rodtos veclores

P: 700Vsen £ 6

Grifico 1

de la tangente y de la bisectriz, que para la lemnis-
cata @ = 50 m, son, respectivamente, 61,41y 27,42 m,
Con estos elementos y con la plantilla correspondien-
te se han dibujado los arcos de la curva T, B y T,B.

Para dibujar la arista exterior del paseo interior,
en la curva, se traslada paralelamente a si misma,

! \"‘%y\
e

|
1
|
'
3
i
i
'
|
\
|
'
'
'
|
1
|
'
1
|
'
'
|
i
|
|
1

i
|
S
TR Py
'\ l e & = §F'FS
f\\ ‘-: 50; sen, 260
I~
i T, 0§ 4o 15 20 2Wm
! el L L " )
|
<‘.€'.!F9..,
i
i
i
Al I A,
Fig. 5.*

y en direccién de la bisectriz, la lemniscata antes
dibujada; la magnitud de este traslado es

’ T 8 8
T,T, = BB’ = TyTy = 180° —« _ wen 30°
sen SR
2
8
=035 = 16 m

Con esta manera de proceder se obtiene automé4-
ticamente el sobreancho variable en la zona de la
curva, creciente desde los puntos de tangencia hacia
el de la bisectriz, v no hay pretexto para circular
por la mano contraria, por ser idénticos los radios
interior y exterior, en el supuesto, naturalmente, de
que el pavimento de la curva no tenga bombeo,
de que sea una superficie reglada con inclinacién ha-
cia el interior de la misma. ‘

De lo dicho en los parrafos que anteceden se llega
a la conclusién de que las alineaciones rectas conse-
cutivas de las carreteras deben enlazarse con lemnis-
catas de Bernouilli, sin combinacién con ninguna
otra curva circular, excepto cuando los radios de és-
tas puedan ser muy grandes y muy pequefio el angulo
de las alineaciones.

B. OLIVER Y ROMAN
Ingeniero de Caminos




