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Teoria del arco’

1X

Dircctriz: pardbola de segundo grado.

Variacién de la inercia: proyeccidon constante so-
bre el plano vertical

Iiste caso lo consideran casi todos los autores. Voy
a seguir especialmente a Magnell, que lo expone de
un modo completo en su obra Pratique du Calcul du
Béton Armeé

Justificacion de la soluciin

Il aator parte de una pieza prismatica curva de
directriz parabolica, con sustentacion isosttica, y la
considera cargada uniformemente a razon de p kg
por unidad de longitud, segtin la cuerda. T,0s mo-
mentos flectores seguirdn ley parabdlica, como en
las ])iezas prismilticas rectas, con un valor mixi-

Lamhlan(lo la supluuaci(’)n de modo a introducir
un empuje /o, aparecerin momentos flectores repar-

Y
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/1 X

Fig. 1. Justificacion del arco parabdlico

tidos segtin ley también parabolica, con valor ma-
ximo I]of [istos se combinaran, por resta, con los an-
teriores, verificindose si

pL?

y L!
Hyf = L2 T

-, O sea.
3!

H, =

que la resultante de ambos es nula; es decir, que des-
aparecen los momentos flectores,

Por consiguiente, en el arco empotrado, siempre
que sea admisible plescmdlr del efecto de las com-
presiones longitudinales v de los esfuerzos tangen-
ciales, se verificard que la directriz parabolica es an-
tifunicular de las cargas uniformemente 1epa1t1d’19
por unidad de luz.

La ecuacion referida a los ejes que pasan por los
arranques y por la clave es

/11-—-1(,{)2}

° (e o<.Lubxe, |).1fr|n.\ 413
Pratique du Calcul (/// Béton Armé, tercera parte, Du-
nod, 1930.

1 Véase el nimero de 1
?

Calewdo del arco

Magnell utiliza el teorema de Castigliano, consi-
derando el arco partido en dos mitades por la clave
(procedimiento de isostatismo ¢ del articulo ante-
rior), llegando en el caso general, de tener en cuenta

Vig. 2.

Notacién

los efectos del momento flector, esfuerso tangencial
v compresion longitudinal, a los siguientes valores
de los elementos de cilculo en clave correspondien-
tes a la fuerza unidad situada en la seccion a4

_9 -;)“ L (‘) T 7C] R ML

7qm= L : e
; 9
14 Gdba? - -'-“i/
I A\l e h v
L ["‘ ("f/:) "1| "“‘"‘H '/,) =1 ]
Yo 5 o T
1 .»..—41.{’. A 1566

. . 4
M= [;E-:.}f'« — % (:—}— - 1) -‘ L

en las que . IR

o . .2
a = .‘!__v. y h = _I_-..

7 77 (r — radio de giro en clave)
L P

Despreciando los términos en b del numerador y
denominador de la expresion de T, y los del nume-
rador de la de N,, ohhenc estas otras:

7 ;_‘, o {,_3_ e AR |)am\<0
R 2 S\Z] T2 | —parav >0

. - Y 2
N 0 = '“[8‘/ {4 ( [*) —— 1]
Noa 1 » \?
Ao o= ] e [ Sl /,
o[ = e

siendo
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dibn de I\ se mdwm en ]'1 tabla I, para secciones a

las décimas partes de la luz. La determinacién de K
se realiza muy rapidamente mediante el abaco lineal
adjunto, entrando con los valores de a y b.



REVISTA DE OBRAS PUBLICAS

458

10000b

T -
m H
BE auR =
H—.h . Ll 1T 1 .\lll\li.\ Z =
=0, I_ll\ll.ll-l = - i < —_
=t i
- - i | ‘ )
‘II“.“-I‘ T | ) ”
t LT ”
- *
T HHH HERSS anl )
L] \1\!\1JJ‘
gans - ‘
Nu TP . mEme L1441 H
. il " “
Il-l‘l‘l“l‘.“. y T 5 | | s
EEmS ==y : | | . " |
i H HH - I H - N ; ¢
BESSEECs . . = o1 : w 2 :
“‘.“.‘] I‘.“.“]]“ “‘l“‘ ” < = ./\ m : ” 2 H
- : =i N v =
ittt 1" H e : ; = :
5 —l BEEEES L oot i ¢ = M - : = .
1] S\, EEEE= ! £ ‘ - H [ i -
fifis L] \.\.\\.ll|1\ { i { - i - H o
|l \ll!l!l‘.‘ ! H H - 1 +
= T 1 | | u |
= |\.l.(|\_.\|\ - --— - i ” i -
T — i H !
= | LT : | | | v N
AREnSE mm=—— [ BN = { e : - _ :
o = | 41 -~ = H 2! : : m :
- 1 3 ] = | . | ”
== TP T = I | = | , : |
{11 - }oep==t1 haad — I3 — i B B i o :
- Illk““\l . = - : : : ‘N’— :
| | 3 =
== pEsssoS , | m =i : .. S .
L1411 s t—T"1 l\:\‘\.\\ M w | | .” ' | - , .
J L AT — m w “ “ |
i ““ - i T | i .
i aili 11 i T | -
il gas 3 ‘.‘.ll‘l\.‘.‘!l " — L
T m | | o
T i = H .
= , : |
‘1“\“\1‘ - ———t} B = ~ = | |
T B , 5| | . | |
S AT 4 ~ = : (g i : 3 :
=4 JERE= el - L 11 = = m =i< | : | - .
= g = = ;i —i< ; : | =z .
L H aes EnSERTS o =i : ” = :
EEEE=— L 1A S . | : = : M = :
_ m ~11] bt \\\.\\.\\ LA . ~ . ‘ | - |
n ‘l\“l\“ H t - 1 — .
- L L L4~ - i i - H H -
e LT [ 4 | . | | ,
L - ] ‘l‘““l \ _— H i H
N = i . u |
i il T = H : i :
| S AT LT < ~ = i =i : : w |
gramzss VLT = = P 3 i - m | :
BEBE S | L 171 - : = i S e m : u = | ..
T s ; = = i =i : . z
T/ - FagERE== 7 i = ; : ; Z i
117 L L7 : “ _ = i . : = :
LT | LT LT ‘al»ll\‘ . H | ] _ .
BEBY 29 A LT [P : . : " | .
.\\l\.l\ .\.\\\\\ e W1 H o i B -
L+ L 111 \“ \\\lﬂ\ =" , | | | .
41T At et 11 i | | | |
- &y = . u
T il : »
m ma—c Y] L1712 1 = = : “
gt \ P ] - z l | c
I“‘ - \\“l‘. 11 - 1 ‘.\.\ = = = m v |
A B oy - L LT A L1 A L - = o . | : |
-t ] BEEgPry L1 1 2/ . :
1] am=g |- = . :
ER= | A1 L4 | 1 | i _ . i .
LT LA LT A . ~ | - |
o A== L=< s . :
e s i o . |
n |1 ] _ .
{11 L3 4 > i ).
L4+ o iP% \\\\\ P m » sl | . |
, | _
4 | ‘ .
L1 i ” | | |
[ a1 A ] : | |
- 1 - | |
4 ] | |
P T L~ # |
L pezd . | .,..
0. e g . u
e 1 7 A 1
- o | ..
P \\ c M 5 ‘ _ - . _
. ] : .
\ / , e} : { = i i
\ | < B YN
e pd - i by m .
A 3 v " ) |
: ; ; -1
| ; | ” _H
J # ; 2
[ n ﬁ M :
" : =
| | n
i
| ~ | —ies
0.3 1 | o | 4
. {
L3 2 ) - | =
= i
; : u T~ H 3
i =
i

Abaco y cuadro
de Magnell para
cl cileulo de arcos
s muy rebajados
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En el caso «e arcos cuyo rebajamiento sea supe-
rior a 0,1 puede prescindirse de los esfuerzos tan-
genciales, y entonces las formulas se reducen a

oo VN B L L parae T 0

T “( B R Bl | — para . 0
, 15 Ly A\ 2

No = [ ‘_4 (/) - l']

1 x| RO R
M, = —— 1 80 {~-= ] — T79t-=] 32— —
YR PEL SENES BERER

De ellas se deducen ficilmente * las expresiones de
las lineas de influencia de M, N y T en cualquier
seccion, teniendo en cuenta las formulas de trans-
formacion:

v Ry
T= Ty cosa— Ny sena - X, /7cos o
v v
N="7T,sena - .V, cosa -- X /sen o

M=,k tox — No(f— v') 4 SEF0 = )

Sustituyendo valores en estas formulas, deduce el
autor las ordenadas de las lineas de influencia de M,
N y T para las secciones a décimas partes de la luz
y para distintos rebajamientos, que resunio en las
tablas 11 a VIT® Ios valores de 44 no dependen del
rebajamiento mientras éste sea superior a 0,10, por
lo que sdlo figura una curva en el diagrama corres-
pondiente.

Para estudiar el efecto de una sobrecarga wvertical
uniforme méwil reline el autor los tres cuadros que
reproducimos (cuadros ntimeros 3, 4 y 5), correspon-
diendo: el ntimero 3, a los valores maximos de la
compresion longitudinal en las distintas secciones del

tre si) que ocupa la sobrecarga; éstos varian con el
rebajamiento vy con el signo de los anteriores; por
tltimo, el niim, 5 da los valores maximos del es-
fuerzo tangencial, que son también positivos o nega-
tivos, seglin la region ocupada por la sobrecarga.

CUADRO NUM. 1

Valores de sen «

e A VA o o
SECCION |- = 0,1 = 0,2 e 0,3 = 0,4 —;-(-- = 0,9
0 0 0 0 Y 0
0,17, 0,080 0,158 0,233 0,300 0,371
0,2/, 0,158 0,305 0,433 0,639 0,624
0,37, 0,233 0,433 0,785 0,693 0,768
047 0,305 0,539 0,693 0,787 0,348
0,57, 0,371 0,625 0,768 0,848 0,900
CUADRO NUM, 2
Valores de cos o

/0 1o Ya Ya o
SECCION | —m = 0,1 o 0,2 = 0,3 = 0,4 —;»; == 0,H

0 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
017 0,997 0,987 0,972 0,952 0,928
027 0,087 0,952 0,902 0,842 0,781
034 0,972 0,902 0,812 1,722 0,640
0,47, 0,952 0,842 0,722 1,615 (1,530
0,0/, 0,928 0,781 0,640 (1,330 0,448

CUADRO NUM, 3

Falores mdximos e N para sohrecarga vertical wniforme minil

arco (tienen lugar cuando la sobrecarga ocupa toda P ” B " )
la luz); el nim. 4, a los valores maximos del mo-  skccion =01 =025 = 03— =0 _j_a___o’i—,
mento flector en las mismas secciones, con los de la ‘ ~ ~
compresion longitudinal correspondiente ; aquéllos son
inclep_endientes‘del rel)ajz}miento, siendo positivos o 0 1,250 0,625 0,417 0,313 0,250
negativos, segtn las regiones (complementarias en- 0,1/, 1,252 0,632 0,428 0,328 0,269
027, 1,266 | 0,655 | 0,461 0,370 | 0,320
0,37 1,283 0,694 0,714 0,484 0,391
1 Los cuadros nimero 1y ndmero 2, facilitan esta labor, 0,4/ 1,310 0,742 0,077 0,506 0,470
* Por falta de espacio se¢ han dejaclo para ¢l articulo prd- 0,h.L 1,344 0,801 0,651 0,590 0,563
ximo,
CUADRO NUM. 4
Valores mdximos de M con Loy corvespondientes a N para sobrecarga vertical uniforme mduvil
NV CORRESPONDIENTE
SECCION MOMANIMO /,‘ A I A . b
e 2 e =02 e =2 O e = (1 = (.5
y (18] 7 0,2 7 0,3 7 0,4 7 0,5
0 4 00033722 0,655, 0,328/, 0,218/ 0,161/ 0,131pL
- 0,00537 0,695 0,297 0,108 0,149 0,119
017 0,00706 0,625 0,314 0,220 0,173 ;145
e — 0,00706 0,627 0,313 0,208 0,155 0,124
0oL 0,00928 0,778 0,404 0,285 0,230 0,200
"= —0,00928 0,488 0,251 0,176 0,140 0,120
041 0,00731 0,961 0,506 0,363 0207 0,261
i - 0,00731 0,322 0,188 0,151 0,137 0,130
0] 0,00416 0,703 0,418 0,339 0,306 0,290
v — 0,00416 0,605 0,324 0,238 0,200 0,180
051 ; 0,01724 0,407 0,37 0,353 0,349 0,350
et — 0,01724 0,847 0,428 0,208 0,241 0.213
|
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CUADRO NUM. b

Valores mdximos de T para sobrecarga vertical uniforme movil

; ” r , /" . a ‘ a -

SECCION e 0,1 =02 =03 % =0 - =0

0 ; A D02, l 45 0,005 7. =iz 0,095/, } <= 0 0ap 1. 42 009547,
0,17, LA 0084 b 0,083 a: 0,082 | 0,080 = 0,078
0,2/, L0068 4= 0,066 42 0,062 P 0,058 == 0,054
0,37 P 0079 4 0,078 == 0,166 2= 0,058 == 0,052
042 1 0019 - 0,105 A 0091 20077 == 0,066
0,5/, 0180 | 0,152 a 0,124 4: 0,108 == 0,088

I.os efectos dehidos a una wariacion de tempera-
fura t son:

RGOV
/= - 15
. 156/, at
A ”n == = e ~2_/"
10 ol
A.ll,, == - <,."‘;I_/;‘_.......<

\
v

El centro eldstico se encuentra a - . de clave,

T.os efectos del desplazamiento de un apovo inte-
grado de los tres elementales Al Awr vy Aa, son:

12021, | 1.
" = ---”7"3--" (T Ay — A?V)
4H Ll (2
e e = 2 AA
/7 el (3 FAu A/)
") "
.fl/,,_—_-{)i- | — ; /f/v/.;._/‘—[."«Aa

La curva de las indersccciones es una horizontal

r
a g sobre Ia clave, y las enwolventes, dos ramas de

"
t

-~ ) /
hipérbolas que se cortan en ¢l eje a T de clave,

T5l autor estudia, ademads, en el arco empotrado,
el efccto de fuerzas horizontales mediante lineas de
influencia; el caso particular de rebajamiento 0,2,
interyecciones

Linea de  /os

vt

Fig.3, Curvas de lasintersecciones y de las envolventes

el mas corriente en arcos de cubiertas, por me-
dio de las curvas de las M y las N correspondien-
tes a distintas posiciones de una fuerza vertical, ho-
rizontal y de una carga uniformemente repartida ho-
rizontal o verticalmente en diversas zonas a partir
de un extremo, También estudia con idéntico dete-
nimiento los arcos simétricos de dos y tres articula-
ciones. '

I3l autor advierte que pueden utilizarse las for-
mulas deducidas, y por consiguiente, los graficos co-
rrespondientes para los arcos cuya dircctriz sea in-
termedia entre la pardbola y ¢l arco de circunferen-
cia de la misma luz y flecha, con los siguientes mar-
genes de error:

a) la curva de 7', se obtendrd con un error in-
ferior al 1 por 100 de su ordenada maxima,

b) La curva de N, se obtendrd con un error in-
ferior al 1,5 por 100 de su ordenada maxima mien-
tras a no pase de 0,30.

¢) Las curvas de M. dan errores inferiores al 5
por 100 de su ordenada maxima mientras a sea in-
ferior a 0,15; el error no llegara al 10 por 100 si
a no pasa de 0,30.

Comparacién del arco vy la viga vecta

Magnell resuelve la cuestion que se plantea al con-
siderar el arco parabdlico uniformemente cargado
cuyo rehajamiento disminuye hasta hacerse cero,
convirtiéndose entonces en la viga recta. Como ordi-
nariamente se supone que para dicho arco no existe
sino una compresion longitudinal, cuyo valor crece
en sentido contrario «<el rebajamiento, debia csto se-
auir ocurriendo en el limite, que es precisamente lo
contrario de lo que la teoria elemental de las vigas
rectas establece. '

Pero ya hemos visto cue la nulidad de los momen-
tos flectores se obtiene tinicamente cuando se con-
sideran despreciables los efectos de N y 7', lo cual
s6lo es admisible para arcos peraltados, siendo de
todo punto erréneo para arcos de gran rebajamien-
to, Considerando tnicamente la compresion longi-
tudinal, podemos mirar el problema del siguiente
modo: al producirse acortamiento por compresion
longitudinal, el valor de ésta sufre una disminucion
proporcionada, y como la deformacion por compre-
sion es preponderante en el caso de arcos rebajados,
la reduccién correspondiente es cada vez mayor, y
aunque el valor aparente del empuje tiende hacia
infinito, su valor recal tiende hacia cero.

FEl estudio completo de este problema puede ha-
cerse facilmente mediante el dbaco de los valores de
K (el cual se ha deducido, como hemos visto, sin des-
preciar los efectos de N y 7)), obteniéndose los va-
lores del empuje en clave en funcidn del rebajamien-
to mediante la formula :

N, = L

48K
para arcos definidos por el radio de giro; es de-
cir, por .
Tos resultados aparecen en la figura 4, y puede
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observarse cue, excepto para el caso de b =0, el
enipuje tiene un maximo—que es tanto menor cuan-
to el arco es mas rigido—, a partir del cual dismi-
nuye, hasta anularse para a=0; es decir, la viga
recta. El caso de b=0 corresponderia a & = o,
es decir: arco que no se deforma por la accion de N
y T, sino s6lo por la accién de M, el cual no tiene
realidad fisica, pero puede tenerse en cuenta a partir
de un cierto rebajamiento, pues vemos en la figura
(ue, por encima del valor de a==0,10, las curvas se
concentran y el empuje tiende a ser independiente
de b, pudiendo admitirse el valor que resulta de la

) 9 10
o

Vig. 4. Comparacién del arco y la viga recta. Empujes

hipOtesis b =-0. Resalla claramente en la figura 4
el absurdo de llevar esta hipdtesis al calculo de los
arco rehajados, pues equivale a sustituir las curvas
marcadas correspondientes a los distintos valores de
b por la rama libre de la hipérbola b =0,

Vemos, pues, que no existe solucién de continui-
dad entre los arcos y la viga recta por lo ue se re-
fiere a los empujes; lo mismo ocurre en cuanto a los
momentos flectores, y asi, en la figura 5 se repre-
sentan los momentos flectores en clave para carga

015

<

0.10

0.05
B \%\\
e
00 001 7002 0.03 o.ol.

Pig. 5. Comparaclén del arcoy la viga recta. Momentos flectores en clave

uniforme en funcion de a y b, suponer que siempre
la pardbola cs antifunicular equivaldria a reempla-
zar todas las curvas de la serie por el eje de las or-
denadas, lo que es evidentemente absurdo.

_ Por consiguiente, quedan sentadas las dos conclu-
siones siguientes:

1" No existe solucion de continuidad entre la
teoria de los arcos y las vigas rectas.

2" Es absolutamente errdneo considerar que en
los arcos parabolicos rebajados sometidos a carga
uniformemente repartida no hay momentos flecto-
res; esto solo puede considerarse aproximadamente
vilido en el caso de arcos peraltados. Resulta verda-
deramente infantil el procedimiento seguido por al-
gunos de calcular cstos arcos como elementos some-
tidos a una compresion longitudinal, comprobindo-
los después a la flexién accidental que pudiera apa-
recer por pandeo.

Carlos FERNANDEZ CASADO
Ingenierode C,, C, y P.

Presente y porvenir de las electrificaciones
ferroviarias

En el interesantisimo libro titulado £l problema
de los ferrocarriles espaiioles, que se editd en mayo
del presente afio, sc trata, en las paginas 34 y 35,
el tema de las electrificaciones ferroviarias, hacién-
dose unas consideraciones someras, de caricter ge-
neral, sobre el porvenir de las electrificaciones, y
consignindose algunas cifras estadisticas sobre las
electrificaciones espafiolas y la comparacion que su
extension guarda con las de las clectrificaciones de los
principales paises curopeos.

Es lastima que en un libro tan profundamente do-
cumentado, y en el que con tanta minuciosidad se con-
signan datos estadisticos de los distintos aspectos de
la explotacion ferroviaria, se haya tratado tan a la

ligera la cucstion de las electrificaciones, que puede
afectar de modo importante a aquélla, Y decimos
que se ha tratado a la ligera, no s6lo porque tinica-
mente se hayan dedicado dos piginas a este tema,
sino porque las cifras que se dan no son exactas,
como tampoco son exactas las conclusiones que se
deducen respecto a la situacion actual de esta cues-
tion, Fste error en las cifras y en las apreciaciones
no podemos atribuirlo a otra cosa que a que el autor
o los autores no se han documentado debidamente
acerca de este extremo, y que, por una u otra causa,
no le han dedicado la atencién que le es dehida.
Como el libro que comentamos ha tenido una gran
difusion, v su aparicion ha tenido también cierta re-



