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Coleccién de puentes de altura estricta

12, Mitrono DE CROSS PARA EI, CALCULO DI ENTRA-
MADOS

Iin el caleulo de los porticos correspondientes a los
modelos de las series 111 y IV he utilizado el méto-
do de Cross, que resuelve de un modo elegantisimo
las ecuaciones del “slope-defiection” mediante la re-
particion de los momentos de cmpotraniiento per-
fecto.

Este método, que los norteamericanos consideran
como la “aportacion mis valiosa, durante los treinta
anos del siglo, al cilculo de Lstructuras, es de un
interés extraordinario para la resolucion de entrama-
dos; su perfeccion teorética es ejemplar, resultando
de una sencillez y naturalidad encantadoras, Como es
muy poco conocido en Espaila voy a dar una descrip-
cion, aclarada con ejemplos, exponiendo los detalles
del mecanismo de cilculo que la experiencia de su
aplicacion, durante dos afos, en diversos tipos de es-
tructuras me ha hecho seleccionar como mas eficaces.

Expuse en un articulo anterior ¢l desarrollo del
método ‘“‘slope-deflection”, y vimos se llegaba a un
sistema de ecuaciones lincales integrado por: ccua-
ciones de nudo (tantas como nudos), ecuaciones de
barra (doble del ntimero de barras) y ccuaciones
de continuidad (tantas como pisos), en las que figu-
raban los pares de empotramiento de todas las ba-
rras, los angulos de giro en los nudos y los despla-
zamientos de ¢éstos,

Podria interpretarse ¢l método de Cross como una
resolucion por aproximaciones sucesivas del sistema
de ecuaciones lineales; pero este punto de vista es ab-
solutamente licito para la teorfa de las Estructuras;
en cambio seria obligado para el matematico. Si ana-
lizamos cualquier método de calculo nos encontra-
mos con que en el fondo consiste esencialmente en
una serie de intuiciones del fenomeno fisico corres-
pondiente, aunque en apariencia ¢s un mecanismo
combinatorio puramente matematico. Al trasponer la
realidad fisica a la abstraccion matematica, las intui-
ciones se convierten en hipOtesis de partida, y en la
mayoria de los casos el proceso de cilculo se desarro-
lla independientemente del fendmeno fisico, y ni-
camente al final se interpretan los resultados dando
a los numeros una significacion concreta, Por consi-
guiente, a lo largo del proceso de cileulo solo exis-
ten dos puntos de contacto, inicial y final, entre es-
tos dos mundos diferentes de lo fisico y lo mate-
mitico, no dehiendo nunca olvidarse que por los te-
rrenos del segundo se va siempre de paso, y que lo
tnico que interesa es el punto de llegada para lo téc-
nico y la comprension del fendmeno fisico para la
teoria de Estructuras (teoria = visién).

Pero existen también otros métodos de caleulo en
los que las intuiciones directoras no se limitan a es-
tablecer el punto de partida, sino que influyen a lo
largo de todo el desarrollo, dando a las transforma-

1 Véase ol nimero anterior, pigina 1o1.

ciones de caleulo un sentido mas valioso que el pu-
ramente combinatorio. Los puntos de contacto entre
las esferas de lo fisico y lo matemitico jalonan todo
el proceso y, a través de las operaciones abstractas,
transparece la realidad concreta del fendmeno {isico.
A este tipo de métodos pertencce el que vamos a ex-
poner.

Ventajas practicas: poseyendo la intuicion del fe-
nomeno fisico, que es lo que debe aprenderse en la
teoria de Iistructuras, no hace falta mas: los pro-
blemas se resuelven sin necesidad de recordar combi-
naciones artificiosas; por consiguiente, de un modo
mas sencillo, mas seguro y mas agradable. En cada
caso concreto se hace teoria, lo que tienc un sentido
particularmente eficaz, dado el caricter esencialmen-
te plistico de las estructuras.

Vamos a analizar los métodos de cilculo de en-
tramados descubriendo sus intuiciones fundamenta-
les. En primer lugar, aparccen las morfoldgicas;
tratindose de estructuras cuya geometria es discon-
tinua y se individualiza en barras, el método ha de
ajustarse a esta desintegracion, tomando como uni-
dad este elemento y estableciendo con este desglose
todas las relaciones desde el punto de partida, En se-
gundo lugar, encontramos las intuiciones correspon-
dientes al material; asi, en los metalicos, para los
que la clevada resistencia especifica del material con-
creta las barras en delgadez de fibras, como contra-
higura de esfuerzos axiales, éstos absorben toda la
atencion, traduciéndose a hipoétesis en la de libertad
de giro, o sea union de las barras por articulacion
en los nudos; en cambio, el hormigdén armado ha
traido la hipotesis contraria: rigidez de los enlaces,
o sea indeformabilidad completa de los angulos dé
cruce en cada nudo.

Al estudiar separadamente las barras se considera
generalmente, primero, la flexion producida por las
fuerzas exteriores (elementos de caleulo isostaticos),
y después, las coacciones debidas a los enlaces con
las otras barras (pares de empotramiento), obtenien-
do los elementos de calculo definitivos por superpo-
sicién de ambos,

La intuicién fundamental del método de Cross
consiste en partir, por el contrario, de las barras per-
fectamente empotradas en sus extremos ; es decir, con-
siderar la estructura con rigidez absoluta en los nu-
dos (imposibilidad de giros y desplazamientos), pasan-
do a la estructura real por sucesivas transformacio-
nes con significacion fisica concreta. Asi, después de
calcular, los pares de empotramiento que actuarian
en las barras de la estructura virtual, se deshace, en
parte, la rigidez de los nudos, permitiendo los giros,
pero no los desplazamientos; esto se traduce numé-
ricamente en una reparticion de los pares resultantes
alrededor del nudo, entre las barras que concurren,
proporcionalmente a las masas eclasticas respectivas,
De este modo se equilibran los nudos aisladamente,
pues la operacion tiene la siguiente significacién fisica :
al libertar los nudos existen unos pares aplicados en
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las barras, cuya resultante, en general distinta de
cero, harda girar todas las barras del nudo; pero {s-
tas opondran una reaccion proporcional a su rigidez
y al angulo de giro, y, como éste es tinico, el par re-
sistente sera proporcional a la rigidez, debiendo, ade-
mis, equilibrar entre todos al actuante.

il segundo paso para llegar a la estructura real
consiste en permitir los desplazamientos de los nu-
dos, pero suponiendo que las harras no se deforman
(acortamientos o alargamientos) por esfuerzo. axial.

Estos desplazamientos, en el caso de tratarse de
entramado compuesto de dinteles y pilares sustenta-
dos sobre un plano horizontal, seran exclusivamente
horizontales y, ademds, iguales en los planos suce-
sivos de los pisos; por consiguiente, darin tnicamen-
te momentos directos en los pilares, con valores pro-
porcionales a la rigidez de cada uno, Istos momen-
tos iniciales habrd que repartirlos del mismo modo
que cn la etapa anterior, superponiendo los resulta-
dos con los de dicha etapa para obtener los totales;
pero hay que tener en cuenta ue existen dos clases
de desplazamientos: los debidos a causas exteriores,
como- variacion termohigrométrica o asiento acci-
dental de los apoyos, y los que se producen natural-
mente en la estructura por actuacién de fuerzas ho-
rizontales, o bien disimetria en las fuerzas verticales.
En el primer caso, los desplazamientos son conoci-
dos vy, por consiguiente, los momentos directos; pero
en el segundo caso ocurre lo contrario, y precisamen-
te hay que determinar éstos con la condicion de que
exista equilibrio para los esfuerzos transversales, en
cualquier porcién de la estructura que se considere
aislada. Cortando todos los pilares por planos hori-
zontales inmediatos a pisos adyacentes, los esfuer-
zos transversales serdn los esfuerzos horizontales ac-
tuantes, mas los términos de esfuerzo tangencial en
cada barra, que vienen expresados por la suma de
los pares e empotramiento divididos por la altura
del pilar. Asi obtenemos una ecuacion por piso que
nos permite resolver el problema, puesto que le co-
rrespondia un solo desplazamiento desconocido,

la tercera etapa del métado consiste en permitir
que las barras se deformen por esfuerzo axial, para
lo cual es preciso determinar primero los valores de
estos esfuerzos, que son iguales a la reaccion isos-
tatica de cada barra, mas los términos hiperestdticos,
que vienen expresados por la suma de los pares de
empotramiento divididos por la luz del dintel. Co-
nocidos estos esfuerzos se deducen ficilmente las de-
formaciones correspondientes, y el problema es el
mismo que en la etapa antervior para el caso de des-
plazamientos conocidos.

Cuando se trata de entramados del tipo viga re-
ticulada, como cubiertas, vigas de puentes metalicos,
vigas Vierendeel, etc., resulta comodo superponer las
dos ctapas finales, determinindose directamente los
desplazamientos totales por procedimientos general-
mente graficos, por ejemplo, el diagrama de Williot.

Vamos a aclarar las ideas exponiendo su aplica-
citn a dos casos particulares: la estructura de edi-
ficio que aparece en la lamina 1 y el portico de los
modelos de las series 11T y IV (lamina 2).

Determinamos primero las caracteristicas de la es-
tructura, que en el primer caso, suponiendo los din-
teles y pilares de seccion constante, serdn:

. .y /
Cocficientes eldsticos, ... ...
L
lactores de dransmisidn. .. oo 0,60
. 1
Momentos de cmpotramiento perfecto. ... —1—§-1§L

Como no interesan los valores absolutos de las
masas eldsticas, sino los valores relativos para po-
der realizar la reparticion de pares, tomamos como
mnidad la del dintel central de los pisos superiores,
apareciendo en los circulos las que corresponden a
cada uno de los elementos. Para facilitar las opera-
ciones indicamos la suma de masas elasticas de un
nudo en un pequefio rectangulo préximo.

Consideramos dos casos de carga: carga en todos
los dinteles y cargas en dinteles alternados, por co-
rresponder a las condiciones de carga permanente y
y carga permanente -+ sobrecarga mas desfavorable.
Hay que tener en cuenta que en el piso inferior, tan-
to la carga como la sobrecarga es un 20 por 100 mu-
yor que en los pisos restantes.

I.a primera etapa del método, determinacion de
los pares de empotramiento perfecto, es hien senci-
lla, v, en lugar de considerar los valores absolutos,
es mis facil para la reparticién sustituir por nine-
ros sencillos proporcionales; asi, hemos partido dcl
valor 100 para los dinteles exteriores de los pisos
superiores; en las otras barras se deducen teniendo
en cuenta que son proporcionales a la carga por me-
tro lineal y al cuadrado de la luz, En los diagramas
corresponden a estos pares los nmeros mas proxi-
mos a las barras en los extremos respectivos, y sc
colocan, alternativamente, por encima y por debajo
para evitar superposicién de columnas, IEn los pila-
res, naturalmente, los pares valen cero.

Ia segunda etapa, distribucion de Ids momentos
de empotramiento perfecto, se lleva a cabo empezan-
do por el nudo superior izquierdo, cuyo momento des-
equilibrado, 100, se reparte entre pilar y dintel, to-
cando a 72,7 y 27,3, respectivamente,

Ta actuacion del par 72,7 en el extremo izquierdo
del dintel da lugar a un par en el extremo derecho,
que se obtiene multiplicando por el coeficiente de trans-
mision, o sea por 1/2, correspondiéndole —36,35.

Pasamos a equilibrar el nudo siguiente, superior
central izquierdo, en el que la resultante de los pares
es: 100, — 36,5 + 25 = — 111,50, que reparti-
mos proporcionalmente a 4, 1 y 1,5, trasladando in-
mediatamente en cada barra la mitad de los momen-
tos de distribucion a los extremos opuestos.

El nudo considerado a continuacion es el exterior
del segundo piso, procediendo del mismo modo par:
la distribucion y traslado de momentos en las barras
que a ¢l concurren.

En cuanto equilibramos todos los nudos volvemos
a empezar, procediendo lo mismo con los momentos
trasladados, y repetimos tantas veces la operaciin
como sea preciso para la exactitud huscada.

En el diagrama se aprecia la sucesion de etapas,
puesto que, cada vez que equilibramos un nudo, po-
nemos una raya cortando la columna de cifras. Co-
mo puede apreciarse por el valor relativo de las co-
rrecciones, la reparticion, a partir de la tercera vuelta,
influye escasamente en el resultado.

Como se trata de estructura simétrica y las cargas
también lo son, no es preciso considerar la etapa ter-
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cera, y prescindimos de la cuarta y quinta, pues tan-
to las deformaciones por esfuerzo axial como los
desplazamientos por esfuerzo tangencial son insigni-
ficantes.

Iin los diagramas se indica tmicamente el desarro-
llo de los calculos para una de las mitades, anotando
en la otra los resultados fnales. Hay que tener en
cuenta, para los signos, que se trata de pares de em-
potramiento y no de momentos flectores en los ex-
tremos,

En el caso del portico de nuestros modelos, el des-
arrollo del método es el siguiente:

Etapa primera—~Ia determinacion de las caracte-
risticas de cada uno de los elementos se ha llevado
a cabo como expusimos en articulos anteriores, obte-
niendo los siguientes valores:

Cocficlentes Coceficlente
de (ransmision eldstico
. . - an Jo
Dinteles exteriores ., ..., ... 0,40 0,70 1,30 i
. ‘G
C . /o
Dintel interior.. ...y, 0,60 1,4(’-/——
“1
/i
Pllares. ..o , 0,50 AP
r W )

Entre las luces de los dinteles hemos clegido la
relacion optima, que, como ya indicamos, era la que
resultaba de igualar los momentos flectores para em-
potramiento perfecto en los extremos comunes, lle-
gando a:

Ly = fg =077/,

De este modo, la relacion entre los coeficientes
clasticos de dinteles es: ko = 1,20 k1. ‘I'ambién he-
mos fijado la correspondiente a pilar-dintel interior
en: pr==-k1, Para el diagrama tomamos como uni-
dad Ta de éste, correspondiéndole a los demés 1,2 y 4,
nimeros que aparecen junto a las correspondientes
barras encerrados en pecqueilos circulos.

La determinacion de los momentos de empotra-
miento perfecto va se llevd a caho, al mismo tiempo
que las caracteristicas de los diversos elementos ;
para conveniencias en las operaciones numdéricas de
reparticion partimos del valor 100 que es puramente
representativo v segtin los casos iguala: po para fuer-
zas situadas en el primer tramo, oy p'y para fuer-
zas situadas en el segundo tramo,

6Fp, < 0,00001 x 0,507.,¢

para variacion de temperatura t y

A1 4 o)A
I

para asiento- accidental de los apovos A,

Ltapa segunda—Ilin la lamina 2 exponemos el
desarrollo de la segunda etapa para los casos de
fuerza aplicada en el primer tramo, variacion de tem-

peratura v asiento accidental; claramente se sigue
la marcha de las operaciones y tnicamente lamare-
mos la atencidn sobre el hecho de que enando wna
barra tiene extremidad con empotramiento perfecto,
no hace falta trasladarle sucesivamente los momentos,
puesto que como los absorbe sin devolucion, es mas
sencillo hacer la cuenta al final; por c¢jemplo, en ¢l
caso de los pilares le corresponde fa mitad del momen-
to de compensacion en el extremo opuesto, Del mis-
mo modo, cuando una barra se termina en extremidad
articulada, no es preciso hacer el doble traslado de
momentos; se obtiene el mismo resultado multipli-
cando ¢l momento de compensacion por ¢l producto
de los dos factores de transmision y canmibiando de
signo,

Iitapa tercera, -— Indicamos la correspondiente a
fuerza situada en el primer tramo, limpezamos por
hallar los esfuerzos transversales que acttian en la cs-
tructura de la etapa anterior, cuvo valor viene dado
por la suma de los pares de empotramiento dividida
por la altura, para cada uno de los pilares, y nos re-
sulta :

oo OB 696 — 9203
a 2 I

Fsta fuerza se equilibra virtualmente al suponer
inamovilidad de los nudos; pero en la realidad, al
desplazarse ¢stos, apareceran nuevos momentos y las
correspondientes  fuerzas  transversales que cquili-
brarin a la anterior. Iista nueva distribucién de mo-
mentos la obtenemos partiendo del coeficiente 100,
cuyo valor es distinto del caso anterior, suponiendo
momentos de empotramiento perfecto iguales en los
extremos de los cuatro pilares. En seguida procede-
mos con ellos como en la segunda etapa v caleula-
mos la resultante de los esfuerzos transversales co-
rrespondientes que nos resulta:

o o G104 38,20 2146
X e = . .

2 i et s ©

/ T

Por consiguiente, el equilibrio de los esfuerzos
transversales  habrd de conseguirse del siguiente
mado:

92,03 2146
o Bf !

/ P y=10

de donde y==043f y los pares de empotramiento
totales:
A yome AR 4 APy = B2 4 0,43.079)

Dando a B los valores que correspondan para dis-
tintas posiciones de la fuerza unidad, llegamos a las
lineas de influencia del par de empotramiento.

Aunque para claridad en la exposicion didActica
se ha verificado en todos los casos la distribucion de
momentos, el problema es mucho mis sencillo, pues
hasta hacerlo una vez para el momento 100 en un
nudo, deduciendo los casos particulares, por super-
posicidn de esta misma solucion para situaciones del
mismo en distintas harras.

Carlos FERNANDEZ CASADO
Ingeniero de Caminos




