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EL. CALCULO DE UNA LAMINA
CILINDRICA POLILOBULAR

POR EDUARDO TORROUJA, INGENIERO DE CAMINOS

Con objeto de dar a conocer @ mestros lectores la nolable Memoria del Sr. Torroja, pre-
miada recientemente por la Academia de Ciencias, sc solicité del awtor un resumen de clla,
que publicaremos cn dos articulos. Iiste primero comprende cxclusivamente lda cxposicion dei
método cmpleado para el calenlo de una limina polilobular asimétrica de gran peralte, con

la novedad que impone la condicién de mdxima cconomt

A

a en la armadura principal, tal como

se aplicé en la primitiva cubierla del I'rontén Recoletos.

Tl céleulo de una lamina de cubierta formada por
varios 16bulos cilindricos de directriz circular y radies
cualesquiera, qu2 s¢ encuentren dos a dos a lo largo
de una generatriz, cuya teoria fué desarrollada y em-
pleada en Alemania, principalmente por Finsterwal-
der v Dischinger, se complica y dificulta cuando los
16bulos son disimétricos y bastante peraltados, porque
cllo obliga a considerar por separado los efectos del
peso, del viento y de la nieve, con leyes de reparto
diferentes a lo largo de la directriz. Iero si ademas
se tiene en cuenta que en la arista de unidn o inter-
seccion  de los lobulos aparece necesariamente una
armadura de traccion muy fuerte, que ha de consi-
derarse como un clemento de refuerzo unido a las
Jaminas de los 16bulos y que, per consiguiente, convie-
ne imponer la condicion previa de que csa armadura
esté en condiciones ccondmicas de trabajo, ©s decir,
2 una tension igual o proxima a la admisible del acero,
el problema presenta ya nucvas particularidades y
complicaciones, porque ello equivale a obligar a los
1ohulos a tener una defcrmacion longitudinal fija en
Ja gaviota en ¢l momento de actuar la hipdtesis mas
desfavorable de sobrecarga.

Vamos a ver en cste primer articulo el tipo de
caleulo que se obtuvo para el caso particular de la
primitiva cubierta del Frontén Recoletos, formada
por dos lobulos desiguales (fig. 1) que, arrancando
con tangente vertical en o1y C, se encucntran ortc-
gonalmente en 35 y en un segundo articulo, expon-
dremos las obscrvaciones hachas en ¢l transcurso de
Ja obra y su comportamiento posterior, cemparan-
dolas con los resultados del calculo (1).

La lamina completa de doble 16hulo apoya <n
todo el conterno, es decir, longitudinalmente <n las

- (1) Todos los calculos y extremos de estas notas puedlen
verse con toda extension y detalle en la Memoria presentada
a la Academia de Ciencias.

dos generatrices extremas, y transversalmente cn las
dos directrices también extremas, mediante estrucs
turas que aseguren la indeformabilidad de todo este
contorno, pero permitiendo Ta Hbre dilatacion de las
generatrices y la traslacion y giro de las directrices
de apoyo, sin dejarlas cambiar de forma.
Adoptande como coordenadas ¢l angulo ¢ del
radio o normal a la superficie con la vertical y la
abscisa + a lo largo de la generaltiz, y tomado como
origen ¢l punto medio de la misma, es necesario,
para poder después integrar facilmente, desarrollar
en series de Lourier las expresiones de las tres
cargas de peso, viento y nieve, que son, en realidad,
uniformes o constantes a lo largo de las generatri-
ces. Listo so hace mediante el siguiente conocido arti-
ficio. Sean, por cjemplo:
p vsene  ncosg,

respectivamente, las expresiones clegidas para las

Tigura 1.2




cargas de pese, viento y nieve a lo largo de la di-
rectriz, dada la forma de la misma, y obrando la
primera y la dltima verticalmente, y la segunda, nor-
malmente a la ldmina (para el viento se estudid tam-
bién una ley con succiones en clave, que mas ade-
lante indicaremos).

’

La serie
4 X 4 2xx 4 Brx N
1=-—_m—COS—-l——'—§?COS-—I—+-HCOS i +...=
=h+h+...=h (0]
. . l )
es valida en el intervalo x=—- » X=— 75" que

ocupa la lamina, y la designamos simbdlicamente
por la serie I/ 4= 1" + ... =h.

Multiplicando Jos términos de esta serie por las
expresiones de las cargas de pesc, viento y nieve,
seglin la directriz que acabamos de indicar, tendre-
mos las expresiones buscadas de estas cargas €n
forma de serie de Fourier.

Para simplificar, designaremos también con los
simbolos s, ¢, %, v, las integrales I1.t, 2.%, 3ty 4.°
de las anteriores expresiones s a lo largo de x.

Consideremos un elemento diferencial de lamina
a todo espesor, como el indicado en la figura 2, y
sean: g, el espesor; dx, la longitud; de, el angule
de las normales extremas; R, el radio; X, ¥, Z, las
componentes de las cargas o fuerzas exteriores, por
unidad de superficie, sobre la generatriz, sobre la
tangente a la directriz y sobre la normal, respectiva-
mente; £ 7, {, las deformaciones segin las mismas
direcciones; T y Q, las tensiones normales a todo
espesor, segiin la generatriz y la tangente a la direc-
triz; N, la cortante segin la normal; §, la cortante
en el plano tangente a la superficie; M, el momento
flector alrededor de la generatriz, y 0, el giro de la
normal por efecto de la deformacién. Prescindiendo
de los momentos de tersién y de los flectores o de
curvatura de las generatrices, que en estas ldminas

Figura 22

de espesor muy pequefio y de longitud segtn ‘las
generatrices francamente superior a los radios de
curvatura de los lébulos, resultan despreciables,
quedan por considerar solamente las tensiones que
se indican en la figura.

Las ecuaciones de equilibrio y compatibilidad
que resultan de la consideracion de este elemento
diferencial, son las nueve ecuaciones diferenciales
siguientes :

Proyeccién de fuerzas sobre la generatriz:

dT _,dS _
R 4« .—E‘[;——FRX—-O. 1y
Proyeccién de fuerzas sobre la tangente a la
directriz:
aQ

ds -
7;+R7;—N+RY=& 2l

Proyeccién de fuerzas sobre la normal:

dN
—d?+Q+RZ=0- (3]

Equilibrio de momentos alrededor de la gene-
ratriz:

M

de —RN=0. (4]

Alargamiento segiin la generatriz:

e _ T _
dx Eg’ 5]

Alargamiento seg@n lz tangente a la directriz:

Rde R Eg '’

Deformacion angular alrededor de la normal:

Rdg T dx ~ Eg’ g
Giro de la normal:
__4ac . n
V= Ry t R 8]

Variacidn de la curvatura:

1 (dC 12
x=ﬁ(—d?2 +8) == g M. o]

Este sistema de ecuaciones diferenciales define
la variacién de las tensiones y recorridos en cada
clemento de la cubierta, y su integracién permite,
por consiguiente, conocerlos en cada punto, siempre
que se hayan determinado las constantes de inte-
gracién mediante las condiciones en los limites o

Q
¥
x

e et



condiciones de ststentacién, Pero como las dificul-
tades matematicas del problema no permiten su
resolucion  directa, para lograr ésta, ¥y siguiendo
los métodos aplicados por Dischinger en trabajos
bien conocidos, se descompone la cuestion en dos
prablemas parciales, en los cuales se consideran se-
paradamente las cargas exteriores, en uno, y los

efectos de borde, en otro, segin vamos a exponer
brevemente:

Comiénzase, para ello, por suponer que cada uno
de los des 16bulos que constituyen la cubierta forma
parte de un cilindro completo (esto es, teniendo por
directriz una circunferencia completa) sometido en
toda su superficie a las cargas de peso propio, viento
y nieve, expresadas por las leyes anteriormente e€s-
tablecidas.

En esta hipotesis, el 16bulo puede soportar di-
chas cargas trabajando solo come membrana, es
decir, sin esfuerzo de flexion en ninguno de sus
puntos (se prescinde de las regiones proximas a 1os
marcos frontales de apoyo, en los cuales las flexio-
nes son despreciables) y los valores de la traccion
o compresién y tension cortante Q, Ty S,y delos
recorridos &, &, u, vienen dados por el sistema de
ecuaciones antes establecido, cuya integracién en la
hip6tesis presente (M = o) es inmediata, ast como
la determinacién de las constantes de integracion
correspendientes, mediante las condiciones de sus-
tentacion del sistema. Ahora bien; como los 16bulos,
en realidad, no son cilindros completos, esta solucion
no coincide con el estado real. Para que asi fuera,
seria preciso sustituir el efecto de la parte de cilin-
dro no existente por los recorridos ¥y tensiones en
las generatrices de horde, dados para ellas por el
caleulo de cada 1ébulo como membrana. Pero como
en la préactica no es facil realizar estas condiciones,
se hace necesario, para tener la solucion real, super-
poner a los resultados que se deducen del calcule
como membrana los que se obtienen suponiendo nt-
las las cargas exteriores y aplicado en las genera-
trices de borde un sistema de esfuerzos y deforma-
ciones iguales a la diferencia entre los que da para
ellas el calculo de membrana y los que realmente
preducen las condiciones de sustentacion. En esta
forma, el 16bulo no trabaja ya como membrana, sino
como lamina, es decir, trabajando a flexién en sus
diferentes puntos, y la integracion del sistema de
ecuaciones diferenciales no es inmediata, por no Ser
M = o, y exige artificios de cilculo que oportuna-
mente indicaremes. Realizada esta integracion, para
tener el estado real de tensiones y deformaciones.
basta componer en cada punto los que resultan de
resolver uno y otro de los dos problemas parciales
indicados.

Y atn puede simplificarse mas la cuestién, des-
componiendo en tres cada uno de estos problemas y
calculando por separado el estado de membrana para
cada una de las cargas de peso propio, viento y nie-
ve, asi como los efectos de borde que a cada uno
de éstos corresponde.

Determinacién de las tensiones y recorridos
por efecto de membrana.

Las componentes del peso, seglin
X, Y, Z, son:
Xp=0; Yp=ph sen ¢; Zp=p/lsentp. [10]

Introduciendo estas expre-
siones en las ecuaciones diferen-
ciales y recordando que cn el es-
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tado de membrana A =0, se
puedsn integrar inmediatamente
las ecuaciones diferenciales y
obtener las expresiones siguientes, de aplicar suce-
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sivamente ¢ integrar las ecuaciones (41, [31, [2],

|t], 151 7], (6], [8]):

me=—Rp/1 oS w. 111}
Sym=—2psseme [12]

2 ] .

Tym=— —}—?—pq cos . 113]
- 2 ,
Egtym =-~[}—pu cos ¢. 14}

r

9 :
Egnym= (Wpr-i"%.ﬁq) e el

) N N
Egly,= l(T?— pr+4p q) +Rp ’l] cos ¢ [10]
Egl,,=— Rphseny. [17]

IEn todas estas expresicnes hay que poner, por
cada término de la serie, los valores correspondientes,

Del mismo modo se obtienen las expresiones de
las tensiones y recorridos debidas a las cargas de
viento o dz niceve, introduciendo en X, Y, Z las leyes
cerrespondientes en lugar de las del peso ahora em-
pleadas.

Integracién de las ecuaciones diferenciales
para efecto de borde.

Para llevar a cabo el cileulo de la cubierta como
lamina, tencmos que abordar la resolucion del siste-
ma de ccuaciones diferenciales [r] a [o] inclusive,
con cargas exteriores nulas, pues solo se trata cn ¢l
de determinar los efectos de horde o corte en las
generatrices extremas del 16bulo.

Como estas ecuacienes son independientes del
origen que se tome para las variahles independientes
¥ ¢, v para mayor comodidad del caleulo, tomaremos
como origen de la variable angular (dejando inalte-
rado el de la x) <l borde izquierdo de cada 16bulo,
designande por o la nueva coordenada angular, que
st ligada con la anterior por la relacion

(p:m——gp].

donde ¢, es el valor absoluto de ¢, correspondiente
al borde izquierdo.

La integracion de este sistema de ecuaciones di-
ferenciales, inabordable por métodos directos, puede
lograrse mediante la adecuada aplicacion del des-
arrollo en serie de Fourier a las tensiones y reco-
rridos.

Obsérvese, para ello, que el momento flector M
a lo largo de cada generatriz de la cubierta es una
funcién de x, simétrica respecto de su punto medio,
y cuyo desarrollo en serie de Fourier carece, por tan-
to, de términos en seno. Si, ademas, se tema el in-

l 1 . .
tervalo — 5 + 5 como representativo de un semi-

periodo de la funciéon M, siendo simétrico de este
respecto de su extremo el semiperiodo siguiente, se

anulan los coeficientes de los términes en coseno de
los multiples pares del argumento fundamental, que

T X . .
es ——, con lo cual dicho desarrollo puede relacio-

narse, término a término, con cl de las cargas expre:
sadas mediante la serie [o] v las que de ella se de-
ducen. TPor otra parte, los ceeficientes de este des-
arrollo de M, que tienen valores fijos para cada ge-
neratriz, varian al pasar de una a otra y son, por
tanto, funciones de . Puede, pues, escribirse como
expresion del momento flector en un punto cual-
uiera de la cubierta:

M= — Sfp(0) X cos ‘*lx , (18]
dendz p toma los valores o, — 3, 5.
Sentado esto, de la ccuacion [4] se deduce:
. __1_ o dfy X .
Tk > do ST [19]
De la [3]
e 1 dfu B X
Q=g T T [20]
De la [1]
4T _ 1 dS
x R do '

que integrada, y observando que la constante de in-

tegracion ¢s nula por serlo 7"y cos J—L--I'\~ para & =

_— d*fp difu L X
—_y_ = (&S, 20 rXx
T R ( dot T dot ) cos =

Continuando igualmente con las ecuaciones (5],

[71, 161, [8] ¥

[9], por este orden, se llega, en fin,
a la ecuacion:

Eg‘/.=2—]—[— @y, 2L (def” +d4f“)__

R® dw* W R n® d ot

B (d“f\L difp)  dify n 28 [dfy
p.‘ R‘ d i d b d mi p."" R?‘ d w!

asfyp L (dSfp  dfp X

+ d o’ ) - w! Rt ( dw d o )‘ s =
12 x
= ¥ £x
EgEg“ Xfu.cos i

Ordenando y haciendo:

R ./~
=y — » A= — /
=t g z V3

queda, por Gltimo:
1

»Eﬁ—za[%“—+2(1--,)—d;-f—‘i+(1—4v+v2)m—

w8 dw!

—@v—1) —‘%{;{"— 4 o4 'hgfp] cos L,"—%:o. [21]

Ahora bien: como esta condicién ha de cumplir-
se para todos los puntos de la lamina, y, por tanto,




para todos los valores de #, es preciso que los parén-
tesis cuadrados (que son independientes de ) sean
todos nulos, quedando asi definida, finalmente, cada
una de las funcienes f . mediante la acuacion dife-
rencial :

atfp oy dfe o A S
dwd +20 ) d »b +(1_4v+)) d o' -
2 [22]
B

en la cual, el pardmetro v varia con la funcion al
dar a p los valores ya indicados #, — 3 m, 57 ...

Fsta ecuacion diferencial es lineal, homogénea
y de coeficientes constantes; su integral general es,
por consiguiente, de la forma:

f}l- (m) i F, erlhu) + F.: em,w 4o FS e’"“‘”,

donde Fy, I
cidn, y iy, iz ...
teristica:

Fig son las constantes de integra-
my las raices de la ecuacion carac-

me 420 —vymb (1 —4v+ Wymt — (29— ) m* -+
4 4vF 1= 0.

Dadas las dimensiones que tiene nuestra lamina,
los cochcientes de las potencias de 7 €n esta ccua-
cion son pequeiios respecto del término independien-
te, y las raices de la misma son, por tanto, todas ima-
ginariag, conjugadas dos a dos, naturalmente. Y por
carccer la ccuacién de los términos en potencias im-
pares de la variable, dichas raices son también des
a dos iguales y de signo contrario. Los ocho valores
d= m se obtienen, pues, haciendo todas las combina-
ciones de signos en dos expresiones del tipo:

’nn-:»m.i:i]l:t:K, N
My, g8 =F N1 == ky oL

Teniendo en cuenta estas relaciones y aplicando
la transformacion de Ituler, para evitar el manejo d2

clementos imaginarios, la integral gencral antes n-
dicada puede ponerse en la forma:

fo(w)y= erw (A sen Ky o 4 B cos K, ») +
+ej‘ w (Csenky o+ D cos k, w) + ) (23]
+ e (Gsen K, w + Lcos Ky w) +
+ e ho (Hsen by w + 0 cos ky w)

Tl céleulo de los valores do Ji, K1, j1 y Ry, partes
reales ¢ imaginarias de las raices de la ecuacion ca-
racteristica, puede hacerse por el método empleado
por Dischinger en ¢l caleulo de las cubiertas de
Trancfort v Idudapest, por ejemplo; peic es mas
sencillo y rapido el siguiente, basado, como aquél,
en Ja circunstancia de ser muy pequefios, respecto del
término independiente, los demas coeficientes de la
ecuacion caracteristica.

Sea

md+ 2z m 4z m A2 mt+w=_0;

dicha ccuacion caracteristica. Despejando m en ¢l
primer término, se tiene:

8
m=V—w=—2 m—2 mt — z, m*

R‘_——-—
Haciendo 7=\ —w y desarrollando per la
{6rmula de Newton:

| -
m=(S—z, mb —z,m—zm)h=x— 5= T(z, mb +
1 7
e BT v e
+ zymb A 2y m?) — T2 3 (z, mb 4 zom* +

dzym) A4 ..
Tomando los dos primeros términos del desarro-
llo, se obtiene como valor aproximado:

1 —1 |
mezc——2z7 oMbt g
g ! - 8=z
Y sustituyende cste valor en lugar de 1 en el
desarrollo, y limitando éste en los términos en 77
resulta finalmente como valor dz ne:

b

Il error cometido al limitar asi el desarrollo, re-
presentado aproximadamente por los términos en
+— 5 de éste, vale:

23 —24.212 — 6,4.23
50 <5

3~

Lp—
Haciende ahora p = \/ w (valor asimétrico); re-
cordando que:
8

:=\/—w=p(cos-(zz—%_l-“—+i.sen (anl)ﬂ),
teniendo en cuenta ue estos seno y COSEo solo tie-
nen dos valores numéricamente distintos, que corres-
ponden a n =0y n=1; sustituyendo estos valores
de = en las férmulas anteriores; separando la parte
real y la imaginaria de m (que sen las Jy, Ki, 1y
ke, antes consideradas), ¥ sustituyendo los valores
numéricos de las lineas {rigonométricas ue inter-
vienen en las formulas, resulta, finalmente:

o J,=0,0238795 [p - 1) + 0,0478354 5240 L)L
P 8p 16 * et
1 K,=—0,3826834 (p + == | — 0,1154849 540 L\ L
PT BT 16 o

. X [24]
= j,=0,3826834 (p - —82—‘0) — 0,1154849 (5—126;— - zg)—(la—

3}
8¢p

Llamemos también Ja, J3, Ko ... J; Kj los va-
lores que se deducen sucesivamente de los anteriores
por las simples leyes de recurrencia:

/ﬁ=fﬁ—1-./1"Kn—1-Kl %
Ki=Jiyr KitJi Kapy-o

Antes de seguir adelante, conviene hacer dos ob-

\m
|-

-k, =0,9238795 (p + ) + 0,0478354 12‘“ — zg) -

o
©

(25]
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servaciones, que simplifican en gran manera el calcu-
lo a desarrollar.

Es la una, que de los ocho términos que compo-
nen cada funcién f p, los cuatro que tienen negativo
el exponente de ¢ son funciones periddicas decre-
cientes con los valores crecientes de o, y los otros
cuatro son funciones crecientes .con estos valores,
o lo que es igual, si se toma una generatriz de horde
de la Jamina como origen de la variable o y se de-
signa por © el angulo total del 1ébulo, los cuatro
primeros términos representan ondas amortiguadas
desde el borde 0 =0 al w = Q, y los otro cuatro tér-
minos, ondas amortiguadas de o= a ©=0.
Cuando el espeser de la lamina es pequefio y su 4n-
gulo grande, como sucede en nuestro caso, los expo-
nentes son grandes, y las ondas, por tanto, muy
amortiguadas. Si, ademds, las condiciones en ambos
hordes son comparables en magnitud, la influencia
de cada una de las ondas que parten del otro es des-
preciable al lado de las que nacen en aquél, y se
puede, por consiguiente, reducir a los cuatro térmi-
nos correspondientes la expresién de cada funcién
fu, al tratar de determinar sus constantes por las
condiciones en los bordes; quedando asi reducida
la expresion de f p a la siguiente:

fr(w= e/t (A sen K, o + B cos K; w) +

(26]
+ el'w(Csenk, w+ Dcos k, v)...

en la cual, J; y 71, son los valores negativos, v K
y k1, los positivos de estos coeficientes, vy 4, B, C, D,
las constantes a determinar, como iremos viendo por
las cendiciones de horde.

La otra observacién se refiere al planteamiento
de estas condiciones. Conocida la forma de estas
funciones f u, a reserva de determinar sus constan-
tes de integracidn, las ecuaciones [1] a [9] de equi-
librio y deformacién del elemento de lamina permi-

ten expresar en forma andloga las tensiones y los
recerridos M, N, T, Q, S, & u, { y 0, obteniéndose
para cada uno de ellos un desarrollo de la forma:

o L X .
L%.cos ll )

o bien
% ¢y, sen P‘—lx-,

en el cual los coeficientes ¢y de los senos o cosenos
son funciones sélo de w, cuya forma serda deducida
opertunamente, Y las condiciones en los bordes se
reducen a igualar dos desarrollos de este tipo en se-
nos o dos en cosenos. Pero como estas condiciones
han de cumplirse para todos los puntes de la gene-
ratriz de borde, es decir, para todos los valores de #,
ello implica la igualdad de los coeficientes correspon-
dientes, dos a dos. Lo cual quiere decir que el calculo
de las funciones fu y de las tensicnes y deforma-
ciones del sistema puede hacerse término a término,
combinando por separado los términos que ocupan
el mismo lugar en los desarrollos de las cargas, ten-
siones y recorridos. No es preciso insistir en la im-
portancia de esta simplificacién, que hace posible un
calculo que, de otro modo, no lo seria practicamente,
siendo de advertir que de ordinario bastara conside-
rar los dos o tres primeros términos de cada desarro-
llo para obtener una aproximacion suficiente.

Formacion de las expresiones de las tensiones
y los recorridos por el efecto de borde de las ge-
neratrices extremas en cada lébulo.

Con la expresion [26] es facil formarlas, pues
basta llevar el valor de f a las expresiones de las
distintas tensiones y recorridos en funcidén de las

DRECTRIZ EXTREMA O DE ApPOYO

o
ARISTA DE

LA GAVIOTA

DIRECTRIZ CENTRAL O MEDIA

Figura 4.#




sucesivas derivadas de f (expresiones [19], [20] ¥
demds que no hemos escrito, hasta la [21]).
La primera derivada de f, segin [26], es:

4af
dw

+ B(Jy eJ10 cos Ky w—K; eJ1w sen K, ») +
+ C (J, ehwsen by, o + Ky e/t cos ky w) +

4+ D (j, eh1® cos ky o — Ky el sen k, w),

=A(J; e sen K, w + K e/ro cos Ky w) +

y teniendo presente la ley de formacion de J  y Kz
que expresan las formulas [25], puede penerse como
expresion general de cualquier derivada de i

dﬁ
d(n{; =A(J; efio sen Ky 00 + Kj eto cos Ky 0) +

+B(J; e/ cos Ky w — K el10 sen K, 0) + 27)
+ C(jz et sen ky o + kj eho cos ky w) 4
+D(j; el'e cos ky o — Ky elw sen ky w)

Por la férmula de la expresion de las derivadas
y por la de las ecuaciones [19], [20]...[21], antes
citada, se comprende que las tensiones y los reco-
rridos en un punto cualquiera (v o) de la lamina
pueden encuadrarse bajo esta forma general para
cada término de las series:

sen X A(a.e]”"COSK,(u+ﬁ.e]“”sen K, w) +
+ B((i.ej‘“’cos Klm——a.ej”” sen K, w) +
px |+ CQ elro cos k, w+3.e/'0 sen &y ) +
T \+D(@ elocos kb, w—y e/1v sen K, w) [28]
o hien:

Gmﬁ%mcmﬁ%)mam+abw+C%V+Dmu

representando por @, by, Cu, do las expresiones
de los paréntesis anteriores. Y los valores de los coe
ficientes @, B, y v 8, que se deducen desarrollando
las expresiones [19], [20]...[21] y teniendo pre-
ente la [27], son:

ay=—1

ay = -5 K

w =+ K

ag = — 7z (K + KD

ar = =~ (Ko KD -

2 1
n —+'—V‘(K1+Ka)—‘7;‘(Ks‘*"Ks)

2 1
by = - Ky + — (Kx+K) —— (K, + Ko)
2 1
@y = — K +T(K1+2K3+K5)“;T;(Ks+2ks+ K7)

Los @B son idénticos, sustituyendo K por J, y los
5 y y se forman poniendo j y k, respectivamente.

Determinacion de las constantes de integracion
en la gaviota.

Para poder formar las expresiones [28] que nos
han de dar los valores de M, N, Q, S, T, Egn Egt
y Egf que nos interesan, nos falta solamente cono-
cer los valores de las constantes A, B, C, D, que
vienen impuestos por las condiciones limites o con-
diciones de sustentacion en las generatrices extremas
de borde.

Ya dijimos que todas estas tensiones y recorri-
dos producidos por el efecto de cada uno de los bor-
des, han de sumarse a los del efecto del otro borde
y a les correspondientes del efecto-membrana para
formar los valores reales. Designando con los stb-
indices p, v, n, 10s diferentes valores o expresiones,
segiin que sean debidos al peso, viento o nieve, res-
pectivamente, por () (M), seglin correspondan al
primer o segundo rérmino de las raices de Fourier,
y por () (') les correspondientes a uno u otro de
los dos l6bulos que forman la lamina total; recor-
demos también que cada una de las constantes A, B,
C, D, representa o estd formada per los seis valores
A, A, A, AL AT A%, B, B, ... correspondientes
a las cargas de peso, viento y nieve, cuyas leyes de
reparticion son distintas, y a los dos primeros tér-
minos de las series de Fourier, si, como dijimos al
principio, nos basta con estos dos primeros términos.

Como consecuencia de ello, en el horde comin
nos resultan las 48 incognitas siguientes:

i pl oI pl I pd 7] I d pl I pl
A dededdep A de dv Cdv D dv AdrzBdnCandn

U et el Il Adl gl ol pll A0l gI el ptt
ApBip Cip Dlip ATl Ccly Dy AinBin CinD'in

aoL g1, €L D AT B, C Dl Al B D
Al el Al C D A B S
a las que hay que afiadir las seis tensiones parciales:

t'p t, t, f"p t, ',
segiin la generatriz en la gaviota o arista de unién
de los dos 16bulos, cuya suma se fija como dato del
prohlema por razones econdmicas y de seguridad,
pera cuyos valores e importancias relativas se des-
conocen a priori; som, pues, 54 incégnitas.

Recordando que la gaviota es ortogonal, y que
en un borde cualquiera se desprecia el efecto del
borde opuesto del mismo 16bulo, por llegar sobrada-
mente amortiguado, las condiciones de equilibrio o
sustentacion en este horde comin de ambos 16bulos
plantean los siete grupos siguientes de ecuaciones,
con el total necesario de 54:

1) El recorrido radial del horde de cada 16bulo
tiene que ser igual al tangencial del otro y, por con-
siguiente (pasado el término de membrana al segun-
do miembro), se tiene:

A,’,ac+BQbC+CQcC+D{1dt=—t:fnd—r,f -
' 0
Al ay + Bl oy + Cil e+ DY dy=— Loty — 1

(El subindice m indica que se refiere €l simbolo




al valor correspondiente deducido como membrana
o 16bulo cerrado por las expresiones [11] a {17] ©
similares.)

Feuaciones que, repetidas para (;) () (VGGG
dan un conjunto de doce ecuaciones y €n las que e
subindice d se refiere al borde derecho, y el i, al
izquierdo, (Ll borde comin de gaviota es el derecho
del 16hulo T ¢ izquierdo del T1.)

Observemos que, ademas de las constantes des-
conocidas, se desconccen también los valores de 7/,
7!, que han de estar, a su vez, formacos por expre-
siones de la forma:

Aay+Bby+ Cop+ Ddy-tn. [31)

2) Tl equilibrio entre las fuerzas 0, Ny P da,
igualmente, las doce ceuaciones siguientes:

7 I I, r I
Ad aq + Bd bQ + Ctl e) +D(l dQ = Qnul + Ngl (32]
24
Allag+ Bilbg+ Cl cq+ Dfldq=— QI+ Nj
3) Tl equilibrio de momentos, da:
Alay - Blby -1 Cirey +Didy = — " 133]
. 3
Al ay + B by + Cfl ey +-Df dy=— '

Tin realidad, estas ecuaciones son una misma,
porque el primer miembro de la primera cs precisa-
mente la expresion del segundo de la otra, y vice-
versa; de modo que se obtienen solamente seis ecua-
ciones. | :

4) La tension unitaria de la generatriz de horde
en cada 16bulo tiene que ser igual a la del tirante
comun:

Alap + Blby + Chep |-Dydp = — Tha + 18 -
Alap 1Bl bp + Cil ep + D}/ dp = — Tryy + 18 |

Son doce ccuaciones.

5) La igualdad del giro de las normales en la
caviota da otras seis ccuacienes de la forma:

I _ g1 5

fy=10;. [35]

6) Las tensiones unitarias, segtin la generatriz,
correspondientes a peso, viento y nieve, para el pri-
mer término de la serie de Fourier, han de satis-
facer, en la gaviota, la condicion:

12

ast as¥t
ry= (Lo — 0 ax
dx dx

o (dS'{, ds{’)
> \ dx dx

(36]

y para ¢l segundo término de la serie, la condicion:

2 oI ol
' = (ds d ~ii—ig—l—-) dxi=
£ dx dx
6 137

r (dS"{, dS"f’)
T o9nt\ dx dx

Por consiguiente, se tienen las cinco ecuaciones:

oI a1 J II
as!, asi asth, dsy
tp dx_ dx [ fp_ dx dx
: ¥ Il ' 1 I
t, a8y dSy fn dSu _ 48
dx dx dx dx
"I " ,[ "[ “ II
as"yp ds"iy 48" _is_"ﬂ
Oy dx  de Do X S5y
t, d‘S"ﬂ,_ _ iiji,!,‘ 'y dS" _ dS"ir{
dx dx dx dx
N Al
dS dp _ dS ip
Fp gy 9 dx_
t, n dS"{Ip . ds”l'],l{
dx dx

a las que se afiade, per Gltimo:
£yttt =1 139]
con la que se establece en cl tirante la tension uni-

taria prevista, f, como mas conveniente y con la que
se tiene cl total de 54 ecuaciones.

La tension total en el corddn, serd:

v /4 b i
&= (ﬁ_u___"_s_l__"_si___‘is_ N
> dx dx dx dx
Az I : ol

+_d.§_"£____£l&£_) oL E (-‘_15_‘_’&__ [40]

dx dx 9 &t dx

w iz ol o .
48, N dsy,  dSy N ds'y, S ,.’,’,)

dx dx dx dx dx

Para resolver este sistema de ecuaciones, forme-
mos los sistemas auxiliares que se indican a conti-
nuacién:

Aa, +Bby - Ceg Dy =1 —=0|=0]=0\
Aa,+ BbQ—+CCQ+DdQ=0 =1|=0 e
AaM»}«BbMA—CcM~»}-DdM=0 =0|=1|=0(
AaT+BbT+CcT+DdT=0 =0{=0 _—-15

repetidos con los indices

@), (M @y ()




y para distinguir sus resultados, demos a las solu-
ciones del primer sistema el subindice {=1; a las
de los otros, sucesivamente, g=1, M=1, T=1.

s claro que si conociéramos los valores de los
segundos miembros de estos grupos de ecuaciones
en cl sistema general, el valor de una cualquiera de
Jas constantes descenocidas vendria dado por la suma
de los productos de los valores de estas’incognitas
en los cuatro sistemas auxiliaves [41] por los sc-
gundos miembros antedichos. Un ejemplo aclarard
esta idea mejor que cualquier explicacion: AI{{p
vendrd dado por:

gl B /i i
A dp — A dp((_":])x (— g mdp 1 ip) 4 A dp(Q="1 X
¢ ol I Ny i
X (= Quap+ N ip) +Agpm=nX (—Mm qi) + 42|
l g ' .
+Apr=1 X (— T'map + 1 pg);

siendo les paréntesis los valores de los segundos
miembros que aparecen en las ecuaciones [30], [32],
331 v [34].

Andloga expresion podria escribirse para B, &
y D y para los indices y subindices:
/ ’ . . ’ ’ " . ‘e v e
) Gy Gy CEny oy iy ity Gy o) G () G
pero para formar el valor antedicho (A'{lp)’ nos
faltan por conocer

i, Nipy Mipy T

en cuyas expresiones estAn las mismas constantes
desconocidas ; andlogas expresignes se obtendrian
para los valores correspondientes a 1os otros sub-
indices.

Por otra parte, el conjunto de valores ha de sa-
tisfacer Jos grupos de ecuaciones [35] v [38].

Podemes resolver el problema por aproximacio-
nes sucesivas, una vez resueltos los sistemas auxilia-
res. Demos unos valores cualquiera a los 7, N, My
t que entran en las expresiones [42] (cero, por ejem-
plo, o mejor, unos valores que a 0jo nos parezca
que pueden ceincidir con la realidad); con estos va-
lores podemos formar los valores aproximados de
las diferentes constantes A, B, C, D, aplicando las
expresiones [42], y con ellas, los nuevos valores de

dS .
7, N, 0 % dados por las expresiones:

'q=Aan+Bb-,I+ Cc-,]+Dd-,]+-qm
N=AaN+BbN+ CCN+ DdN+Nm
0=Aa0+3%+4u0+udy+%

ds ds
7?=A%+B%+C%+D%+7ﬁl

Para chtener la segunda aproximacion de valo-
res, A4, B, C, D, basta repetir el calculo de las expre-
siones [42], introduciendo en estos nucves valores de
ny de N, unos nuevos valores de M, fijados a sen-
timiento para que los dos valores 6! y 91, dltima-
mente deducidos, tiendan a igualarse como exigen las

ecuaciones del grupo [35], y unos nuevos valores
de ¢ que tiendan igualmente a satisfacer la ecuacion
del grupo [38], en cuyo denominador entre la ¢ en
cuestion, y simultaneamente la [39]. Volviendo a
formar las expresiones de N, 7, 8 %%, se pucde re-
petir el tanteo hasta obtener la aproximacion de-
seada.

La fijacién de estos valores por tanteos sucesi-
vos es relativamente facil; M influye muy directa-
mente en los valores de ¢ resultantes y nc es nece
sario que éstos sc igualen exactamente, bastando con
que las variaciones de M, que hacen cambiar de signo
el valor 8/ — 8! en dos tanteos sucesivos, esté den-
tro de los limites practicamente admisibles para M;
en cuanto a los valores de ¢, los tanteos son breves,
porque tampoco es necesario que la ecuacién [39]
cierre exactamente, hastando con que el valor o car-
ga unitaria del material sea aceptable.

Fig. 5. — Isobaras de mAximas compresiones en la super-
ficic media desarrollada.



Determinacién de las constantes de integracion
en los bordes exteriores.

T.os bordes exteriores o generatrices extremas 1o
comunes de cada léhulo van articulades y con libre
dilatacién Jongitudinal, pero ,sin posibilidad de mo-
vimientos transversales, ni horizontal ni vertical-
mente.

No se dispone en cllos tirante supletorio de la
Jamina, como en la gaviota, porque la armadura re-
sultante es pequefia v no sebrepasa la seccidn virtual
de la l4mina, lo cual permite simplificar mucho el
problema, pues pucden establecerse por separado los
sistermas de ecuaciones para peso, viento y mieve y
para cada término de la servie.

Tin efecto, para cada uno de cstos casos han de

-—_——;"/.,/;/_/4,// 7 -

Fig. 6.— Isobaras de méximas tracciones.
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verificarse las cuatro condiciones siguientes: Nulidad
del recorrido tangencial, nulidad del momento flec-
tor, nulidad del recorrido radial y nulidad del esfuer-
zo cortante por no haber tirante ni elemento que lo
absorba.

Resultan, pues, sistemas independientes de ecua-
ciones de la forma:
Aac—{—BbC%— Ccc—i— Ddc=—Cm
A aTI +Bb-q—-*— Cc.q-i— qu_—_—-—-qm

ds,,
dx

repetidos para (-) (;) (n) (») (}) (3), con los que
se determinan las incégnitas 4, B, C, D, correspon-
dientes a cada uno de estes seis casos.

Determinacion de las tensiones y los recorridos
totales.

Fstos valores son, en cada punto, suma de los
correspondientes a los efectos de los dos bordes y al
efecto de membrana.

Estos tltimos se deducen de las formulas {11-
17], aplicando los valeres correspondientes a los dos
primeros términos de las series.’

Basta hallar los valores para x=0 0 para

{ . .
X = -5, segun que las cxpresiones contengan

. X .
cos flio sen ﬁr, pues con ello quedan determina-

dos para otros valores de &

Como se trata de leyes sinusoidales sebre la di-
rectriz, es mas practico hallar sélo los maximos y
trazar graficamente los diagramas. Recuérdese que
es necesario hallar los valores. correspondientes a los
dos primeros términos de la serie (") ().

Para la determinacion de las tensiones correspon-
dientes a un efecto de borde, se calculan primera-
mente los valores de:

e/1o cos K, o el1o sen K, v eho cos ko

elto sen k, o

para distintos valores de o, y se dibujan en cuatro
curvas, haciendo coincidir las abscisas, con lo que
se pueden apreciar los puntos o valores particulares
de » més importantes, esto es, los puntos que mejor
han de definir el trazado de las curvas representati-
vas de los distintos @, b, ¢, d, formados por las sumas
de los productos de estos valores por constantes di-
ferentes.

Para estos valores particulares de o se hallan los
de a, b, ¢, d, correspondientes a las distintas cargas
y recorridos que interesan, de acuerdo con las expre-
siones que entran en [28], para cuya formacion se
habran formado primeramente los de «, B, v, 3, de-
ducidos de las [29].




Una vez obtenidos estos valores en cada 16bulo
para () y ("), se pueden formar las expresiones
[28] de las tensiones y los recorridos debidos a los
efectos de cada borde .para los valores particulares
de o, antedichos, a partir del borde correspondiente,
y trazar con ellos las curvas completas.

Tendremos asi, para cada tensién o recorrido ¥y
para cada carga exterior (peso, viento o nieve), las
nueve curvas correspondientes a los efectos de ambos
bordes v al de membrana y a los dos términos de la
serie, cuya suma algébrica nos dard el valor real

Trazadas estas curvas sumas, ha de hacerse to-
davia la combinacién mas desfavorable ‘de los valo-
res de pesc, de viento y de nieve para obtener la
curva de valores maximos positivos y negativos dc
cada tensién o recorrido a lo largo de la directriz.

Para determinar los diferentes valores en otras
directrices, o sea para valores de # distintos de O

l . : ,
y de =+ parece necesario aplicar las leyes (sen O ces)

T X ; 3nx
I2y (sen 6 cos)
[ : l

mino o parte de la tension o del recorrido, pero po-
demos admitir para el conjunto que las leyes de va-

riacién a lo largo de la generatriz sean parabolicas

, por separado, para cada tér-

para T y para M, lineal para S, constante para 0,
etcétera, como corresponde a la suma total de los
términos de las series respectivas.

De este modo podemos acotar sobre una planta
desarrollada de una ldmina los valores que interesan
principalmente, esto es, los de T, Q, Sy M, pues los
de N son pequefios y los de los recorridos en cada
punto interesan menos.

Conocidos los valores de T, Qs ¥ S en un punto
cualquiera, puede ya trazarse el circulo de Mohr
correspondiente, y graficamente, la direccidon y mag-
nitud de las dos tensiones principales en el plano
tangente a la lamina, y con ello, los planos de isos-
titicas y de isobaras de compresiones y tracciones
principales méaximas.

Con éstos y con los planos de isobaras de M, se
fijan definitivamente las direcciones y cuantias de
las armaduras y tensiones de trabajo en toda la la-
mina.

En las figuras se ven las formas de trabajo obte-
nidas en nuestro caso, y en un préximo articulo ve-
remos la correspondencia entre los resultados de este
calculo y los de las medidas hechas en modelo redu~
cido y en obra, asi como el comportamiento de la
misma. ’
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