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ESTUDIO TEORICO Y FOTOELASTICO
- DE EMPARRILLADOS |

Por E. TORROJA y L. VILLENA, del Laboratorio Central de Ensayo de Materiales.

5l Laboralorio Central de la Escuela de Caminos, que estd actualmente completando su ins-

talacion fotoeldstica, ha querido, jastmismo, contribuir a las mwvestigaciones quee abren nuevos

caminos a esta téenica; v ha desarrollado este importanie irabajo, en el que aborda el estudio

de emparrillados, a los que no se aplicd, hasta la fecha, el frocedimiento fotoeldstico. El tra-
bajo, subdividido en cuatro capitulos, serd objeto de éste v otro articulo.

§ 1. El problema del emparrillado.

Se entiende por emparrillado la estructura hiper-
estatica formada por dos sistemas de vigas que se
cruzan en forma de parrilla (fig. 1."), ¥y que estan
ligadas entre si de tal manera que, en cada uno de
los puntos de cruce o nudos, sean iguales las flechas
producidas en las dos vigas, una de cada sistema.
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IFigura 1.*

T.os elementos de uno de los sistemas son, gene-
ralmente, mas largos que los del otro y se apoyan en
sus extremos, constituyendo las vigas longitudinales
o largueros. Los elementos del otro sistema, cuyo
papel es repartir la carga entre los diversos largueros
e igualar flas flechas de éstos, apoyan solamente
sobre los largueros y se denominan vigas transversales
o viguetas. Los dos sistemas de vigas se cruzan, de
ordinario, ortogonalmente, pero a veces pueden
hacerlo bajo un 4ngulo distinto del recto. Las unio-
nes entre uno y otro sistema suelen ser por empotra-
miento mutuo, si bien pueden efectuarse tamhién ar-
ticuladas.

La acci6n distribuidora de cargas que rcalizan las
viguetas se denominard en lo sucesivo distribucion
transversal.

Si en un emparrillado se articulan entre si los tra-
mos de cada vigueta, quedaran los largueros indepen-

dientes unos de otros, no efectudndose, entre ellos,.

transmisién alguna de cargas y actuando como vigas
aisladas, apoyadas Unicamente en sus extremos. Al

sistema de vigas asi obtenido, en el que no existe dis-
tribucién transversal, se le denomina sistema funda-
mental del emparrillado en cuestion.

Algunas veces se aborda €l problema del empatri-
Hado, prescindiendo de los efectos de la distribucion
transversal, esto es, se sustituye el estudio de la es-
tructura en si por ¢l de su sistema fundamental. Por
tanto, se supone que una carga aplicada sobre un lar-
guero solo ejerce influencia sobre él mismo, y que
una carga aplicada en un tramo de vigueta se distri-
huye, segtin la ley de la palanca, solamente entre los
dos largueros vecinos. Parece l6gico pensar que de
tal manera tendremos siempre un gran margen de
seguridad, puesto que los valores de momentos y es-
fuerzos cortantes asi obtenidos serdn superiores a los
que en realidad experimenta ¢l emparrillado, Sin em-
hargo, se comprueba tedricamente que tal aserto es
falso y que en determinadas zonas. de las viguetas, y
precisamente alli donde se hallaban los maximos mo-
mentos positivos, se presentan en realidad momentos
negativos. En gencral, esta manera de calcular da cs-
fuerzos mayores que los reales para los largueros inte-
riores, y menores para los exteriores y las viguetas.
Iistos errores sen considerables cuando existen cargas
aisladas y cuando, como es corriente, el peso propio
de la estructura es muy pequefio — pueden llegar a
ser del orden del 40 al 50 por 100, por defecto, y
del 60 al 80 por 100, por exceso, sobre los verdaderes
valores — . Dichos errores resultan inadmisibles, dadas
las exigencias, cada dia mayores, de ahorro del ma-
terial.

Es necesario, pues, calcular el emparrillado como
tal, con lo cual obtendremos resultades mucho mis
seguros, a la par que ahorros considerables. La solu-
ciéon matematica de estas estructuras no ofrece nin-
guna dificultad tedrica. Ostenfeld (1) y Krabbe (2)
han expuesto sendos procedimientos para la resolu-

(1) Ostenfeld, Chr.: Lastverteilende Querverbinde. Ko-
penhagen, J. Gjellrup (1930).

(2) Krabbe: “Beitrag zur Behandlung von Triigerrosten™.
Bauing. 15 (1034), pags. 27-32.
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cién del sistema de ecuaciones que se establecen entre
las deformaciones elasticas del emparrillade, que han
de ser previamentz conocidas. Recientemente Me-
lan (1) ha expuesto un método puramente matematico,
que, por tener un minimo de peticiones de principio,
es denominado, por su autor, exacto. Pero el gran tra-
bajo de caleulo que estos métodos requieren, hace
aconsejable no emplearlos mas que en ciertos casos
muy importantes. :

Ademads, cuando, como es ordinario, existen nu-
merosas vigas transversales separadas por luces des-
iguales, cuando falta la simetria o varian los momen-
tos de inercia, cuando hay apoyos intermedios aisla-
dos, firmes o flotantes, o se presenta cualquier otra
suerte de complicacidn, el cdlculo llega a ser tan pe-
noso que se pierde toda relacién con la significacién
propia del fendmeno. '

Mas. facil y rapido es el método simplificado,
ideado por Leonhardt (2), que utiliza coeficientes de
distribucién transversal que pueden calcularse empi-
ricamente. Pero si bien con él queda reducido el
trabajo de cdlculo, a costa de la falta de exactitud,
éste es todavia excesivo, si se exceptian los casos sen-
cillos.

Existen también tablas auxiliares, por ejemplo, las
dadas por Melan para el empleo de su método, muy
comodas de aplicar, pero slo valen para casos scn-
cillos y simétricos, que pueden no corresponder al que

se presente, por lo que su empleo representa, a veces,

una aproximacion mds o menos ilusoria.

Junto a estos procedimientos de cdlculo, se¢ han
cfectuado numerosos ensayos en modelos reducidos
(fig. 2.). Cuando el modelo estd hien elaborado y las
medidas se hacen con gran precisién, los resultados
obtenidos llegan a ser mas exactos que los del cdlculo,
que, generalmente, parte de hipétesis incompletas o
restringidas. Pero estas exigencias son, a menudo,
dificiles de cumplir y entences los resultados adole-
cen de inseguridad.

La obtencién de los valores de momentos flecto-
res y esfuerzos cortantes, a partir de las medidas
efectuadas en modelos reducidos, puede efectuarse
por diferentes caminos:

1. Determinando las superficies de influencia co-
rrespondientes a las flechas y empleando el método
de Ostenfeld-Krabbe.

2. Obteniendo las superficies de influencia corres-
pondientes a las reacciones de apoyo provocadas en

(1) Melan, E., y R. Schidler : Die genane Berechmung won
Trigerrosten. Wien, Springer (1042).

'(.2) Leonhardt, F.: “Die vereinfachte Berechnung zwei-
seitig gelagerter Trigerroste”, Bautech. 16 (1938), paginas
555-557. Anleitung fiir die vereinfachte Trigerrostberechnung
Berlin. W, Ernst & Sohn (1940). ‘

L

TFigura 2.

los nudos, y calculando, a partir de ellas, las super-
ficies de influencia de fuerzas y momentos, segtn el
método de Schaechterle (1).

3. Obteniendo directamente las superficies de in-
fluencia correspondientes a fuerzas y momentos, por
articulaciones en el modelo, segtin los métodos de
Gottschalk (2), Beggs (3) y Abd-el-Wahed (4).

4. Determinando los coeficientes de distribucién
transversal, como cocientes entre flechas en el em-
parrillado y en su sistema fundamental y utilizando
el método de Leonhardt.

Como se puede apreciar, cn todos los casos son
necesarios cilculos méas o menos largos, que han de
afiadirse, cuando se trate de modelos complicados, a
la gran complejidad y elevado coste del procedi-
miento.

El frecuente empleo de emparrillados en tableros
de puente y otras estructuras, unido a las dificulta-
des que, como se acaba de ver, entrafian la resolucién
analitica exacta o por modelos reducidos, hacen que
sea de particular interés el estudio de un método prac-
tico de resolucidén experimental, como el que propor-
ciona la TFotoelasticidad. Segiin nuestras informa-

ciones (5), tal estudio no ha sido intentado hasta la
fecha.

(1) Schacchterle: “Verfahren zur Ermittelung von sta-
tisch umbestimmten Grossen und deren Einflusslinien an Mo-
dellen”, Bautech., 11 (1933), pag. 390.

(2) Gottschalk, O.: “Losung statischer Aufgaben mittels
Kontinostat”. Beton und Fisen. 26 (1927), pags. 286-292.
Puede consultarse también: Rew. Centro Est. Ing. Buenos
Asires, 244 (1922), pig. 4, v Anales Soc. Cient. Argentina
(1923), pag. 177.

(3) Beggs, G. E.: “Der Gebrauch von Modellen™. Beton
und Eisen. 26 (1927), pags. 300-304.

(4) Abd-cl-Wahed: Dic Gelenkmethode. Berlin (1031).

-(5) Véase como mdis reciente estudio sobre el proble-
ma, con abundante bibliografia: Marten, G.: “Zur Er-
mittlung von Einflussflichen fiir torsionfreie Trigerroste
mit Modellen”. Fort, und Forsch, im Bawwesen. A 1 (1942),
pags. 25-30.
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§ 2. El método fotaelastico.

La Fotoelasticidad, nacida de la feliz conjuncién
de dos capitules de la Fisica Tedrica: Optica y Elas-
ticidad, es un método experimental que permite deter-
minar el sistema de esfuerzos eldsticos en el interior
de un sélido, pieza de maquinaria o elemento de
construccion, mediante la observacion de la ariisotro-
pia optica, que, bajo la accién de fuerzas exterioges,
aparece, acompaiiando a la anisotropia . mecafiica’ y
siendo fiel refléjo de aquélla, en ciertos materiales
transparentes, como vidrio dptico, celuloide y algunas
resinas artificiales. La Fotoelasticidad, aplicable en
un principio sélo a los casos elasticos planos, va
extendiendo su campo de accién gracias a numerosos
Laboratorios e investigadores de diversos paises, que
se dedican a profundizar en tal tema y a hacerlo
aplicable a problemas cada vez mas complejos.

Junto a ello, y a pesar de las dificultades moti-
vadas por la guerra, muchos centros de estudio, de-
pendientes de las grandes empresas constructoras, po-
seen ya instalaciones fotoelasticas y analizan por este
método las diferentes solucicnes que pueden darse a
la resolucién de un problema; bien para elegir, sin
necesidad de emplear el caloulo, la mas econémica de
entre todas ellas, bien como comprobacién de calculos
ya efectuados, bien en un estilo intermedio, como es-
tudio previo que permita limitar el trabajo posterior
de calculo.

Puede, pues, asegurarse que cuando la investiga-
cién internacional tome nuevamente sus cauces nor-
males, la Fotoclasticidad pasard a un primer plano,
tanto en las elucubraciones tebricas, como en las
aplicaciones pricticas.

Como se ha indicado, la aplicacién de la Foto-
clasticidad a los problemas planos estd totalmente es-
tudiada, sus fundamentos teéricamente deducidos y
sus resultados practicamente comprobados. Pero no
cs ahi donde este método puede sernos mas fructifero.
En primer lugar, se presentan diariamente estructu-
ras no reducibles a un problema eldstico plano; en
segundo lugar, es posible, frecuentemente, hallar una
combinacién afortunada de funciones biarmodnicas
planas que satisfagan a las condiciones limites a que
debe ajustarse la funcién de Airy para el problema
en cuestién y nos dé su solucién exacta. Por el con-
trario, .es siempre dificil la resolucién tedrica de los
problemas eldsticos de tres dimensiones, maxime
cuando se trata de estructuras hiperestaticas, siendo,
por tanto, en estos problemas dende estd mas indicado
y se hace mds necesario el uso de métodos experi-
mentales.

Por ello, la finalidad de las investigaciones actua-
Jes sobre la Fotoelasticidad es llegar a resolver el caso
eldstico tridimensional, con tedas cuantas complica-
ciones estaticas y dinamicas puedan imaginarse. Tiene

para ello este Método una gran ventaja, pues no ne-
cesita hacer ninguna clase de supuesto$ sobre liga-
duras, empotramientos o cualquier otra clase de ele-
mentos estaticamente determinados, sino que, repro-
(luci_endo fielmente el modelo real, el método, sin mas,
da cuenta de todas estas indeterminaciones. En este
sentido se han orientado los trabajos de Solakian (1)
y Hetényi (2), en Norteamérica, y de Oppel (3),
Hiltscher (4) y Monch (), en el Laboratorio de Foto-
clasticidad de la Escuela Técnica Superior de Mu-
nich, dirigido por el Profesor Foppl (en el que uno
de los autores ha trabajado durante medio afio), que
han conducido a un procedimiento para estudiar di-
chos problemas espaciales, €l llamado método de la
“congelacién”, que permite resolver totalmente este
caso, si bien todavia no ha adquirido una puesta a
punto prictica y sencilla. El Laboratorio Central ha
atendido con especial interés esta técnica, y estd, en
estos momentos, completando su instalacién fotoelds-
tica y adecudndcla para toda clase de ensayos, con
la eficaz ayuda que le ha prestado la Superioridad,
por lo que se complace en expresar aqui su agradeci-
miento a todos.

Independientemente de ello, ha querido contribuir
a los trabajos de Laboratorios e investigadores des-
tinados a abrir nuevos camincs en el campo de la
Fotoelasticidad, estudiando el problema del emparri-
llado, hasta ahora no abordable fotoeldsticamente, ya
que se carecia de la necesaria justificacion tedrica y
del método experimental de realizacién préctica.
Otros ensayos en curse permitirdn estudiar diversas
clases. de estructuras, elasticas y plasticas, teniendo
como meta ambiciosa €l poder llégar a la resolucion
integral de grandes estructuras espaciales, cuyo célcu-
lo es, hoy en dia, practicamente inabordable.

A pesar de la posible aparicién de pequefios es-
fuerzos de torsion en una pieza cualquiera del em-
parrillado, por efecto del desigual giro que en los nu-
dos le impone la rigidez de sus enlaces con las que
la cruzan normalmente, se puede considerar que en
cada una de ellas reina un estado de tensién cuasi-
plana, ya que estas tensiones tangenciales de torsion
no alteran el estudio fotoelastico del fenémeno de

(1) Solakian, A. G.: “On the hydrodynamic analogy of
torsion”. J. App. Mech. 3 (1036), pag. A. 31.

(2) Hetényi, M.: “The fundamentals of Three-Dimen-
sional Photoelasticity”. J. App, Mech. 5 (1938), pags. A.
149-155.

(3) Oppel, G.: “Polarisationoptische Untersuchung rdum-
licher Spanungs- und Dehnungszustinde”. Diss. Miinchen
(1036). Forsch. Ing.-Wes. 7 (1936), pags. 240-248.

(4) Hiltscher, R.: “Polarisationoptische Untersuchung des
viumlichen Spannungszustande im konvergenten Licht”. Diss.
Miinchen (1038); Forch. Ing~Wes. 9 (1938), pigs. 01-103.

(5) Mionch, E.: Diss. Miinchen (1943).

~
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flexion, siempre qite nos limitemos al caso de peque-

fias deformaciones. En efecto: las componentes que.

actian en elementos superficiales paralelos al rayo
lumineso no ejercen influencia alguna sobre él, y las
que lo hacen, segin planos perpendiculares a dicho
rayo, tienen, a uno y otro lado del plano medio o de
simetria de la pieza, valores iguales y de signo con-
trario, por lo que se anulan sus efectes.

No existe, pues, inconveniente. alguno de indnle
tedrica, que impida el examen fotoelastico de un mo-
delo transparente del emparrillado. Pero al estudiar
la realizacién practica se comprende (ue, por estar
todos los elementos practicamente a la misma altura,
aun en estado de deformacion y por tener que efec-
tuar horizontalmente la observacion fotoeldstica, nor-
malmente a las fuerzas aplicadas, se confundirian las
imigenes en todas las vigas atravesadas por la luz
polarizada, se sumarian sus-efectos opticos y se ob-
tendria, en definitiva, una imagen borrosa, imposible
de interpretar.

Un primer artificio para salvar esta dificultad
serfa (fig. 3.") introducir a ambos lados de la viga,
linica investigada, dos espejos a 45° con la vertical,
encargados de que un haz de luz polarizada, que lle-
gase verticalmente, se reflejase en el primero, atra-
vesara horizontalmente la viga a investigar, y, tras
de reflejarse en el segundo, pudiera ser observado ver-
ticalmente de nuevo.

Tal procedimiento, sin embargo, tiene una prime-

ra desventaja de indole experimental, por precisar un
montaje especial, en el que se estorbarian mutuamen-
te los sistemas de aplicacion de cargas, los espejos y
los elementos del montaje fotoeldstico. Pero existe.
ademds, otra razén de tipo Optico: Si el angulo de
incidencia fuese el correspondiente a la incidencia
brewsteriana, de unos §7° para el vidrio, la luz emer-
geria tras de ambas reflexiones totalmente polarizada
en el plano de incidencia, esto es, el vertical, obli-
gandonos a utilizar los espejos como polarizador y
analizador. La luz que atravesaria entonces el modelo

estaria, pues, verticalmente polarizada, y como el se-

gundo espejo que automdticamente analizaria la luz
sclamente dejaria pasar la componente vertical de la
luz birrefractada, seria imposible la observacién de
isoclinas, y sélo mediante la adicién de dos 14minas
cuarto de onda, podrian observarse isocrcmas en
campo claro (1), con las complicaciones e imperfec-
ciones acarreadas por un tal fotoelasticimetro de re-
flexién. Eligiendo otro angulo cualquiera, por ejem-
plo, 45° no son puros tales fenémenos, por lo que

, (1) Villena, L.: Fotoelasticidad. Publicaciones del Inst.
Tée. de la Constr, y Edific, nim. 22 (1044), pags. 100 y 171,

no se pueden utilizar amhos espejos como analizador y
polarizador, pero la polarizaciéon parcial sufrida en
las dos reflexiones parturba «le tal manera la obser-
vacion que convierte el método en muy imprecise. Por
ultimo, en cada operacion, solamente seria posihle
examinar el tramo de una sola viga, comprendido en-
tre dos nudos, lo que alargaria considerablemente el
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Figura 3.*

tfiempo preciso para cada chservacion, obligindonos a
tener el modelo mucho tiempo bajo carga, con los
consiguientes peligros de reactividad, efecto borde,
etcétera. ' .

En vista de ello se abandend este camino y se ha
llevado a la practica un método que, propuesto por el
ya citado profesor Foppl, estd hasado sobre ideas to-
talmente nuevas y permite, econdmica y practicamen-
te, la investigacién fotoeldstica simultinea de todas
las vigas de un sistema, esto es, de todos los largue-
ros o de todas las viguetas de un emparrillade, cual-
quiera que sea su forma y complicacion.

En este trabajo se da cuenta del nuevo método,
asi como de su aplicacién a un caso sencillo y facil-
mente comprobable de calculo, En el Capitule T se
da una exposicién abreviada y, en ciertos puntos re-
formada, del método de ciloulo de Melan, aplican-
dolo al caso elegido. En el IT se hace un calculo sim-
plificado del emparrillado en cuestién, utilizando el
método de Leonhardt, cuyos fundamentos se explican
brevemente. En el Capitulo III se exponen las bases
del nuevo método fotoelastico y los resultados obte-
nidos con. el modelo examinado. Finalmente, en el
Capitulo IV se da un resumen comparative de los re-
sultados hallados por los diferentes caminos para de-
ducir el grado de concordancia de los resultados.
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CAPITULO I

CALCULO EXACTO (1)

§ 3. Nomenclatura.

Considérese (fig. 4.") un emparrillado con m 4+ 1
largueros, que se designan por ¥y =0,1,2,..,Mm, ¥
n - 1 viguetas, contando las que unen los extremos
de los largueros (por lo que quedan » — I interiores),
a las que se hace corresponder x =0,1, 2, ..., #. El
punto de cruce del larguero y con la vigueta ¥, se
denomina nudo xy. Una seccién cualquiera se indi-
ca con £y en el larguero y, y con am, en la vigueta .
Quedan, pues, reservados los simbolos # y (constan-

m

il L L L L

una fuerza o reaccién de apoyo C xy» que se consi-
derard positiva cuando actile hacia arriba, sobre el
larguero, y hacia abajo, sobre la vigueta.

Istos mismos simbolos afectados del superindi-
ce®, representaran las correspondientes magnitudes
en el sistema fundamental.

Siguiendo estas convenciones, se representaran
por :

a,, la distancia entre los largueros y —1I ey,

que pucde ser distinta para los diferentes pares de
largueros; esto es, se supone que:

a,=aa,; {1}

en que @ es un valor fijo y a, un coeficiente, variable
para cada par de largueros.

7

’

tes y enteros en cada supuesto) para indicar las vigas
de ambos sistemas, y las variables &7, para los pun-
tos arbitrarios intermedios.

Cada magnitud vendrd afectada de dos subindi-
ces, que indican el punto del emparrillado al que co-
rresponden, Para indicar los puntos de aplicacion de
las cargas, se empleardn los mismos subindices con
un guién superpuesto.

Asi, las fuerzas que actdan en las secciones & de
un larguero cualquiera vy, vendrin representaclas
por P £y -

Las flechas producidas en las distintas secciones
de los largueros, se designaran con g, y las que co-
rresponden a los nudos, que sen comunes a la vi-
gueta, con Byy

Los momentos flectores en los largueros, se de-
signan con M., , mientras que los producidos en las
secciones de las viguetas, correspondientes a los nudos,

se representan por' M _ .
Xy .
En cada nudo se ejerce, entre larguero y vigueta,

(1) Véase la obra anteriormente citada, de E, Melan
y R. Schindler.

s Ey w7 Figura 4.*

J Xy el momento de inercia de la vigueta x-en el

tramo comprendido entre los nudos *y—1 y x 9.
Se supone invariable en cada tramo, pero susceptible
de tomar, en cada une de aquéllos, valores diferentes;
csto es, se supone que:

— —

Ty =Tix Jy 2]
en que J es un momento de inercia fijo, y j, jy dos
coeficientes variables con & e ¥, respectivamente.

J £y el momento de inercia del larguero v, que
puede variar continuamente a lo largo de él; esto
es, se supone que: :

.I'__"y =‘IE Ty (31
en que ]E representa un momento de inercia, va-
riable a lo largo del larguero, y Ty un coeficiente dis-
tinto, en general, para cada larguero.

Finalmente se introduce, para simplificar la es-
critura, las magnitudes:

k=‘a2

EJ'

a [4]
-2 .
ky = —

Jy
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§ 4. Planteamiento de las ecuaciones funda-
mentales.

Al someter el emparrillado a la accién de cargas,
aparecen, en las secciones de las viguetas corres-
pondientes a todos los nudos interiores, los momen-
tos flectores M xy ? llamados momentos de apoyo de
las viguetas, Al mismo tiempo adquieren los iar-
gueros flechas Szy, que para los nudos serdn 2 v
Limitindose al caso en que no hay cargas aplica-
das sobre las viguetas (1), y aplicando el teorema de
Clapeyron entre los momentos y las flechas de tres

mente soportan, las reacciones originadas por los

momentos de apoyo M __, que, en cada nudo, valen:

) 1ol

en que, como ya se dijo, se atribuye a las C” va-
lores positivos cuando actGan sobre el larguero,
hacia arriba. Asi se obtienen las (n 4 1) (m 4 1)
eouacicnes que faltaban,

xy?

M,y

M M — Mgy,

Ayt

xy-1"

ay

C X

Xy

La flecha & y e la seccion & del larguero 1y, que

’/
’I
#] mmme——- st bl
"y - Mxyol /
ny.d /
p 1A
y e
7 "xy /
x
, bx/
y-4 M L e
/xyol
x Figura 5.*

nudos consecutivos, ¥ y—1, &9,

Yyt (fig. 5,

se tiene:
a a a —
v y y+!
= Mxy-—) +2 ( - po Mx.v+
6ijy 6 ijy 6ijy+l
a — 2,4 — 2
+ _‘——.}:H Mxy+l + =2 a = —
6 ijH_, y
_ Zxy — Zxy+1 =0 (5]

Ty+1
Jue puede ser escrita para

x=0,1...n e y=11,2,...m—1,

cuidando de poner M, =M =0, ya que en los
extremos de las viguetas no pueden existir momentos.

‘En el sistema de ecuaciones asi formado figuran
(n -~ 1) (m— 1) incégnitas M, y (n- 1) (m+ 1)
incognitas 2, mientras que sélo se dispone de (n + 1)
(m —1) ecuaciones. ,

Para obtener el resto, se considera que sobre los
largueros actiian, ademds de las cargas que directa-

(1) El caso de viguetas cargadas cs facilmente reduci-
ble a éste,

figura en [5], puede ahora expresarse por la co-
rrespondiente flecha 29 en el sistema fundamen-
tal, menos la influencia de las reacciones de apo-
yo ny en los nudos; esto es:

ny=z:y "".__}: Oxy?c'cx.v:z;?y +
x=0
no0 = (Mz,_ — Mg, Mz, — Mg,
+ 3 X (M"y_" 2 le) (7]
¥=0 1 ay yH
x=01..m y=01,...m),

en que 6 )% €8 la ordenada en el punto # de la linea
de influencia correspondiente a la flecha en la sec-
cién x del larguero y del sistema fundamental, que,

-

. 0 .
en virtud de [3], ha sido sustituida por %, sien-

y
do 6 = la correspondiente ordenada para el mismo

larguero del sistema fundamental, con momento de
inercia J& , es decir, para el que v, = 0.

0 —
x
Utilizando la linea de influencia 8, -~ = g ) pue-
——r . X8 Ty
de expresarse 29 , por:
o __
ny = EPEJ’ Tv ’
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siendo Pzy la carga que actila sobre el larguero,
con lo que la expresion anterior toma la forma:

o Dy
2, =XP. ——
*y EY Ty r .
B C _ _ (8]
s 0x ¥ (M'Ey—l _M}'y _ M,_\"y"—M;yH)
.\':D Ty Gy ay+1

Puesto que para los nudos extremos y=o e
v =m, las reacciones de apoyo C\,y, debidas a los

momentos M\_y de la’ vigueta, se reducen, respecti-

M.\‘IH——

M
X1 1 ~ .
vamente, a—-—, , se han de afiadir como nue-

a A

vas condiciones en los contornos, que:
M, _,= M.\'/n—}—l =0

Utilizando 1] y [4], se pueden escribir las
cenaciones fundamentales (5] y [8], en la forma:

ko1 = = =
7;— —0— (ky Mxy-—‘l + 2 I/(y + I{J'-i‘l.l Mxy_*_ky—{-l Mxy—H) +
. RBxy—1 " Zxy Zey ™~ Fxy+1 =0
AC ot N, A S SRS Aut e
%y %y+1
(x=0,1,...m y=12...m—1)
t 04
Z'\.y = Ep-é'y Ty -+
om0y Mz — Mz, M3y — My,
+ B
x=0 y ay a)”i"
(x=0,1,...n; y==0,1,...m),

que, si se introducen los simbolos
- 1 — —
D (ky, Myy) = ry (ky Myyy + 20k + Ky ] Mgy +

+ ok My ) (9]

A (E.\'y) _ RAxy—17 Ay 2xy 7 Zxy+1

%y Cy 41

%y

quedan reducidas a:

a

£.D (k, Fy) + 8 (ny) —o

x y
(x=0,1,...m; y=12,.m-—1)
t 0 - ~ = (1]
zxy'—)%P— ak: + g‘ EE: A(——Mxy)
gy Ty =0 97y a,
x=0,1,...n y=0,1,..m),

con los valores de contorno:

My _, =A_4x0=Mxm=Mxm+l= 0.

en que el nimero de incognitas es igual al de ecua-
ciones.

§ 5. Obtencion de soluciones particulares por
separacién de variables.

TTai: de buscarse ahora’ soluciones particulares -
del sistema fundamental [10] que posean la forma:

ny= 2y Vy’

— [11)
Myy=Ucwy,

cumplicndo las condiciones de contorno:
W_ = W= Wy =Wy = 0.

Si se lograse encontrar un namero elevado de
tales soluciones:

U
"

y

)

0 1 ’l i .
ZeVyo ZoVy ey ZeVyy oo

(] 0 1 1 i i
way, Ug Wy ooy way, ceey
se obtendria la solucion general del sistema por suma
de las soluciones particulares:

i
_ i i
Zxy Zz vy, (2]
. i
My, =*U, wi.

Introduciendo las expresiones [11] en los sim-
bolos [9], se obtiene:

= !
D (ky Moy = Uy == (ky oy + 21k + Ky i) Wy +

+kypy Wypa) = U Dty wy );

r4 Vy__1—V v, —V 1
s - )
y &y y -1

y analogamente:

M w
A( xy)=UxA(_L),
ay . ay

por lo que el sistema [10] se transforma en:

k : .
U, D (kywy) +2,A (ly_) =0

x %y
§ 0, n ) ~=Uz w
zx v =E P. E + E XX X A ( y .
Y Y = Ty o
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. La primera de estas ecuaciones da, por separacién
de variables:

A (_VL)
kU, a,

jx 2_\' D(ky wy)

en la que el primer miembro depende sélo de v v el
segundo sélo de y. Para satisfacerla, han de ser in-
variables ambos miembros, por lo que se puede poner,
sin restriccién de la generalidad :

kU,

—_— =1, 0 sea:
Jx 2y

Jx .
U.\‘:szi [13]

de donde:
vV
D (k,w,) + 4 (-—) =0.
Gy

La segunda ecuacién, por su parte, exige, para
que sea posible la separacién de variables, que P—
y

pueda expresarse én la forma Pz, Ty obteniéndose
3
entonces, tras de dividir por »

\ A(.'_V!_)
+ v o5 Vel

= Yxx—=
X=0 O

[ ReTaM}

>
~X

.:n[

Pg 0=

cuyos dos miembros deben depender solamente de x,
para lo cual debe verificarse:;

=—1\, [14]
Ty Vy

en que A es una constante. Gracias a ello y a [13],
podemos escribir la anterior expresién en la forma:

£ no\je :

—_\ 2 x 2= —_

ZX—LPE Bx-é =0 ak 2% s
X=

Asi, pues, la flecha ZEY en la seccion € de un lar-

guero, y, y el momento M xy €0 €l nudo 2y de una
vigueta, vienen dados por las expresiones:

By TR Yy,
i Jx 2x [15]

My:way:"-"k_wy’

siempre que la carga aplicada en el larguero pueda
Ser representada por:

P =p

£y [16]

determinandose v, w, por el sistema de ecuaciones:

D(kywy)+A(l;y_)=0 (y=12,...m—1)
Y (17

Py 0,1
A -—a-y— +)~'{y Vy=0 (y"‘ ' I"'"l)

con las condiciones de contorno:

W_ = We=Wy =W, =0,

v viniendo g, y 2; dadas por la solucién de las ecua-
M =

ciones:
noNj3 E
Z, + 2 gz lex=2p; 0x7=zg [1e]
—o ak s s
(x=0,1,..n)
n )‘j-— n — 50
sh B =z ler=2p.0 =% [19]
N =09 N °oT?

Siendo conccidas las soluciones A, v,yw,,asi
como la magnitud z _, pueden de’termmarse en v1rtud

de [6], [13] y [14] las fuerzas de apoyo entre
largueros y viguetas, debidas a los momentos de apo-

yo, por:

c =..A(Mw)=_ia(_“‘w)=
y

jx wy jx)‘
=2 A =z, ——V . 20
* (“y) * 0% y Ty {20]

Si se imagina que la carga P—;y se reduce a p-g-
S '

esto es, si en la férmula [16] se hace v,
la anterior expresion se reduce a

:-yy = I,

ak

que representard la reaccién de apoyo producida por
pg enun emparrillade, cuyos largueros son todos igua-
les entre si. Gracias a ello, se puede escribir [15] y
[20] en la forma:

w

M,,=aC,—%,
Xy LY
Cx}',zcx V}, T,V.

Finalmente, el momento flector M yen la seccién
£ del larguero vy, vendra dado, anilogamente a lo que

sucedia con las flechas [7], por el correspondiente
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momento M%, en el sistema fundamental, menos la
4
influencia de las reacciones de apoyo C\,J_. esto e

- o Y
IW:),—MEJ, - = C:\j‘v P‘,-" =
N=0 : ¥
£ n ey
S \ .
=NPon o - ¥ Cop- Voot [21]
Ey VBT Xep Y Tix VU

en que p, ¢ representa la linea de influencia corres-

L E
33
pondiente al momento en cl sistema fundamental, y
M} £y el momento que corresponde, en el sistema fun-
damenta], a la carga P P— Vi iy

De una manera amluga a lo hecho para las re-
acciones de apoyo, se ve que:

4]

m
M;-_‘,=(§.:~P:—\l.,;~ Y Cip, =]V

4 £ Exi Y

Ty =M £ Yy iy

g

x=0

enque M, es el momento creado por la fuerza p-
S g

en un emparrillado con J = /

§ 6. El sistema de ecuaciones en v, W, .

ILas expresiones [17] forman un sistema simul-
taneo de dos ecuaciones diferenciales de segundo
orden. Para valores arbitrarios de A, solamente posee
la solucidn v, =w, = 0, sin valor real, ya que im-
plica la anulacién de ng By Y A_J”, y corresponde

al emparrillado descargado. Pero existen m + 1 va-
lores determinados de A llamados walores propios:
AN L, Af , --- (que se ordenan en sentido creciente),
a los que corresponden otros tantos sistemas de va-
lores de v,y w, O soluciones propias:

i i i i i i ;
VarVis oo Vi oo Vg Y Wy Wop e Wy oo Wy (1=0, 1,

A cada uno de los m.+ 1 valores propios, correspon-
den m 4 1 valores de v,y m—1de w, . Los dos
primeros valores propios, A° y A, son nulos; los res-
tantes son siempre positivos. A A% Al corresponclen
siempre valores nulos de 'zv;{y w},, mientras que 7/3 es
constante y v} varia linealmente con 4.

Si v; y w ; son soluciones, también lo son tras

de multiplicarlas por una constante arbitraria. Dicha
constante es elegida de tal manera que se verifique:

) (v)yn="L [22]
y==0

con lo que las magnitudes V;, V 1, estin normalizadas.

: i h . O
Entre dos soluciones, vy y vy , correspondienies
a los valores propios Af, A, se verifica la condicién:
m
\\
Ji

y y Ty 01 [231
e it e o Vo hyT .
que indica que las magnitudes v, VTy Yy v V(y son
ertogonales.
A cada sistema de valores N v’ wj’,, corresponderi,
en virtud de [10], un estado de unga

) [24]
viniendo dadas las {lechas, momentos de apoyo, fuer-

zas de reaccion y momentos {lectores por ella produ-
cidos, por:

zéy = zé vi,
My, =a cl — u {’
3 25
C;J, = Cf; v; Ty
Mé = Ml ! Ty

Como al valor propio A\° =0 corresponden so-
luciones prepias ) COl]StliIlléS?Vfng representa una
carga que actfia, sobre todos los largueros, propor-
cionalmente a sus momentos de inercia, y ~9J, no de-
pende de vy, teniendo todos los largueros la misma
deformada. No existen, pues, momentos flectores
M 0 y en las viguetas, anulandose también las fuerzas
de apoyo C‘;y , como puede deducirse de wg = 0.

Al valor propio M = ( corresponden valores de
vy , que varian linealmente con y, por lo que la carga
P,.y produce en el emparrillado una deformacion tal,
que las secciones ¢ de todos los largueros estan en
linea recta, permaneciendo indeformadas las viguetas,
en las que no se originan momentos de apoyo M Tey
ni fuerzas de reaccion C'y, , como se puede compro-
bar con w; = 0,

Solamente en los estados de carga correspondien-
tes a ¢ 7 2, aparecen momentos de apoyo M yy fuer-
zas de reaccion C,

§ 7. El sistema de ecuaciones en Z’\,

Las flechas #% deben cumplir, en virtud de [18],
el sistema de ecuaciones

: ziO—
X XX
o ak X
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y las zé cumpliran condiciones andlogas. Estas ecua-
ciones dan una sencilla interpretacién de los valores
z’E y zi .
Considérese un larguero del sistema fundamental,
con momento de inercia jE (yy = 1), apoyado elds-
ticamente en los puntos correspondientes a los nudos
(fig. 6.4), de tal manera que las flechas ¢! , que en ellos
toma, originan unas reacciones de apoyo

Ci= 2
en las que las constantes B’ se denominardn coefi-
cientes de apoyo elastico.

elasticamente en los nudos, con coeficientes de apeyo
elastico
o J
bl = ———. 26]
ak

A cada carga P';y corresponderd, a consecuencia del

. i . . i
factor A’ , un determinado valor del coeficiente B% .
Para cada valor de ¢ se tendrd, pues, un larguero con
memento de inercia Jg (yy,=10y coeficientes de apo-
yo elistico B, que se designan abreviadamente por

TR

Sistema 1",

Waw =
3

Figura 6.

En virtud de esta hipdtesis, podremos obtener la
deformada de la viga eldsticamente apoyada, a partir
de la deformada de la viga libre, restdndole la influen-
cia de las fuerzas de apoyo. Si Gegrepresenta, como
hasta ahora, la ordenada en el puntog de la linea de
influencia correspondiente de la flecha en la seccion &

Como ya se ha dicho en el parrafo anterior,
A = Al = (), por lo que en los sistemas “0” y “1”

0 1

faltan los apoyos en los nudos. Por tanto, 2¢ y st

correspondientes a las cargas p;oy y pr , son iguales
g 3

a la deformada del larguero libre en el sistema fun-
damental con momentos de inercia J o

™

s
° 19;, / / ”
2 ng
& p ',"‘ /_VD
174
r L"
/D / / lp’;/ /D
0
A ! 2 5 /.?
°
ot 0N
- >
>§ o
a’ - +
. _,;_, * >: ..->g
n.;' % an
= | |
-~ - ~  SISTEMA"{"
AN e = ...'..«g --:N:e— EN
%1 % k-

)
2

de la viga sin apoyos intermedios, la flecha que el
larguero eldsticamente apoyado, con coeficientes S,
experimenta, bajo la carga p = , viene expresada por:

=
-
-
L2y

n

x=0 ’ x=0
Comparando esta expresién con [19], se ve que

aquélla se puede concebir como deformada de un lar-

guero con momento de inercia J 5 (yy = 1), apoyado

IFigura 7.4

Gracias a la circunstancia de poder considerar a
s, como deformada de un sistema “i”, se pueden de-

11
12

2
terminar dichas magnitudes sin necesidad de resolver
el sistema [19]. Analogamente, tampoco se necesita,
para hallar las demds magnitudes, resolver <l siste-

ma [18]. Una vez conocidas 2z f:_ y z; , se puede ob-

tener, en virtud de [25], las diferentes soluciones
] — ; .

particulares de Myy, Cxy ¥y M’Ey .



PaAg. 1606 REVISTA D 1

OB RAS

PUBLICAS Abril 1944

§ 8. Obtencién de la solucién general.

Ll sistema [17] posee i - 1 soluciones diferen-
tes 'Uy , wy , alas que corresponden otros tantos va-

lores de zpy Mxy » Cxy, Mrv , dados por [25]. La
solucion general del sistema [Io] se obtendra super-
poniendo todas estas soluciones particulares por me-
dio de [12].

Supongamos (fig. 7.") que sobre el emparrillado
actia una carga arbitraria, representable [24] por

m i
Cplo= 0
P;y A
£

\ p vy ry
li=0

4

ngz

Iintonces, la carga correspondiente a cada sistema “1”
viene dada por

puede observarse, la sumaciéon para M <y comienza

por el término ¢ = 2, ya que en los estados de cargas
i =0, 1= 1, no aparecen momentos de apoyo. Tam-
hién la sumacidn de C comlenza en el valor 1 =2,
=0

Si se supom (fig. 8.2) que solo estd cargado un
larguero, la carga de los sistemas “i” se simplifica a

porque r = r

pé:Pg vy -

o4

y

Siendo entonces zrp, Cyp ¥ M'Ep los valores de las
A ]

respectivas magnitudes en el sistema ““4” bajo la carga
PE y ; los valores producidos en dicho sistema per la

i
carga pr vienen dados por:

i - i S
pE—- N PZyVy; Zé=2£p ve
= -};~0 g ¥y
i
pudiendo hallarse las magnitudes buscadas por =C PV},
— i
wo MEJ’“‘ME" vy
ZE—" = X 2z vy
i=0 ¢ con lo que las soluciones son:
m i ‘
— ! W
My, =a ¥ ¢y mo
Y iﬁ ol Zy= 1 z, VS v
m [27] i i=0
C,o= X CLvi+ i
xy T = “x Yy ly — m .
i=2 My,=a ¥ Ci i Py
{=2 y
& i = N
Mgy= X M, vy fy'
o _ i
! ny - C xXp V-—- y Ty
=2
i ~i i
en S S " C 2 { i
que z',: C.v M3 son los valores de 2, C y M, My, = ¥ M, v'; v,
en el sistema ““4”, producidos por la.carga p & . Como reo
5 7 7 7 D
& D! P" lp" &
D /', / / // / &
/ ;.
/" /
< Y. o0
B4 AT 4
W o ar
-‘L --&l Ll
Z = = a
- 4-le‘~ -—|~ __‘N”
“r -
%] % ﬁ;
o 23 2

Figura 8.2




Abril 1944 REVISTA D E

OBRAS PUBLICAS rag. 167

A todos los sistemas “1” corresponde ahora la

. . . e o i
misma carga y, por lo tanto, los valores 2t Ci s ME

no varian al pasar estd carga de uno a otro larguero.

Cuando se trate de una sola fuerza aislada apli-
cada en el nudo o v (fig. 9."), todos los sistemas ‘7"’
deben soportar una carga unidad en es2 mismo nudo.

Utilizando las ordenadas en el punto ¢ de las lineas de
influencia, en el sistema “i”, correspondientes, respec-
tivamente, a las flechas, a las fuerzas de apoyo y al
momento, se tiene:

Iintonces no hay transmisién de cargas y aparecen,
solo en el larguero cargado, las reacciones de apnyo
nyy los momentos M'Ey . Para obtener el estado
original del emparrillado, es necesario superponer, al
estado anterior, otro formado por el emparrillado, en
cuyos nudos se han aplicado fuerzas suplementarias,
iguales y contrarias a las reacciones de apoyo nyy
que produciran en todos los largueros los mornentos
M ”E y Entonces, los momentos M: de apoyo en los
nudos y todas las magnitudes correspondientes a los

i i_

Z = P UEE largueros descargados, son los hallados en el segundo

Cl— Pri estado, mientras que los momentos y flechas del lar-
= z . )

X *e (28} guero cargado se obtendran por suma de los mo-
M£=np}L£é_ mentos M”EJ’ producidos por las fuerzas adicionales,
A% / / / JAY

A Py
p
yap / / ' / LD
v
1
5
A — == B A\

Figura 0.*
y las formulas [27] se transforman en: mis los A/"-y, hallados en el larguero considerado como
viga continua:
2., =PN flzvly!
ey == ¥y ’ v
< jiwg S° ¥y M:yzﬂ’!':y + M By [30]
S s s
— m wh
= P a E )‘i - v-i—- —L - . .
x j=n XE » M § 9. Calculo de valores propios y soluciones
" [ 29] propias.
. I | i .
Coy=P X SRR )
=2 "3 Las expresiones [17] se nos presentan como un
mo i sistema simultaneo de ecuaciones diferenciales de se-
. — vl oy .
M, =P X P Tty ly gundo orden, que en el caso de no existir muchas va-
2 e i .

Cuando se trate de una fuerza aislada, aplicada
entre dos nudos, lo mds comoado es referir este caso
al anterior. Imaginese el larguero como una viga con-
tinua, rigidamente apoyada en los nudos (fig. 10).

riables, puede resolverse inmediatamente. Introdu-
ciendo en la primera ecuacion el valor de v,

Wy)
a

Yy

-2l

(3t}
. "y
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dado por la segunda, se obtiene el sistema tinico - Andlogamente, para 1 = 1:
a, Dk, w,)~— Syt A(wy_])-i- W 1 T 1Ly ﬁ a
y Tyl y Uy }‘Ty—l a_, Wy—O; Vy = _Vm—y =_——2_-]T: a;—.;,:‘ y
«, + @ w a w y
+._P__..2’_:|:‘__A(_J‘_)_ Y A( y+! )’——_—0 [32] m
Ay %y Myt %y41

(y=12..m)

que, teniendo en cuenta las condiciones en los limites,
da tantas ecuaciones como incégnitas. Formulando
entonces la llamada ecuacion de frecuenc1a, obtenida
por la anulacién del determinante formado por los
coeficientes de las w, se obtiene una ecuacion en A que
posce, en todos los casos, m - T raices distintas de
cero. A cada uno de estos walores propios corres-
ponde un sistema de soluciones propias. Lsta ecua-
cién posee, ademds, la raiz doble A =M =0, a
cuyos valores couesponden w® y w!, nulas, 2%, cons-
tante, y of, lineal con y.

TEscribiendo la condicién de ortogonalidad entre
cada soluicion propia y fv° 6t )+ S€ Ve que, cuando el
emparrillado tiene un eJe de simetria paralelo a los

largueros, las ‘soluciones correspondientes a valores
pares de 4 son simétricas:
2n___2n 2n __ . 2n
y = ¥m—y Yy T Vm—y
mientras que las que corresponden a valores impares
de i son antimétricas:
w'2n+1=_w2n+1 v'2n+1=_v2n+l
¥y m-y y m-=y
Por tanto, en las ecuaciones correspondientes a un
niimero par de m, sélo serd necesario hallar la solu-

.. . . m , .
cién hasta la mitad ¢ = Y y en las de ntimero impar,
. m-i- |
hasta i = -1
2

Ya se ha dicho (§ 5) que todas las soluciones pro-
pias poseen la condicién de continuar siéndolo cuando
se multiplican por una constante arbitraria, y que
esta censtante se determina noxmqhnndo la solucmn

por medio de [22]. Designando con wy y vy las so-
luciones no normalizadas, y puesto que para i =0-

0 — S0=10
Wy = 0 vy
y
m m
Al ko \V
(No)r= X (v;’,)* Ty = h) Ty
=0 y=0
las soluciones normalizadas seran:
W= w =20
y NO y

.<Nuﬁ=y2=lo<v;)=1y;

de donde las soluciones normalizadas serdn:

Para hallar las restantes soluciones propias, se
introducen en la ecuacién [32] cada uno de los m — 1
valores propios hallados por la ecuacién de frecuencia,
igualando a la unidad el valor de una incégnita, por

cjemplo, wl} =1, y resolviendo la correspondiente
ecuacién. Como se tiene una ecuacién mis que in-
cognitas, se la puede dejar como comprobacion de los

calculos. Una vez halladas todas las w;, , S€ recurre
a [31] para determinar los correspondientes valo-

res de las 'vj, , teniendo en cuenta que, si se ha ele-
gido wy = 1, se verifica:

"i o

dE
(3‘-) ( +%,)+1"—:'
)

Se obtiene entonces:

== %, a(3) "

y=0

con lo que las solucienes normalizadas son:

§ 10. Resolucion de los sistemas “i”.

La resolucién del sistema fundamental [10] ha
conducido, mediante la separacién de variables, al
cdlculo de los llamados sistemas ““i”. Son sistemas
estaticamente indeterminados, que coinciden con el
sistema fundamental del emparrillado, y que estan
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elasticamente apoyados en los puntos correspondien-
tes a los nudos. Por tanto, a un emparrillado con
n - 1 viguetas, y cuyos largueros sean v veces esta-
ticamente indeterminado, correspondera un sistema
“i” (v 4 n) veces estiticamente indeterminado. En
virtud de la ecuacidn [26], el coeficiente de apoyo
elastico del sistema “4”” en el nudo 4 v, €s:

WL LY

x ak al

Cuando el niimero de apoyos intermedios es pe-
quefio, es conveniente introducir las fuerzas de apoyo
hiperestaticas y resolver las correspondientes ecua-
ciones elasticas. Una vez determinadas las fuerzas de
apoyo C.f ,C ’ ., C'y_,, se pueden calcular in-
mediatamente los momentos y esfuerzos cortantes de

[Pl

la viga s

Si se designan con F )y 595 las ﬂechas en la
seccion 4 del sistema fundamental, a consecliencia ‘de

L /

g 7

5 “
P
5 7 S 7 >
/
VA
N lD
A VAN — VIGA CONTINUA
o

R R

PN j 1 J, . 2 SISTEMA "L

- n}
[&]

Figura 10,

T.a fuerza de apoyo en este mismo nudo es:

i ol of
Ci. = §y 2,

Puesto que B es siempre positivo, a valores positi-

vos de z; (contados hacia ahajo), corresponderan va-
lores positivos de C _, esto cs, fuerzas “de reaccidn
actuando hacla 'mll)a sohre el sistema “i”’

Como B depende de M, se tendr'm tantos siste-
mas “i” como soluciones propias A, es decir, como
largueros posea el emparrillado, que sélo se diferen-
cian entre si por los valores de flos coeficientes de
apoyo elastico. Puesto que para i =0ei=1, A y
B son siempre nulos, faltaran, en los sistemas “0”
y “1”, los apoyos intermedios, tratandose, por tanto,
de vigas libres apoyadas en los extremos. Quedan,
pues, solamente m — 1 sistemas i’ con apoyos in-
termedios, cuyos coeficientes de apoyo elastico iran
creciendo, y cuyas ﬂeclns decreceran a medida que
aumenta i.

las cargas exteriores y de la reaccién de apoyo
C! = —71, respectivamente, cstas ccuaciones son:

(z,  + —‘)*‘C‘ 2yt Chy 2 n—1= =20,

C:zg'f}— Ct (z”+ 7 )f— -{-C,,_1z2 n—1= 23, P

L T T R S S T T T IR Y

i 0 i .0 o 1 |
C, zn—l,\’*'c._.zn—-l,'z + . I Cn——l(zn—l,n—l+?)—
0 -

- Zn—l,pr
en don @ han de calcularse, para cada caso particular,

.o =
los valores-2 y £ .,xp .
La qo]ucmn de estas ecuaciones muestra que Jas
fuerzas de apoyo CL, y con ellas las demés fuerzas
y momentos dependen, ademds «le la carga y de la
luz, de la tinica magnitud:

(33]
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llamada parametro de la viga, en donde:

b =n -:Z. (_l.)a'
J a

depende solo de las dimensiones del emparrillado y
da idea de la distribucién transversal eun el emparri-
llado.

En funcién de esta variable da Melan tablas yue
permiten’ calcular comodamente casos sencillos y si-
métricos de emparrillados, pero que no son aplicables
a nuestro ejemplo.

§ 11. Resolucién numérica del emparrillado en
estudio m = 3, n = 3.

Por tratarse de un emparrillado en que los tra-
vesafios son iguales entre si, los largueros tienen un

de las que, por ser simétrico el emparrillado, bastara

resolver la primera.

Para i = 2 corresponderd una solucion simétrica
Wy = 1wa, POr lo que queda:

de donde, haciendo w; = 1, se halla A2 = 2,4.

Para i = 3 corresponde una solucién antimétrica
w; = — ws, hallando, analogamente:

W, (-31‘--—10)=0;
6

de donde, con w; = 1, resulta A* = 20,

12.4 . 1.0,

2
“%
//

./

Y 1

IFigura 1,

momento de inercia constante y estin a la misma se-
paracién (fig. 11), el sistema [17] toma la forma:

1 .
%(w _y AWy, W) Vy =2V, + v =0 (y=1,2)
wy_1—2wy+wy+2+7\vy=0 (y=0,1,2,3),

con los valores de contorno:
W_ =wy=w,=w, = 0.

Introduciendo cn la primer ecuacién el valor
de v, hallado en la segunda, se obtiene para expre-
si6n de la ecuacién [31]:

_wy_Q-}-()‘ +4) wy+(—4-é1—6) Wy +
A
+ ('€+4 wy+l—wy+2=0

con les mismos valores de contorno. El desarrollo de
este sistema de ecuaciones da:

4 A IS
S w o+ [— + 4w =0
(6 ) (6 ) '

( +4)w, (477“—6)%:0;

{y=112),

Se tiene, por tanto:

Parai =0, A = o:

)_L‘J:U ﬂ:;‘=7._:]}3=1 N=V4
v0=vl=v!=vﬂ=—1_—_.=0)5
V4
w=0.
Parai=1, A =o:

W=0 V=—v=3 ¥=—v=1 N =V20
3 1
Vo='—V3=‘—_=0,67082. v,=—v.:=--—~_~«—-022361
V20 V20
w=0,

Para i=2, A =2,4:
wy=w.=1 p=vw=—1 py=v=1 N=Vi
Vo == Py = =05 P—v = =—05
0 3 V4 13 17 _'_‘V-z_ ’
24
W=wW=—=-==1,2
1 N V4 1
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Para i =3, A =20:

=—wy=1 Tym—Ty=—1 h=—p,=3 N=V0

Vo==— Vg = l7_—_._022361 ) v1=—-v3=7§_2-6=—0,67082
w1=~—w2=l—=-39-_447214
N Vo

Los coeficientes de apoyo eldstico de los siste-

[{Pe2]

mas “4”’ vienen dados, en virtud de [26], por:
i=2 i=3
1 1,159 1139
T T

y las flechas del sistema fundamental resultan ser:
20, T = 20, 7 == 26,420
20, 5 =20, 7 = 22,712;

por lo que el sistema [33] se reduce, para una carga
unidad, aplicada en el nudo 1, a:

1=2:
C; (26,420 + 1,159) + Co 22,712 = 26,420;
c, 72712+Cq(26420+1159)—2 12,
1=3:

Cy (26,420 + 139) + C5 22,712 = 26,420
C, 22,712 + C, (26,420 + 139) = 22,712

cuya resolucién da:

=2 i=3
.t 08693 0,9805
c, 7 01076 0,0166

que coinciden, por ser P =1 [28], con los respecti-
vos valores de ¢. Recordando [21] y [28], se ob-
tiene:

~:

i=0=1 =2 i=3
mT 74826 0,0174 0,0025 |
BT 35170 0,0100 0,0016

Empleando entonces las férmulas. [29], relativas
a momentos flectores en largueros y viguetas, se ob-

tiene, para una fuerza unidad aplicada en los nudos
1,0 y I,I, respectivamente:

Carga unidad aplicada en el nudo 1,0.

Seccibn . .« v .- 10 1,1 12 13 20 21 22 23
Momento en el lar-

GUETO., v v v v v s 5392 2,830 0,608 — 1351 2,530 1,591 0,455 — 0,831
Momento en la vi-

gueta . ... ... 0 —1,145 —0724 0 0 —0,119 —0,112 0

Carga unidad aplicada en el nudo 1,1.

Seccibn. ... ... 1,0 1,1 1,2 1,3 20 2t 22 23
Momento en el lar-

FUETO. o v v v s v o s 2,830 2,434 1,607 0,608 1,591 1,101 0,687 9455
Momento en la vi-

gueta, « .o o v e 0 1,567 0345 O 0 0,2 005 0

Finalmente, en el caso de una fuerza unidad apli-
cada en el centro del tramo central de un larguero,
ha de considerarse éste como viga continua rigida-
mente apoyada en los nudos. Nacen entonces en ellos
dos reacciones de apoyo de valor 0,5885. Utilizando
los valores del cuadro anterior y aplicando la f6rmu-
la [30], se obtiene para una fuerza unidad aplicada
en los puntos I 14 Iy I 14 2, respectivamente:

Carga unidad aplicada en el punto 1 %, 0.

1,0 1, 12 13 1

Seccién . . .. .. . e e e 20 21 22 2.3 1 'y 0
Momento en el larguero. . . , . 3,688 2,602 0,625 1,225 6,788
Momento en la vigueta , , . . . 0 — 0744 — 0492 0
. . 1 :
Carga unidad aplicada en el puntol -, 1.

) 1,0 1,1 12 13 1
Seccibn .« . 4 v e e 32.0 21 22 23 1 3 1
Momento en el larguera. . . . . 2,602 1,106 1,350 0,625 4,207
Momento en la vigueta ., . . . . 0 — 0996 — 0,365 0

A partir de estos valores se pueden calcular los
momentos en todos los casos de carga que hemos con-
siderado, y cuyos valores se daran en el resumen
comparativo, juntamente con los proporcionados por
los otros procedimientos.

(Continuard.)




