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APORTACION AL ESTUDIO DE ESTRUCTURAS
PRETENSADAS

Por CARLOS BENITO, Ingeniero de Caminos.

En este trabajo presenta el autor wn estudio y férmulas originales para el interesante proble-
ma de determinar experimentalmente la tension a que estd sometida une barra en hormigones
pretensados, sin necesidad de haber efectuado mediciones antes de sw puesta en tensién. La
laboriosisima investigacién desarrvollada para comprobar la wvalidez de estas leyes, asi como
el estudio mismo, son buena prueba de la improba labor que esid desarrollando nuestro La-
boratorio Central y de la valia y entusiasmo -de las personas que en 6l trabajan.

El avance de la técnica de estructuras hace que el
proyectista se vea, en ocasiones, coartado por las di-
ficultades de llevar sus creaciones a la realidad con la
aproximacion necesaria ; este defecto se ha presentado
frecuentemente al tratar de introducir armaduras pre-
tesas en estructuras hiperestticas delicadas.

Recientemente se ha solicitado del Laberatorio la
comprobacién directa o experimental de estas tensio-
nes para una obra importante de este tipo, y ello nos
ha hecho pensar en el problema, para darle una solu-
ci6n general y eficaz como la que a continuacién se
indica: ,

Estas armaduras estan normalmente formadas por
una o varias barras de seccién circular o cuadrada,
uniendo dos puntos de la estructura y ejerciendo sobre
ellos la fuerza correspondiente a la tensién de trabajo
propia de las barras. ' ’

Para mejor repartir las cargas en la estructura, el
proyectista requiere, con frecuencia, que cuando la
estructura esté todavia descargada o sin descimbrar se
obligue a la armadura a tomar una determinada ten-
sion previa. ‘Si esta tensién previa fuese mas baja que
la necesaria, se podrian producir movimientos y es-
fuerzos peligrosos en determinadas partes de la obra,
y si fuese demasiado alta se llegaria, al actuar las so-
brecargas, a tensiones de trabajo de la armadura su-
periores a las calculadas, y, en muchos casos, jnacep-
tables. :

Asl se presenta en determinadas estructuras la ne-
cesidad de conocer la tensién previa de estas armadu-
ras con suficiente aproximacion. _

Esta medida se venia realizando, generalmente,
por medios peco aproximados, apreciando subjetiva-
mente ¢l grado de tensién por el tipo de oscilacion o
vibracién més o menos rapido, producido al sacudir
el elemento metdlico.

La prictica ha demostrado lo poco conveniente
que es el uso de elongdmetros para el fin que antes
apuntdbamos; pues, son aparatos muy delicados y
que deben permanecer fijos al elemento observado,
por lo que, teniendo £n cuenta la mucha duracion del

ensayo, se verian expuestos a faciles averias como
consecuencia de cualquier golpe o movimiento hrusce,
imposible, practicamente, de evitar en la obra.

Para paliar estas dificultades y llegar a medir con
aproximacion bastante la carga de trabajo en estas
armaduras antes de su hormigonado, vamos a fundar-
nos en la alteracion que experimenta el periodo propio
de vibracién de las cuerdas vibrantes con momento de
inercia, como consecuencia de las diferentes tensiones
a que se les someta.

El ensayo consiste en disponer un sistema de
puesta en vibracién de la barra, y montar un aparato
que registre la vibractén para poder conocer con exac-
titud su frecuencia. ,

Poner en vibracién la barra es, en general, facil;
nosotros hemos usado con éxito, en los ensayos rea-
lizados a tensiones bajas y longitudes mas bien pe-
quefias, el simple golpe de un martillo; pues para una
tension dada en la cuerda vibrante, la mayor o menor
fuerza aplicada con el golpe hace variar la amplitud
de la vibracién, pero no la frecuencia fundamental,
que es la que interesa para la medida.

Para tenslones altas o barras muy rigidas, logra-
mos el misme efecto tirando transversalmente con un
dispositivo cualquiera del punto medio del tensor y
soltando ripidamente. En todos los ensayos debe ob-
servarse si la vibracidn de la barra corresponde a me-
dia onda, o si se presentan armonicos, que falsearian
los resultados. En caso de duda, pueden colocarse
varios aparates registradores a lo largo del tensor y
comprobar que las oscilaciones estin en fase. '

Si la accion aplicada en el centro de la barra no
produjese una oscilacién de este tipo, como podria su-
ceder, quizd, en barras de gran longitud y masa, po-
dria, o aplicarse la accién simultineamente en varios
puntos, o deducir, por los diagramas obtenidos de los
varios aparatos, el tipo de arménico que se produce.

El aparato registrador de la vibracién también
puede ser muy variado, dependiendo la eleccién de la
aproximacion que se juzgue necesaria; podrd usarse,
para cbtener una gran exactitud, un detector magnéti-
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plicado junto a la barra, para que su escilacién
tina corriente de igual periodo que €l de la
h: La medida de la frecuencia de esta corrien-
t4 satisfactoriamente resuelta por la técnica, con
ision mas’ que suficiente para el caso que nos
pa. -

En nuestros ensayos bastarcn aparatos mucho mas
les, a base de un mecanismo de relojeria, y la
oximacién obtenida fué completamente satisfacto-
14 M4s adelante hacemos la descripcién de los ensa-
efectuados, incluyendo esquemas de estos senci-
aparatos.

Estando {a barra empotrada en sus extremos, co-
corriente en los pretensados de estructuras de
n, ¥ completamente libre en los demas pun-
roces mecanicos ni huelgos, y actuando la
e le imponemos mediante un tensor de hu-
rroducirse la vibracién (y no habiendo error
scturas), a cada tension correspondera una fre-
«fija e invariable; ¥, por el contrarie, en una
de longitud y seccién conocida empotrada en
remos, a cada frecuencia en la vibracion le co-
otiderd una tension. Suponemos que el modulo
ng: permanece constante, hipdtesis perfectamente
ble por tratarse de aceros, y que operamos lejos
ite elastico.

€]l presente trabajo empezatnos estudiando las
generales de la vibracion transversal, para apli-
s-al caso concreto del tensor empotrado, llegando
a formula que restelve el problema propuesto.
o.consecuencia practica, hemos calculado una cur-
.la que, partiendo de las caracteristicas de la
tesada, como son la longitud, seccién, memento
tcia, etc., quedan unidas de forma inmediata la
onen la barra y la frecuencia de la vibracién,
ido conocer una pafa que la otra quede determi-

método puede aplicarse a barras de seccion
te; esta constancia no existe en cuanto se uti-
_manguito roscado para producir la tensidm.
introducimes un peso supletorio, localizado en
ccién de la barra. Numerosos ensayos hechos
nguitos de diferentes pesos, situados a la mitad
arto de luz, nos han permitido valorar la in-
ia de la variacidn introducida en la frecuencia,
do, como consecuencia de ellos, a una férmula
tnental, ampliamente comprobada, que da un
le. correccidn en funcidn del peso y de la situa-
‘manguito dentro de la barra. Con ello puede
e también el método a estos casos.

ontinuacion, y con el propésito de no hacer
ente largo este articulo, exponemos ligera-
fundamente tedrico, asi como los resultados

plos que aclaran la aplicacién del método.
ara fecha préxima la publicacién de la teo-
eta, con ejemplos de aplicacién y todos los

1yos realizados, termmando con un resumen.

resultados parciales de los ensayos. Esta publicacién
se prepara en los Anales del Institute Técnico de la
Construccién y Edificacidn.

Leyes generales de 1la vibracién transversal.

El estudio teérico de las vibraciones transversales,
teniendo en cuenta todos los factores geométricos y
fisicos que en ella intervienen, es, practicamente, in-
atacable, por lo que las teorias se suelen desarrollar a
base de simplificaciones, considerando las siguientes
magnitudes :

L = longitud de Ia cuerda vibrante,
= seccion.
p = masa por unidad de volumen.
T = traccidn total en la seccion.
F == frecuencia. )
n = orden de los arménicos de 1a vibracién.

Partiendo de la ecuacion diferencial -

9 déy =T d*y
de dxt'

se llega a la conocida formula:

LN S
2L in

de aplicacion sencilla, pero, a veces, no muy aproxi-
mada.

En esta férmula se prescinde de la influencia que
pueden producir los fenémenos de flexion, y que lle-
gan a tener importancia en muchos dé’los casos que
nos interesan ahora. ,

Usaremos, pues, la notacién antes expuesta, afia-
diendo: '

I == momento de inercia de la seccién con relacién a un
eje de simetria horizontal,
E = moddulo de elasticidad.

La forma de la seccién de la barra no influye, 2
condicidn de, que exista simetria con relacién a dos
ejes perpendlculares y que €l momento de inercia sea
constante,

Las simplificaciones que aceptamos para poder
llegar a una férmula préctica, son las siguientes:

1.2 Admitimos, como- se hace en la teoria de cuer-
das vibrantes, que el tensor no aumenta de longitud
durante la vibracién, o, lo que es igual;, que T perma-
nece constante,

Este es tanto mds cierto cuanto que la vibracion
tenga menor amplitud, y dentro de las pequefias am-
plitudes a que se trabaja en este método, la hlpOtCSlS
resulta muy aproximada.
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2.* Para los fenémenos de flexién admitiremos la
hipétesis de Coulomb, considerando tdnicamente las
aceleraciones perpendiculares al eje de la cuerda, es
decir, la traslacién de las secciones en el sentido de
la vibracion, y nq.-tendremos en cuenta las aceleracio-
nes correspondlcntes a los cambios angulares de las
secciones planas.

La teoria a desarrollar es conoc1da pero la ex-
pondremos desde su prlnmpm para podlﬂr llégar al
caso que nos mteresa y ver como, en él, puede resol-
verse, con justificadas simplificaciones, llegando a ob-
tener resultados de aplicacién practica y cémoda, a
pesar de la relativa complicacién tedrica que en algu-
nos momentos presenta. :

Para llegar a la ecuacién general, partimos de la
condicion de =quilibrio de un elemento de Ionmtud
(fig. 1&) d L. :

Las umcas fuerzas que aotuan sobre el elemento

Y

dy} -

~~ -
—— ——

Figura 1.2

infinitesimal son las de traccién, en sus secciones ex-

tremas, que deben equilibrar a la fuerza exterior de
la vibracidn.

Las acciones. internas estan formadas por la com-
ponente transversal de la traccién longitudinal, que,
como. ya hemos dicho, la consideramos constante, mas
el incremento de esfuerzo cortante. ,

- La componente tragnsversal de la tracc1on en la
cara izquierda es: :

dy

2.,
T--‘iy—,yen fa otra, T + T @y dL.
codL o : dL

dL?

La fuerza que acttia en el elemento sera:

r ¢ an,
dL*
y dada la pequl fia amplitud de la v1brac10n podemos

suponer d L =—=d x, lo que equivale a decir que la
componente vertical de la traccion es:

. y
d x*

T .dx.

Al flexar la cuerda, el esfuerzo cortante en la

cr . . d
seccion izquierda sera

SV(’ y en la derecha:
x

d M M
dx dxt

d x,

snentdo por tanto, la diferencia el incremento de es-
fuerzo cortante:

Recordando que M = — EI-——y tendremos :
d x°
2 4
eM__prdy,
dx® dxt

Vamos ahora a calcular la fuerza exterior:
La aceleracion, en €l sentido de las y (inica que

2
tenemos ern cuenta), es (j”y , que corresponde a fa

masa del elemento, d L, lo que representa una fuerza
exterior que valdra:

dty

o &y
P e

La condicidén de equilibrio entre todas las fuerzas
indicadas es la siguiente ecuacidén diferencial:
d*y aty azy

—Er Y o 2y |
dxt axt T dn R

T

establecida con las hipGtesis aceptadas.

La expresién del movimiento vibratorio puede lo-
grarse superponiendo funciones senoidalzs, siendo su
integral general:

y=2Zasen(2n Ft— g), , (2]

en la cual, F es la frecuencia de la vibracidn y « una
funcidén desconocida de #; incluimos el término ¢ pala
tener en cuenta una posible deformacién inicial ;
decir, en el momento ¢ = o.

3 comprende todos los sumandos posibles que, cen
valores diferentes de F, satisfacen la ecuacidn.

Para determinar las magnitudes, que son descono-
cidas en dicha expresién, empezaremos por hallar las
siguientes derivadas:

dBy _ d?a
m——d—;z-sen(ZEFt— o);
.

2y e sen 2% Ft - ¢);
dx* d x*

d?y

=@ Fy sen(@xFi—g)

que, llevadas a la condicién de equilibrio, [1], y sim-
plificando,- nos permiten establecer la condicion:

dxt d 3]
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Integrando esta ecuacion de condicion, obtendre-
forma a.

‘tratarse de una ecuacién diferencial lineal sin
o tniembro, su integral general es la suma de
oductos de cuatro constantes arbitrarias por so-
ones particulares, diferentes entre si.

Las cuatro soluciones particulares pueden ser de
forma:

1.2 o ==sen A X;
22 a=cos A x;
32 a==Sh B x;
472 o =Ch B x;

ide 4 y B son unos pardmetros que han de sa-
la condicién resultante de aplicar a estas so-
Ia ecuacion [3].

3 simplificar vamos a lamar:
El=a T=b (2@=Fr=c 14]

phcando las dos primeras soluciones a la ecua-
[3], se obtiene la condicién de compatibilidad

QA+ bAT—c =0, 5]
ixiklas soluciones 3.2 y 4.%, la condicion es:
aBt—bB*—c=0, 5]
Por tanto, la forma de « sera:

:K,sen Ax + K,cos Ax+K;ShBx+ K,ChBx

las condiciones [5].

Al parecer, tenemos desconocidas las constantes
4 K, (ambas inclusive), asi como 4 y B, que de-
den de a, b y c, las cuales, a su vez, son funciones
7+ es decir, A, B y F, unidas por las condicio-
5], que son solo dos, al mismo tiempo que ¢
e con caracter arbitrario. :
Aunque el problema es complejo, puede resolver-
la siguiente forma: Determinamos A, B y F,
iendo, a las condiciones [5], las de sustentacion
lemento vibrante ; con lo que quedard conocida la
uencia F, que es la medida que buscamos.

Las constantes Ky a K, v €l valor de ¢, se calculan
iendo de las condiciones iniciales.

El caso que creemos se ajusta-mas corrientemente
- realidad, en las estructuras de hormigdn, es el
a barra pretesa, con sus extremos -empotrados en
ormigdn y todos los demas puntos libres.
Patftimos de la expresién general de y:

(K, sen Ax + K, cos Ax +K; ShBx + K, Ch B x]
sen (2w Ft=y),

s deducida, la cual ha de verificarse simultinea-
te con las condiciones [5].

§ e REVISTA DE OBRAS PUBLICAS

Las condiciones de empotramiento son, para

x =0 y =0
x=L" y =0
= Ay _y
dx
x=1 -ﬂ-:ﬁ
dx

que, llevadas a la ecuacidon general, dan:

x=0 y =2(K, + K)sen(2nt Ft —¢)=0;
Ky=—K; [6]
x=0; %=Z(AK1+BK3)sen(2th—cp)=0;
AK,=—BK; (7]
x=L; y=3S(K,senAL+Kycos AL+ K,ShBL +
+ K, ChBL)sen(2xFt — ¢) = 0;
de donde: )
K sen AL+ K,cos AL+ K,Sh BL-+ K, Ch BL=0; [8]
=L d—i.—_Z(AchosAL—AKgsanL—L

4+ BK,ChBL+ BK,ShBL)sen (2= Ft — ¢) =0,
0 sea:

AK,cosAL— AK,sen AL + BK,ChBL +
+BK,ShBL=0. [l

Sustituyendo las [6] y [7], en las [8] y [9], des-
pués de multiplicar la [8] por B, ordenando y divi-
diendo miembro a miembro, se tiene:

BcosAL — BChBL

BsenAL—-—AShBL _
Asen AL +BShBL '’

AcosAL —AChBL

y desarcllando:
2AB=(A®*— B senALShBL+|+2ABcosALChBL,

queda, por tltimo:
A2 — B2

AR sen ALShBL +cosALChBL = 1. [i0]

Esta ecuacion presenta dos variables, 4 y B, y puede
resolverse por tanteos, debiendo cumplir los valores

“de 4 y B las condiciones [5].

Puede seguirse otro camino, que es despe)ar Ay
B, con lo que:

A=\/——bi \/bhulac
‘ 2a
\/bj;\/bz'-}—tlac
y B= \| —————
24a

L]



Pag. 8

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS.

Enerc 1945

S

(en las que, facilmente, se ve que hay que tener en
cuenta los signos -+ de los radicales), llevar estos va-
lores a la ecuacion [10], en la que quedara, como
linica variable, la ¢, y resolverla por tanteos; pero el
camino es muy penoso.

Solucién aproximada de la ecuacién general.

Al resolver por tanteos la ecuacion general [10],
deducida anteriormente; teniendo en cuenta las dos

condiciones [5] para los valores corrientemente usa-

dos en la practica de la construccion; es decir, tensio-
‘nes entre 2 y 20 Kg./mm.2; longitudes de la barra
entre 4 y 60 m., y secciones correspondientes a re-
dondos de 12 a 40 mm. de didmetro, hemos llegado
a valores de B L tan elevados, que permlten simpli-
ficar la formula general.

A partir de B L > 12,3, se puede suponer, con
sobrada aproximacién, que:

S B L
ShBL=Ch3L=£2—>1os,

con lo cual, la ecuacion [Io] queda en la forma si-
guiente:
A?— Bt ! 1
———senAL+cosAL=—— < —
24B * ‘ ShBL <

Si suponemos el segundo miembro igual a cero,
el error que cometemos en el cierre de la ecuacién es
menor que una unldad de cuarto orden decimal, y
tendremos :

2 __ R2
- A———£—senAL+cosAL=0;
24B
de donde:
B — A

sustituyendo A y B por sus valores, deducidos de las
ecuaciones de condicion [5], nos queda:

2Vae
tg AL =

La aproximacién es suficiente, pues se obtiene el
valor de tg A L con cuatro cifras decimales exactas,
lo que permite conocer 4 L con error menor de un
minuto.

Sustituyendo A4 por su valor [II], que es:

—b+Vb2+4ac
2a '

resulta : . :
1 l/ b 4ac
—1+ . :
tgAL=1tg Y}/ b? = dac )
2a b
b L2 )
y si hacemos:
2a dac
=N =Q,
5 Lt y bt Q

la ecuacidon anterior se reduce a:

N \/ﬁm VT -

N

en la cual, conocido un valor de Q, se obtiene el de
N de forma inmediata, aunque el reciproco no sea
cierto; pues si partimos de N, tendriamos que resol-
ver por tanteos una ecuacién trascendente; esto se
evita representando graficamente dicha ecuacidn, o
caleulando unas tablas de valores. El agrypar los pa-
rdmetros a, b y ¢, como lo hemos hecho, tiene su ex-
plicacién en la interpretacion fisica de las magnitu-
des que representan Q y N.

Sustituyendo @, b y ¢ por sus valores [4], ten-
dremos :

N2 _ 2Bl K (13]

dac 4EI o 16n2p EI (F‘)z
= = 4 Fp Qe —— —— | —
Q bt g2 Q2 Xaw g Q o}
y, por tanto,
M= o pe|/2% FekF [14]
N Er

En el planteamiento general del problema que nos
hemos propuesto, intervienen, como caracteristicas
de la barra vibrante, su longitud L, la seccién Q, el
momento de inercia I, la masa por unidad de volumen

N
0005

0,004
0,003
5,002

0,001

0 100 200 300 400 500 600 700 .800 :9C0 1000 1100 1200 M
~

Figura 2."
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. médulo de elesticidad E; pero todas estas
wides son conocidas en cada caso particular,
ido, como variables, ¢ y F, tensién y frecuencia
arra, que vienen unidas por la ecuacion [12].
i en vez de representar la curva que une los valo-
le Q y N, cuando éstos cumplen- dicha ecuacion,
1qoemos tomando como absc15as M y como orde-

"Figura 3.°

5 N, tendremos el problema resuelto, pues son
iones de ¢ o F por separado.

icha curva es la representada en la fig. 2.2,
Estudiando la fig. 2.% se observa que la forma
ximadamente hiperbélica de la curva no es la
conveniente para nuestros fines, pues la escasa
tiidad de gran parte de ella con los ejes disminuye
roximacién de los resultados ; poresto hemos pre-
o representar otra que tenga por abscisas
M, y por ordenadas, log N, con lo cual la nueva
3 es la de la fig. 3.2

mos calculado 33 puntos, que cumplen con la
i6n [12], partiendo de valores arbitrarios de O,
los siguientes resultados:

i log M log N log M log N

+ 3,0077 5,3011 1,5709 2,4201
'2,8095 5,6068 1,5539 72,4917
27123 58078 1,5323 23,5503
2,6141 4,1053 1,5149 2,6288

41177 1,4969 2,6906
3,0569 1,4828 2,7558
3,2083 1,4675 2,8253
3,4828 1,4538 2,8082
3,6338 1,4391 2,9767
37628 1,4252 1,0330
872 3,8614 1,4119 1,1600
3,9717 1,3976 1,2749
2,0611 1,3855 1,4148
691 C2,1434 1,3726 71,6058
410 2,2202 1,3595 19211
160 2,2924 1,3507 - 0,4070
923 . 72,3621

Con estos puntos puede dibujarse la curva con
aproximacion suficiente, o, aprovechando los valores
del cuadro, interpolar linealmente.

A continuacion exponemos un resumen del método
de calculo, con un ejemplo de cada uno de los dos
problemas que suelen presentarse.

Son datos de ambos problemas las siguientes ca-
racteristicas de la barra vibrante:

= longitud en cm.
Q = secci6n en cm.2
I = momento de inercia en cm.4
E = modulo de elasticidad en Kg./cm.?
Kg. (masa)

p — masa por unidad de volumen en ;
cm.

Probiema 1.°. Se conoce la tensién o de la barra
en Kg./em2, y queremos calcular F en vibraciones por
segundo.

Aplicando la féormula [13]:

2EI
sQre’

N =

se conoce N, y, por tanto, log N; entrando en la
curva o en el cuadro con este valor se obtiene el de
log M, y hallando su antilogaritmo resulta M.

* De la f6rmula [14] se deduce que:

M
27 L V_ﬁ_g_
EI
En donde se conocen todas las magnitudes que en-

tran en €l segundo miembro, y, como resultado, la
frecuencia F de la vibracion.

F =

E]emplo. — Un redonde de acero, de 32 mm. de
didmetro y 6,40 m. de luz, estd empotrado por sus
dos extremos, y queremos que trabdje a 335 Kg./cm.2
¢ Cudl serd su frecuencia, cuando esta barra vibre por
efectos de una causa exterior?

Siguiendo la marcha indicada, son datos:

L = 640 cm.
€ = 8,04 cm.2
I =5,1472 cm 4

E = 2100 000 Kg./cm.2
7,85 Kg. (masa)

=8% 10—6 Kg. (masa)

P s 100 emss cm.®
6 = 335 Kg.Jem.?
_ 2EI _ 918755 log N = 32,2731,

cQ L
Interpolando linealmente en el cuadro, se obtiene:
log M = 1,6227,

y, por tanto, M = 41,98,
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- ALZADO TRANSYERSAL

DIRECCION DEL -
MOVIMIENTO VIERATORIO Figira 4.8
luego: '
Fo_ 4198 _ 41,98 67 vibraciones
2 L2 ]/ P9 6,25 segundg
EI

Problema 2.°. Haciendo vibrar una barra empo-
trada, se cuentan el nitmero de vibraciones en un tiem-

ORIO
Q,P"‘o_ ..... 1kg /cmcé\ A 2

«cme. ¢ .. Mmm
$ Husl“o en . . . %
-J Paso del husillo= ..., kg (
o
\ N2 de vibraciones .., . ,;7

Tiempo ....sequndos 2
m Fecha °/»7

%,
//VVO

Figura 5.*

po determinado, y, por tanto, se conoce la frecuencia ;
ia qué tension esta da barra?
Aplicando la formula [14]:

M=2T:L2F]/—Pi,
EI

calculamos M, y, por tanto, es conocido log M; en-

trando con este valer en el cuadro o en la curva. ob-
tenemos log N, y con la f6rmula [13] el valor:

_ 2EI

N QL2

de la tension a que estd sometida la barra.

J

Ejemplo.— Una barra de acero de seccién cir-
cular y 12 mm. de didmetro estd empotrada y tiene
una longitud de 5,75 m.; al hacerla vibrar con un
golpe de martillo da 176 vibraciones en 20 segundos.
¢ A qué traccion esti sometida?

Con la notacién usada por nosotros, son datos del
problema :

L =575 cm.
Q0 =1,1310 cm.2
I =0,1018 cm.!
E-= 2100 000 Kg./cm.?
o 7,85 . _6 .
p= —_—981 108 =8X10 Kg./em.

F = % = 8,8 vibraciones/segundo.

Con las f6rmulas indicadas:

M= 1184 y

log M = 2,073.

<ORIO o
0= 450 kg o’ é}y
Q)Q L-640cm. $-52mm ¢ 0
e Husillo en L/2 v
«J Paso del husillo= 3,360kg T~
\ £

Ne de vibracicnes 128
J\ Tiempe 20 sagundos m
Fecha 8-IX-44

@WVO g Q\\\

Figura 6.*

Entrando con este valor en la curva representada
en la figura 3., se obtiene:

log N =73,201 y de aqui N = 0,00159,

resultando :
6 = 720 Kg./cm.$,

que es la tension buscada.

Cuando decimos que utilizamos la curva de la fi-
gura 3.2 nos referimos a una construida con cscalas
convenientes para poder obtener con aproximacién
tres cifras decimales por lo menos.

Sélo nos resta describir los ensayos que hemos
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lizado, para comprobar la teoria, en el Laborato-
o Central.

-Las barras ensayadas fueron redondos de 12 y
‘32 mm. de didmetro del acero usado corrientemente
_en la-construccién; sometidas a traccidn en la maqui-

iversal, se les hizo vibrar con un golpe de mar-
‘tirando transversalmente y a mano del punto
de la luz de la barra y soltando rapidamente.
a contar las vibraciones las registrabamos gra-
te con el signiente dispositivo: A la barra se
aba una abrazadera que va articulada a una

ghapa herizontal, portadora de un lapiz vertical, como
se indica en la figura 4.2

El 1apiz dibuja la vibracién sobre un disco de pa-
pel (fig. 5.2) en el que van apuntados los datos del en-
sayo. Al girar el disco en un plano horizontal, queda

Figura 7.2

dibujada la vibracién en forma andloga a la de la
figura 6.2

El mecanismo usado para hacer girar el disco
es de relojeria, parecido al de un gramoéfono, y su
velocidad angular estd regulada para que dé una
vuelta en veinticinco segundos.
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El tiempo de duracién del ensayo se mide con

un crondémetro, dejando caer el lapiz y levantando-

le al pasar veinte segundos.

‘La fotografia de la figura 7.* muestra el conJun-
to del disposifivo montado.

Los aparatos fueron fabricados por la Casa
“Icon”, de acuerdo con estas ideas, y aprovechamos
la ccasién para darles las gracias por las, facilidades

que nos dieron para modificarlos segfin fué aconse-

jando la practica de los ensayos.
Para comprobar la teoria se someti6 un redondo
de 32 mm. de didmetro y 6,40 m. de longitud, a §

tensiones diferentes, v otro redondo de 12 mm. de ‘

diametro y 5,75 m. de largo, a 2 tensiones, haciendo
10 ensayos para cada traccidn,

Calculadas tebricamente las frecuencias por el
método expuesto anteriormente, y tomando. como re-
sultado préactico, para cada tensién, la media aritmé-
tica de los 10 ensayos, las diferencias que se obtu-
vieron entre la teoria expuesta y la experlmentacmn
fueron menores del 3 por 100. Los resultados se
retinen en el cuadro siguiente:

i

. Para valorar la influencia de esta modificacion
hicimos 30 tipos de pruebas con un redonda de 32
milimetros y 6,40 m. de luz, variando de unas a dtras
la traccion, €l peso del manguito y su situacion res-
pecto a la’longitud de la barra, repitiendo. cada en-
sayo IO veces para obtener la media.

- Los resultados tedricos, suponiendo la barra con

“una seccién uniforme, se obtuvieron siguiendo el

método general. En los ensayos practicos hicimos

~dos grupos: uno, con manguitos de 3 pesos distin-

tos, situados a 1/4 de la luz total, y el otro, con los
mismos manguitos en la mitad de la luz. Los resul-
tados obtenidos, con las difereticias en tanto por cien-
to entre teoria y practica,-son los siguientes:

Manguito tensor a 1/4'de la luz.

g
. Peso.

iy, Peso Peso
S . del manguito del manguito del manguito
d’en | Frecuencia} 8,620 Kg. 13,110 Kg.

2,360 Kg. -
. . - . -
Kgjem®  tedrica Fre- {Diferen-} Fre- [Diferen-} Fre- |Diferen-
cuencia| cia [cuencia| cia |cuencia| cia
pricticaj en 9, [préctica| en®, |prictica| en%

Diametro Tracciones FRECUENCIAS Diferencias
de la barra en o
en mm. Kg.Jem2 | Tegrica Prictica - en %
32 335 6,7 6,8 1,15
32 435 73 75 | 270
32 700 8,6 87" 1,16
32 1000 10 101 | 1,00
32 1200 | 10,7 10,8 . . 0,93
12 720 8,8 8,9 1,15
12 1000 10,3 : 10,6 2,01

tioool 10 {1010 {9 |10} 85]15

3350 67 | 66| 15| 6 | 105] 58 | 145
a5 73 | 7 | 41|66 96| 65| 110
700| 86 | 83| 35| 81 | 58| 7.6 | 128

1200 107 11071 0 [ 991 75| 9 | 159

~1Yl£mg'uit“6 tensor a 1/2 de la luz.

Aplicacién del método a las barras vibrantes -

con manguito roscado.

En nuestros ensayos las barras se tesaban con

una maquina del Laboratorio, pero en las cbras, sal-.

vo en aquellos casos en que se sacan los extremos de
las armaduras del hormigdn , para poder tirar de
ellos, lo corriente es producir-la traccidn por otros

métodos. Uno de ellos, bastante usado por sts bue-

nos resultados, consiste en cortar la barra y unir es-

tos extremos previamente roscados, con un manguito

que la tesa al girar.

Este dispositivo introduce una mochﬁcac1on im-
portante en una de las hipétesis del método, pues la
barra deja de tener seccién uniforme, ya que el man-
guito tensor es un aumento de pesa que estid locali-
zado en una seccion.

Kg./em?| tedrica

’ Pcso : v Peso _ Peso

AR del manguito del manguito del manguito
-G.en .| Frecitencia] 2,360 Kg. 8,620 Kg. " 13,110 Kg.

Fre- |Diferen-] Fre- |Diferen| Fre- |Diferen-
cuencla| cla Jcuencial cia ]cuencia). cia
practica | &n Y%, |practica| en9/, |practica| en?/,

335 67 | 64| 45| 56 | 165] 5 25,4
435 13 | 7 41 | 60 | 178] 54 | 26
700 86 | 83| 37| 71| 175] 65 | 245
1000 10 96 | 4 | 82| 18 | 74| 26
1200f 107 | 99| 74| 87 | 185 84 | 215

Del estudlo d-e ambos cuadros se pueden sacar
las siguientes conclusicnes:

1.* El manguito, cualquiera que sea su peso ©
situacién, disminuye la frecuencia de la vibracidn,
como se deduciria de la teoria.

2.* Las diferencias entre la teorfa y la experi-
mentacién aumentan al aumentar ‘el peso del man-
guito.

3.2 La tensién a que trabaja la barra. sea haja o
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Estas diferencias aumentan al situar el man-
ri-e] centro de la longitud de la barra y dis-
tyen al acercarle a un extremo.

Tenemos, pues, que buscar un facter de correc-
,¢, que, multiplicado por la frecuencia tedrica,
isminuya hasta lograr que, en cada caso, las di-
rencias entre los resultados tedricos y practicos
1:aczptables.

El factor ¢ serd funcidn del 1ugar en que esta
locado el mangmto tensor y del peso de éste, pero
endo -en cuenta que fla influencia del pese del

L 14>

Figura 8.°

wguito dependera del de la barra en que estd co-
do, tomaremos, como causa de variacién, el co-
te entre el peso total del manguito, mas la barra
peso de ésta; a este cociente le llamaremos g, y
pre se cumplira que ¢ 7 I.

Colocado el manguito en un punto, por ejemplo,
de la figura 8.%, su posicién quedara fijada por

relacién S =iL, siendo a<b, y por tanto,

S$= —;- Vemos que ¢ =f (s, ¢)-

Tanteando diversas formas de f (s, q) que cum-
las conclusiones expuestas y que al mismo tiem-
satisfagan los casos limites, hemos adoptade la

sminuye al aumentar g o s.
Los casos limites que pueden presentarse son

o Estando el manguito en un punto fijo, s cons-
e, va disminuyendo de peso hasta desapatrecer:

llmc—l 2“‘——1

qg—>1

2.2 El manguitc tiene un peso constante, g, y se
lada hacia un extremo, hasta llegar a perderse:

im
s—>0

o)
1
=
I
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la cual el valor de ¢ es menor que la unidad, y

En ambos casos los resultados concuerdan con la
realidad, pues al no existir el manguito, ¢ debe ser

‘igual a uno.

Aplicando la formula ¢ = g — 2¢ a los ensayos an-
teriores, en los que las diferencias entre la teoria y
la practica llegaban al 26 por 100, éstas se reducen
y en ningfin caso pasan del 4 por 100, limite que con-
sideramos bien aceptable.

Para comprobar mas alin la validez de la {6r-
mula, se han hecho ensayos a diversas tensiones con
un redondo de 12 mm. de diametro y §,75 m. de
largo, al que se le han aplicado manguitos de o,700
kilogramos y 1,530 Kg. de peso, situados a 1/4 y
a 1/2 de la longitud de la barra, obteniéndose dife-
rencias, entre los resultados teéricos y los practicos,
que han llegado a un 25,6 por 100 de la frecuencia,
y que se han reducido, aun en el caso mas desfavo-
rable, al 3,66 por 100, con la aplicacién de la for-
mula que proponemos. ,

Terminamos estas lineas expeniendo un ejemplo
de la aplicacién de esta variante que, unido a los dos
que incluimos anteriormente, permitird resolver con
claridad los casos que puedan presentarse:

Ejemplo. — Un redondo de acero de 32 mm. de
didmetro y 6,40 de longitud, estd empotrado por sus
extremos y se le tesa con un manguito roscado de
8,620 Kg. de peso, situado a 1,60 m. de un extremo.
Queremos que trabaje a 700 Kg./cm2, ;Cudl serd
la frecuencia de una vibracién p-ro-ducida exterior-
mente?

Suponiendo que la barra es de seccién uniforme
y no existe el manguito, se puede aphcar el método
general, como vimos.

Son datos:
- L = 640 cm.2
Q= 8,04 cm.2

[=51472 cm 4
E = 2100000 Kg./cm.2
8 X 10— Kg. (masa)

p= 3
cm.
3 = 700 Kg./cm.?
Por tanto:
2E1 4
== 0009378 y logN = 3,9721.

Entrando en el cuadro de valores o en la curva
de la figura 3.2, con este valor de log N se obtiene:

log M = 1,733;
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de donde:
M = 54,08,
resultando:

F=— M _gs

) — ]
2 T L2 ﬁ
EJ

Teniendo en cuenta a'hofa la influencia del man-

guito roscado, calculamos el valor del factor ¢ por
la féormulla:

c:q—2s
en la cual:

1,6
.4

o

S=

=L
=

o
(=]

El peso de la barra es de:

6,40 X 0,804 X 7,85 = 40,303 Kg.;

de donde:
40,39 : '
g = 2030818620 .4,
40,393
resultando:
, .
¢ = ———— = 0,908,
V 1,2134° ‘

A

y la frecuencia tedrica corregida serd de:

vibraciones

8,6 X 0,908 = 7,81
segundo

Reproducido este caso en el Laboratorio Cen-
tral se obtuvo, en una frecuencia media de 10 ensa-
yos, 8,1 vibraciones por segundo, siendo la diferen-
cia entre este resultado y el tedrico, de 3,7 por 100.

A titulo de curiosidad diremos que, después de
afinados los aparatos, el niimero de ensayos realiza-
dos asciende a 450, habiéndose contado, para calcu-

“lar las frecuencias, un total de 71 821 vibraciones,




