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COLABORACION DEL LABORATORIQO CENTRAL

ESTUDIO DE PANDEO EN LA PIEZA RECTA
CARGADA DE PUNTA

Por CARLOS BENITO, Ingeniero de Caminos.

El presente articulo pone de manifiesto wna wvez mds la gran alencién que nuestro Laboratorio
Central viene continnamente dedicando a todos los problemas de la Mecdnica, tanto desde el punio
de vista tebrico como del de la experimentacién. '

De la teoria de Euler se saca, corrientemente, la
consecuencia de que, una vez alcanzada o sobrepasada
la carga critica de pandeo, el equilibrio no es posible
y la pieza ha de romperse necesariamente.

Sin embargo, la existencia de ligeros pandeos es-
tables, varias veces observada en soportes muy esbel-
tos, en condiciones dificiles de explicar con las teorias
de la elasticidad cldsica y las anomalias o incorreccio-
nes notadas en algunos trabajos sobre el tema, nos hi-
cieron pensar en la conveniencia de estudiarlo con
interés, :

Desde el afio 1744, en que Euler publicd su De
curvis elasticis, muchos ilustres matematicos se han
ocupado de estudiar €l pandeo de piezas de diferentes
formas, recogiéndose los frutos de sus trabajos en un
gran ntimero de libros y revistas técnicas.

La cuestion se ha aclarado bastante desde que la
escuela de Trefftz sefiald la necesidad de plantearlo
— como todos les problemas de inestabilidad —, sepa-
rindose de la teoria elemental o clasica de la elastici-
dad, para considerar las deformaciones como funcio-
nes no simplemente lineales de las derivadas primeras
de los corrimientos, sino como funciones de éstas y de
las derivadas de orden superior.

Puede decirse que la pieza prismatica recta con
carga axil y enlazada por sus extremos en diferentes
formas (empotramiento, articulacion, etc.), es el pro-
hlema mds elemental que han atacado todas las teorias,
y. como, por otra parte, es el caso que a nosotros nos
interesa en este articulo, a.ella nos referiremos en lo
que sigue: : '

De los diversos métodos que pueden usarse para
enlazar los extremos de la harra con el resto de la
estructura, el que se considera como fundamental,
porque sirve para deducir los restantes, es el caso de
la pieza con los extremos articulados, que €s €] que
vamos a tratar aqui.

Estudiando, segtin la teoria clisica de Euler, las
deformaciones que se producen en una harra recta
delgada y elstica, de seccidn constante, articulada en
sus extremos, sometida a compresién por la accion de
fuerzas que acttan segin su eje (fig. 1.7), se ha
observado que, al aumentar- el valer 'de P, la barra

permanece recta, acortindose su longitud de acuerdo
con las leyes de la elasticidad, hasta llegar a un deter-
minado valor P,, que llamaremos carga critica de
pandeo, a partir de la cual, €l eje de la barra toma
una forma curva dentro del plano que pasa por sus
extremos y que contiene el eje de giro minimo de la
seccidn recta; si aumenta P, la curvatura de la barra
aumenta rapidamente hasta alcanzar, en general, el
agotamiento resistente de la pieza.
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Iigura 1.*

Eiste es, a grandes rasgos, €l proceso e pandeo
de una pieza, que detallamos algo més a continuacion.

Al aumentar el valor de P desde cero hasta P, ,
puede ocuirir que, sin producirse la rotura de la pieza,
las compresiones unitarias sean superiores al limite
elastico del material, en cuyo caso la pieza pandea
antes de alcanzar el valor P., por lo que este caso
debe ser tratado con especial cuidado, aplicando las
teorias de Engesser-IKKdrman, Timoshenko, etc., o los
resultados de las experiencias de Tetmajer, South-
well u otros.

Siempre que las tensiones producidas en el mate-
rial por la carga critica de pandeo P, sean inferiores
a su limite eldstico, €l equilibrio ocasionado al aplicar
cargas. inferiores a la critica resulta estable eldstica-
mente con la forma recta de la pieza, y si las cargas
aumentan en magnitudes apreciables, los equilibrios
instantineos que resultan para esta forma son inesta-
bles,

El valor de la carga critica se determina por la
formula de Euler, y multitud de experimentos confir-
man estas afirmaciones en lineas generales, pero si
analizamos el fenémeno con valores proximos al de la
carga critica P, , para pequefios incrementos de carga,
la teoria cldsica no interpreta correctamente el feno-
meno. ‘ .

La teoria clasica al uso sblo determina la carga
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critica de pandeo estudiando el equilibrio estable de-
Dido a otras inferiores a ella, y admite que el equilibrio
estahble ¢s imposible con cargas superiores. Marguerre,
en 1943, y utilizando €l método energético, demosird
la estabilidad del equilibrio para cargas menores de la
critica y llegd a la conclusion de que para P=P,
el equilibric seguia siendo estable y la harra tomaba
una forma sinusoidal cuya flecha resultaba indeter-
minada.

A nuestro modesto. entender, si €l equilibrio re-
sulta estable, a una carga P = P, constante le debe
corresponder una deformada perfectamente determi-
nada, incompatible con las conclusiones a que llega
Marguerre, producidas, quizas, por no haber temido en
cuenta el acortamiento cldstico que experimenta la
harra al estar sometida a compresion, y que parecen
corresponder mejor con la idea de un equilibrio indi-
ferente. Este es un punto que trataremos de aclarar
en el presente trabajo.

Para todo €llo utilizaremos la siguiente notacion:

1= 04, longitud inicial de la barra.
Q= su scecidn.
= ¢l momento de inercia.

I

p'=“/“'» ¢l radio de giro minimo «c la seccion trans-
Q
versal,

Tomando el punto fijo O como origen (fig. 2.,
situamos un ¢je & coincidiendo con el de la barra, y
una fuerza, P, aplicada en A y actuando en la direc-

P
0 A X
P, if b -
, 0 Ay X

Figura 2.*

cién del gje v, Como consecuencia de la accion de la
carga P, el punto A pasard a la posicion Ay, y todos
los printos de la harra habran sufrido unos corrimientos
que descomponemos en sus dos proyecciones: una, i,
segtin el eje &, y otra, v, normal a ella,

Para valores de f, muy pequefios en relacién con I,
podemos admitir, como hace Marguerre, que, para el
planteamiento de las ecuaciones variacionales qué mas

v , . )
.adelante establecemas, v'=—é~ es del mismo orden
x .

que L , y que u = 2u es del mismo que -Z-—
l ax i qe
Si se aplica el teorema de los movimientos virtua-
les al conjunto de la barra deformada y de las fuerzas
exteriores P que han producido el equilibrio elastico,
.ha. de -verificarse que la primera variacion.de, la suma

v

de los trabajos virtuales debe ser nula. Los trabajos
virtuales se refieren tanto a los internos como a los
debidos a las fuerzas exteriores, por lo que vamos 2
deducir la expresion de los diversos sumandos por
separado.

Si hacemos OAq = x,, para un corrimiento vir-
tual, u, del punto A, la variacion del trabajo realizado
por las fuerzas exteriores P es:

fo'Pu’dn'. m
0

El trabajo inierno estd compuesto por el debido
a la compresion y el ocasionado por la flexion (*).
Llamando & la deformacién por compresion segin el
eje de la pieza deformada, la variacion del trabajo -
por compresion sera:

L[ oQe EQ * X v )
) dare 3 e2dux; (2]
2 2

0 0

y designando por M €l momento flector en una seccion
cualquiera de la barra, y por e el dngulo de curvatura
por flexién, la variacién del trabajo por flexion es:

oM de EQ % d e\ '
Y b PO A g T A D K1
0o 2 dx 2 o \dx

Si suponemos que no existen fuerzas transversa-
les, expresar que la primera variacion del trabajo vir-
tual del conjunto es nula equivale a sumar las expre-
siones [1], [2] y [3] e igualarlas a cero, o sea:

[ EQ EQ- (da\’
H 5 4! 2 2 [ — =0,
{0 l[’L-I- > &=+ 2 p (dx)]dﬂ 0 [4]

. da (4
Sustituyamos & y x por sus valores en funcion
x

de las derivadas sucesivas de los corrimientos # y ¥,
para ello tomaremos un punto cualquiera, B, de la

Fo )

Figura 3.

barra sin deformar (fig. 3.4), y otro, C, a una distan-
cia d & el anterior. Después de aplicar la fuerza P,

(%) Como es corrienté en’estos' estudios, se prescinde del’
-trabajot debido- al esfuerzo cortante,’ ol
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habran pasado a la posicion B” y C’, y podremos es-
cribir:

BT O = (ds)2= [(1+ w)2 + 0/2] (d )%

Hemos llamado d s a la distancia B’ C’ en la barra
deformada, la cual, en funcién de d x, valdra:

ds=(1+g¢dux;

resultando, por tanto,

e
e w24+ —l= +—————
2 8 2

De la figura 3. también se deduce que

'U'
a=arctg ——i—_il—“T—,
y por tanto:
da
7; =g !y — " — 2R A L

Dividiendo la expresion [4] por —Ez—g-y sustituyen-

da
doey o por sus ‘desarrollos hasta segundo orden,

teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente en rela-
cién con €l orden de u' y 2/, obtenemos:

fol 2P 't EI
o le—u g 2 g2 - e
1 Ea (u -+ 2 )+p d ]dn 0. [5]

A la expresion subintegral la denominaremos
F (v o")d .

Segiin el cileulo de variaciones, para que se veri-
fique ‘

. .
‘8'/ "F/v'o")da =0,
0 :
es necesario que se cumplan las condiciones de Euler,
que en este caso son:

,“” + ,UI ,UII —_ i} \
w2y ‘ 6]
— {1 +——) v+ prev=0" [
( 3 M .

De la primera de estas expresiones se deduce que:

)
e

’ _____=K;
w4 5 [71

5,{‘¢‘?d° K una constante a determinar por las condi-
ciones en los limites, Como O y 43 son los limites de
la integral de la expresién [5], debe cumplirse que:

[aF _ 3 aF —0
clew ax T awt |x=0

“que equivale a:

[2p +2( o } .
EE— T "’.-l—,_-—- =0U;
EQ . 2 ) x =0

de donde se deduce que:
'+ _———'=~—~——-b. 8]

Con la |8], la segunda condiciéon de Euler, [6],
se transforma en:

P :

—" + p2oV=10; [0
EQ

ecuacion diferencial que nos permite conocer v.
.Obtenemos v por suma de soluciones particulares,

cuya forma sera:

v=uasenAx+bcosA x4 csenBa+dcos Bay [10]

con las condiciones en los limites:

V= Uy, =V =V = 0.

Deduciéndose como solucién general de la ecuacion
diferencial
) v=7Ffsendux;
que debe cumplir con las condiciones impuestas por
los extremos de la barra, es decir: vy = vy = 0.
Para x = O se verifica siempre que v =0, indepen-
dientemente de los valores finitos que puedan tener
Ay f, y para ¥ =, resulta v = fsen A a1, lo que
requiere que f =0, o que A x4 = m; con ello llega-
mos a la expresion de v, que es:

' ner
o= fsen——ux, [13]
X1

que nos da los corrimientos normales al eje de la barra
recta para un punto cualquiera de ella en funcion de
fydeas
Existen, pues, dos soluciones capaces de producir
equilibrio :
1b fe=0; v=0;
nw
v=fsen—x.
*1

2.8 i = 0;

De la primera se deduce que v =10 =" =0,
y, por tanto, teniendo en cuenta la expresion [8],
resulta :

P
”I — s
EQ

y cbternemos la solucién de acortamiento en recta.
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La segunda solucién nos demuestra que la barra
se deforma segln una sinusoide que estard determi-
nada cuando conozcamos los valores de f y a1

Dando a n diferentes valores, se obtienen defor-
madas con 1, 2, ... arménicas; nosotros estudiaremos
solamente el caso de » = 1, que es el mds interesante
en Construccion.

Para relacionar &7 con los datos del problema,

ustituimos el valor de v en la expresién en derivadas
parciales :

I) _",'.! f+ R ,"_4 f 0
EQ .’!‘21 P .'0'41 '
y como f =0, se obtiene:
P 72 p2
et P [14]
EQ 2%
de donde:
EQ
Mi=mp -_];—’ [15]

que liga 1, distancia entre los extremos de la barra
pandeada con la fuerza P y las caracteristicas meca-
nicas de la picza.

Para calcular el valor de f, flecha maxima de la
deformada, expresamos que la longitud de la barra
después de pandeada es igual a la longitud inicial 1,
disminuida en el acortamiento elastico, o sea:

f"‘ VTFo2de=1+ f’ eds,
0 0

en la qm sustituimos 7' y pm sus valores ya dedu-
cidos,

[16]

. e .
De v = f sen — x, se deduce ¢/, y segin la igual-
s

dad [8] resulta ¢ = — —, con lc que la expresién

anterior se transforma en:

b
f \/ 14+ —_— cos?
.'l-"' ¥

La integral del primer miembro es eliptica de se-
gunda clase; por ello nos conviene desarrollarla en

Py
xda""——l(l—‘).
. EQ

serie, 1o que es valido porque siempre se verifica que

. el
- fz Cos
E2t X1

X <:1

Por tanto:

f Vl +—.Fcosz——7r—xdxr=
1

= [1+-——-—1T-2—f"tos2
0 72

1 4

1 72 3 '
=1 [1+§ ]m'———"—m'—‘fl‘l“

Como para flechas pequefias x; es del mismo orden
que I, debemos interrumpir el desarrollo después del
segundo término, para, de esta forma, llegar al mismo
orden de magnitud que en el desarrollo de ¢; segtin

esto,
2.2 P
w2 f =l(1._._-—);
4 22, EQ

Xy
Vl+v’2d;r=x1|:1+
0

de donde:

y sustituyendo 4 por su valor encontrado anterior-
nmente, se llega a:

R / L1/, P
=2 |/= | — | — =1
f=2e P‘ EQ( EQ) '

que da el valor de f, ﬁecha maxima de la barra pan-
deada, en funcion de los datos del problema,
Para que exista una deformada curva, el valor de f

‘debe ser real, para lo cual es necesario que se cumpla
que:

1 P P
_— l——}—-1>0;
T p EQ( FQ)

de donde se deduce que:
. P % 2 .
(-2
EQ EQ EQ 12

. P < e .
por tanto, siempre que E—g—'cumpla esta condicion, sera
!

(18]

>0;

posible la deformada curva, ademas de la recta.
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Como hemos probado, la deformada curva de la
harra pandeada estd perfectamente determinada, pues
les corrimientos # y v de un punto cualquiera de ella
son funciones exclusivamente de P y de las caracteris-
ticas mecanicas de la pieza, existiendo una correspon-
dencia biunivoca entre cada deformada vy la carga que
la produce.

Como las expresiones encontradas para dichos co-
rrimientos satisfacen a las condiciones variacionales
de equilibrio, podemos asegurar que el equilibrio de
la forma curva existe, sin que, por ahora, se prejuz-
gue si este equilibrio resulta estable o inestable,

Determinacion de la carga critica
de pandeo.
En los parrafos anteriores se ha demostrado la
posibilidad de existencia de dos formas de equilibrio

completamente determinadas: una, recta, que corres-
ponde a:

P

y otra, sinusoidal, en la cual:

™
v=fsen—ux;

X
siendo:
v =no|/EL
1 p P '
y:

oy R TEaT e

™0

Si denominamos por £= l_—l_x, el acortamiento,

unitario medio segtin el eje x, obtenemos para la pri-
mera solucion :

P
fe [19]
EQ
y para la otra:
mp .| EQ
¢ l P [2

Representando ambas expresiones en unos ejes

cartesianos rectangulares (fig. 4.%), tomando como co-

ordenadas

P ‘ .
gy & se obtiene: una recta, para la de-

formada recta, y dos curvas simétricas respecto a la
recta £ = T y asintdticas con dicha recta y con €l eje &,
para la otra; ambas expresiones tienen, por tanto, tres
soluciones comunes que corresponden con los puntos

A, By C. '

La forma de las curvas depende del factor ~~PI—, que

N

¢s variable con los datos del problema. Para valores

. 1 .
de L comprendidos entre — y , que incluyen
l 10 1 y

1
200
tedos los casos posibles en construccion, los puntos

. e P ‘
Ay B estan proximos a s =1, y, por tanto, corres-

ponden a solicitaciones que produciran flechas de mag-
n.tud mucho mayor que p, cayendo, en consecuencia,
fusra de las hipdtesis admitidas en este trabajo.

£

A
B

|

|

l

|
¢ {

&l 3
Figura 4.*

El punto C es la tinica solucién que nos interesa
del sistema formado por las expresiones {19] y [20],
de las que, eliminando £, se llega a la ecuacién:

P 3 P \2 ) p ° Pz TR
—) =2 (=) +([=) - = =0
(EQ (EQ '+(Esz) I ) ‘[21]

Esta ecuacién es la misma expresién [18] que
obtuvimos al limitar inferiormente el valor de P con
la condicién de que la flecha fuera real, y de ella se

P P
deduce que para valores de —g menores de —< no

M 4

puede haber solucién curva, porque los valores de f
serian imaginarios; por tanto, hemos de eliminar de
la figura 4.* el trozo de curva que corresponde a valo-
res de P menores de P., y aquellos otros que se salen
fuera de las hipétesis admitidas. Asi obtenemos la fi-
gura 5.%, 'que interpretaremos mas adelante.
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Por tanto, determinaremos la carga critica de pan-
deo, P, resolviendo la ecuacion [21]. Sus tres raices
son reales y corresponden a los tres puntos 4, By €
de la figura 4.%, y la menor de ellas nos da el valor
de la carga critica o de bifurcacion.

En una primera aproximacién, resulta para dicha
raiz:

P, 7 p?
EQ e’ '
D
C
e} 3
Figura 5.°

de la que se deduce la féormula de Euler:

=
P,=El—;
2

para €l caso considerado. Para valores de L < 1 , el
{ 100

error relativo que produce esta férmula con respecto
a la solucion exacta. es menor de 1/100.000, por lo
que puede considerarse como suficientemente aproxi-

mada ; pero al aumentar el valor d¢-£- el error aumen-
l

ta en importancia, queddndose la carga eritica de
Euler por debajo de la que hemos deducido, en mas

1 .
de 17 por 100 para -;’—=~]—0— , per lo que considera-

mos de interés buscar una férmula mas aproximada
a los resultados de la teoria expuesta.

Para ello resolveremos la ecuacién [21] por medio
de funciones circulares, lo que es posible, en nuestro
caso, por verificarse siempre que:

™ 1

472 27’

ya que hemos supuesto que el maximo valor de-—?—

sera L .
10

Entonces, la raiz menor de la ecuacion [21]
vale:

P, 2 AN 27 =® p?
=-—{ 1 —cos—|i siendo: cosp=1-— R
EQ 3 3 . 22
desarrollando en serie se llega a:
P, ¥ p2 t pt 0 pS
= 2 +7— + ..
EQ 12 * It 18

y tomando solamente los dos primeros términos, nos

queda:
71'2 .n.'.!p‘.!
Pe=El—; [1+2 5 ],

con lo que el error relativo se reduce, respecto a la
solucién exacta, a menos del 1 por 100 para piezas

1
en las que - >—.
E ! = 20

Estados de equilibrio con cargas
supracriticas.

De la figura 5" se deduce que para cargas cre-
cientes desde cero hasta P, , la tinica forma de equili-
brio es la que se produce al acortarse la barra perma-
neciendo recta, Al llegar al valor de P, se presenta
un punto de hifurcacion, y para valores de la fuerza
mayores de P, , las dos soluciones posibles: cumplen
fas condiciones de equilibrio; seria necesario pasar a
variaciones segundas para demostrar tedricamente
cudl de ellas era estable y oudl inestable o indiferente,
o en qué intervalo resulta estable cada solucién; des-
graciadamente, €l problema matematico que se plantea
al aplicar las condiciones de ILegendre, Jacobi y
Weierstrass a la expresion [5],

fx1 F@'vv")dyx,

0 .

para que sea minimo, no sabemos que esté resuelto,
por lo que tenemos que interpretar los resultados de
la’ figura 5.2 en las proximidades del punto C, ayu-
dandonos del principic de minimo trabajo y de los
resultados de la experimentacion.

En la figura 5., a cada acortamiento unitario £,

“mayor que £ , corresponden dos estados de carga po-
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sibles capaces de mantener el equilibrio: uno, repre-
sentado por la forma recta, y otro, por la curva.

El equilibrio real que la pieza tiende a.tomar en
cada caso, serd, légicamente, el que, a igualdad de
recorrido de la fuerza, se produzca con menor valor
de ésta; es decir, que para cargas superiores a la cri-
tica, la pieza tomard la forma curvada.

Para los casos estudiades, que corresponden a los

valores de -£ comprendidos entre L y ——1—, el trozo

l . 10 200 -
de curva CD es sensiblemente recto y paralelo al eje
de alargamientos, lo que indica que, a partir de la
carga critica de pandeo, que corresponde al punto C,
tedricamente la carga puede aumentar y seguir el equi-
librio; pero este incremento es tan pequefic, que en la
practica la carga resulta constante, -

Con este resultado creemos gueda aclarada la con-
tradiccién a que llega algtin autor al afirmar que al
crecer la carga y alcanzar el valor de la carga critica
de pandeo P,, permanecia constantemente igual a

E I x? ; ;
P, = : la barra tomaba una forma sinusoidal

2

indeterminada que resultaba, segan él, de equilibrio
estable,

Como afirmdbamos al principio de este trabajo, si
a una carga P, le corresponden infinitas formas de
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equilibrio, parece légico pensar que éste ha de ser
indiferente; en los resultados ohtenidos anteriormente
por nosotros, se demuestra que para que haya equili-
brio después de pandeada la barra, tedricamente es
necesario que aumente la carga, y para cada valer de
ésta, el equilibrio y la deformada de la harra estin
determinados. .

Como censecuencia del desarrollo tedrico que he-
mos expuesto, parece posihle que un pilar pandee y
siga en equilibrio, nesistiendo practicamente su carga
critica siempre que se cumplan las hipétesis admitidas
como fundamento del método, de las que destacamos
las dos siguientes:

1.* La carga debe coincidir perfectamente con el
eje de la barra, pues un gran nimero de experimentos
han demostrado que una pequefia excentricidad hace
pandear la barra con cargas muy por debajo de la
critica.

2. Para que pueda existir ese equilibrio es indis-
pensable que la flecha méaxima alcanzada sea muy
pequefia en relacion con la longitud de la pieza, por-
que, si no se cumple esta premisa, ademds de fallar
uno de los postulados del método, el fendmeno de
flexion que se origina produce en la harra tensiones
que sobrepasan en seguida el limite elastico del ma-
terial,




