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ALGO SOBRE PANDEO Y ESTABILIDAD DE FIGURAS

Por MIGUEL ANGEL HACAR BENITEZ, Ingeniero de Caminos.

El autor comenta el articulo publicado hace ‘pocos meses por D. Carlos Benito sobre pandeo,
facilitando algunas de sus demostraciones.

1. Introduccién.

La lectura del interesante articulo de mi amigo y
compafero Carlos Benito Herndndez acerca del pan-
deo de piezas rectas, publicado en esta Revista en su
ntmero correspondiente al mes de enero de este afio,
me sugiere algunas ohservaciones — fruto de lecturas
algo precipitadas y escasas de preparacion — referen-
tes a teorias intimamente relacionadas con el téma
tratado.

2. Variacién de los trabajos virtuales.

Al establecer en €l articulo que la primera varia-
cion d= la suma de los trahajos virtuales (tanto los in-
ternos como los dehidos a fuerzas exteriores) es nula,
llega a escribir:

Denominaremos I (a, 1, o', ¥/, w’,v") a la expre-
sion subintegral, en la que « y ¥ s0n funciones de .

Las condiciones de Iuler, que exprésan la anula-
cion de dicha primera variacion (véase, por ejemplo,
“Feuaciones diferenciales”, del Sr. Marin Toyos, Ma-
drid, 1942), son:
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Teniendo en cuenta la primera ecuacion, se sim-
plifica la segunda, y el sistemna es equivalente a:.
uu + vr vll —_ 0; \

que son las ecuaciones indicadas por [6] en dicho ar-

ticulo. Hemos creido atil exponer el desarrollo deta-
llado de estas ecuaciones, a pesar de ser fundamenta-
les en el Célculo de Variaciones.

3. Equilibrio estable e inestable.

En general, para cualquier pieza o estructura so-
licitada de forma cualquiera, la posicién de equilibrio
es estable, si una deformacién winfnal entrafia un

aumento
% disminucién
3 superior’ la disminucidn
inferior ¢l aumento
cial debida a las fuerzas exteriores.

Iista diferencia (o sea el incremento de la energia
potencial total) es la.que, actuando como un resorte,
hace que €l sistema vuelva a la posicién de equilibrio.

Ocurre lo contrario si €l equilibrio es inestahle.
Para €l calculo de esta diferencia o halance hay qué
operar con términos de segundo orden y superiores en
la expresion del incremento 0 variacién de la energia,
puesto que los de primer orden en la variacién o de-
formacion se contrarrestan por tratarse de posiciones
iniciales de equilibrio.

1 de la energia clastica' que ha de ser

de la energla poten-

4. Su expresion matematica.

Desarrollemos estas ideas y expresémoslas'en for-
ma matematica:,

La encrgia cldstica, o sea el trabajo delas fuerzas
de tension, es el producto escalar del tensor de es-
fuerzos Oy» Oy. 9z Txyr Tyzr Tex DOT el tensor e
deformaciones, o sea:
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expresién esencial pesitiva que puede ponerse también
en funcién tnicamente de las tensiones

02x+02\'+°ﬂz v
= —_— — —— (3,06, 0,0,
6 fffvol[ 2E E("ﬁy‘

' 1
Fo:%) T35

(Véase, por ejemplo, “Elasticidad”, Sr. Torrojs
Madrid, 1945.)

(2y+ L —{-—tﬁzx)]dxdydz.
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El trabajo total de las fuersas exteriores cs cvi-
dentemente :

c=%fffm (Xu+Yv+Zwydxdydz -+
»{——;——/’[7\ (Xu+4Yv+4 Zw)da.

Siendo X, ¥, Z, X, ¥, Z, u, v, w las fuerzas y re-
corridos correspondientes a un estado cualquiera de
equilibrio, ‘

La energia potencial tolal (que es nula) es la dife
rencia entre ambas

Energia potencial = ¢ — G,

Como la expresion completa de la variacién de la
energia potencial es:

5 (e — G)-{-%Bf(s——?;)—}-...

I.a condicién de equilibrio se expresa, como diji-
mos, por la anulacién de la primera variacién de la
tnergia potencial, o sea:
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Esta ecuacion es, en realidad, la que figura en el
articulo citado, aplicada como caso muy particular,
constituyende la férmula [g].

Dicha ecuacién es la que nos ha proporcionado las
euaciones [6], que, integradas (véase obra cituda,
Sr. Torroja, pag. 79) nos dan la posicién de cqui-
librip.

Pero es el examen de la variacién segunda e
e~— Gel que proporciona la condicién de estahilidad,
mestabilidad o indiferencial de dicho equilibrio,

5. Caso en que la solucién de estado de equilibrio
no es fnica,

Como se viene a indicar (pagina 22, columna de
k} derecha) en el escrito aludido, pasada la carga cri-
tica P, existe, en realidad, la posibilidad de solucidn
o uniforine de equilibrio elastico: es decir. a partir de
tal valor, P = P, hay dos figuras de equilibrio posi-
hles: da recta y la curva. La primera es wmestable, y
la stgunda, estable. Poincaré fué quien, en su célebre
Memoria “Sur équilibre d’une masse fAluide animée
d'un. mouvement de rotation”, introdujo e] término
de “Carga de bifurcacién”.
n dicha Memoria — que, como alguien ha dicho,
S “una de las obras maestras de la Mecdnica anali-
tica” — estudia el equilibrio, estableciende los inini-
Mos de una funcién potencial de las coordenadas y
f}e un pardmetro. Obtiene curvas que son llamadas
series lineales” de equilibrio,

Si en algfin punto de las mismas cl determinante
uncional o hessiano de la funcidi potencial cambia
de signo, 1a figura es de bifurcacion, es decir, que las

es

curvas siguen continuamente a una y otra parte de
dicho punto. Si ¢l hessiano se anula sin cambiar de
signo, puede haher o no figuras de Difurcacion. &l
hessiano puede anularse también en un punto de pa-
rada cuando, por lo menos, dos series lineales se con-
funden en un punto y no admiten prolongacion,

P

&
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Poincaré demostrd, y esto tiene una interpretacién
casi exacta a nuestro caso, que “si una rama es esta-
ble al acercarse al punto de hifurcacion, es inestahle
al alejarse de é]”,

Constituye la respuesta plenamente  satisfactoria.
al menos en teorfa, a la pregunta que se plantea al |
final del articulo referido, sobre cudl es la solucién
estable y cudl la inestable, '

6. Ensefianzas derivadas de estudios astrong-
micos.

Resulta interesante comprobar que el problema de
equilibrio (estable, inestahle) eldstico, tiene su parale-
lismo en el de una masa fltida homogénea en rota-
cién, cuyo estudio encuentra su origen en los concer-
nientes a la figura de la Tierra, y que iniciados por
Newton principalmente, continuados por Maupertius,
Madlaurin, Simpson, ’Alembert, Laplace, Legendre,
etcétera, y ya mds entrado el siglo xrx, por Jacohi,
Liouville, Mathiessen, Mme, Kowalewsky, Poincaré,
Thomson y Tait, Tchehycheff, Liapounoff, etc., pro-
siguen en nuestros dias. Todos los matematicos, fisi-
cos y hombres de ciencia de altura, se ocuparon e
este tema (véase la obwra de Todhunter “History cf
the Theories of Attraction and of. the figure of the
Earth”), que aunque se refiere a la forma de los as-
tros, su solucién entrafia un profundo avance de la
Mecanica analitica con aplicacién indudable en Flas-
ticidad, Hidrodindmica, ete. No hay duda que del co-
nocimiento de los elipsoides-de equilibrio de Maclau-
rin, Jacobi y Roche, del profundo estudio de las lla-
madas figuras pirifermes de Darwin, y de la exten-
sion que Liapounoff y Humbert hacen para €l cilculo

, del equilibrio de figuras de érdenes mds elevados que

las de Poincaré, se pueden sacar conclusiones de ca-

rdcter muy general con aplicacién a diversos prohle-
mas constructivos,




