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N ‘ . ' Por MIGUEL A. HACAR BENITEZ, Ingeniero de Caminos.

Presenta el autor wi riguroso -estudio tedrico del tema que sirve de titulo a cste trabajo, y °
llega a conclusidnes de interés, demostrando la poca atencidm que en'la prictica suele dcdzcurse
a tan sencillo como impor tanla asunto.

1. Generalidades.

Constantemente,

Las ecuaciones ' fundamentales de la dinamica re-
sultan ser:

ya sea en la construcciéon de 2 x p
cualquier tipo de pavimento, de cubierta, de azotea, M= =—mn& Np gt
clcétera, se presenta al proyectista la eleccion de pen- .
dientes que, facilitando el corrimiento de las aguas - m d_”_’_-_:_m g -_.-_q-—._;
de Tuvia, la leven a los desagiies. at. Vp2 g7

Son numerosos los casos, y de ello ejemplos te- dtz mg
nemos en todas partes, en que el agua forma char- an . M& + FET

cos debido a no tener pendiente suficiente. Otras ve-
s, aunque se han elegido bien las pendientes maxi-
mas (las de las limas), no se ha estudiado la distri-
bucién de las mismas en todo el piso.

Por ello. vamos a estudiar el problema desde el
punto de vista tedrico, introduciendo ciertas simpli-
ficaciones, :

2. Planteamiento del ,problema‘

Ii movimiento «le un cuerpo sometido a la accidn

de la gravedad y obligado a moverse sobre una super- -

ficie, puede plantearse analiticamente del modo si-
guiente, en que supongmas ho hay rozamientos.

Sea S—--f(l,’\!) la. ecuacion de la superficie ve-
ferida a unos ejes uutcs)anos tmxectanguhxe

En un punte (¥, y, 2) de la misma, el mévil expe-
rimentard un desplazamlento que estd contenido, en
|n|me1a aproximacion, en el plano tangente a la su-
perficie en dicho punto.

Si, como de costumbre; designamos por:

_3z_af of

— 9%
ax 3x ay'

3y

y

‘como los cosenos directores de Ja normal al p]ano

tangerite son: propormonales a —/J, —q, +1, las
proyecciones de las fuer7as exteriores (glavedacl y
reaccion  de la superﬁue en sentido de- sit
por suponer no existen royarmentos, son (fig. 1."):

normal,

~Como p y ¢ son funciones solo de x e y, simplifi-
cando las dos primeras ecuaciofies obtenemos el sis-
tema:

' [

d° x .
T = ¢y (X, ¥);

L =),
en que ¢, ¢2 son funciones conocidas de a,y. Las
soluciones ‘de este sistema son las proyecciones de las
trayectorias sobre el plano X O ¥, Las cualro cons-
tantes de inteqracic’m, X0, Yo, Ax dy , vienen dadas
dty  di,

por la »posxcxon y. la velocidad en un instante dado
que puede o no tomarse como inicial. ‘

Si hay rozamiento, . las ecuaciones diferenciales
toman forma algo mas complicada. (Véase nota bi-
bliografica (1) al final de este articulo.) '

El maovimiento de un fluido sobre la superficie es
més complejo. La velocidad depende de la altura de-
la lamina y de la 1'ug051dad del fondo. Ademis, pue-
de haber expansién lateral, efecto de remanso o .re-

salto, etc., etc. (4).: Pero al objeto de sm1p‘11ﬁcax

"y para abordar el problema en su forma més elemen-

tal, suponemos que: Las pendientes son suaves, por
lo que el flaido lleva velocidad pequefia practicamen-

Proyeccién sobre;l'ej'e. e e e e X ‘ y F

~ ;ﬁktixf:r‘zba‘\gr,av!it::ﬁo"‘rja S e 0 -0 , ——mg
| Reaceii de a'superficie: s . .. VS pg— P | g9 meg

| o et | ek | 1t




Prag. 430

REVISTA DE OBRAS

POBLIOAS Septiembre 1949

te uniforme, yendo todas las particulas por sus lineas
de maxima pendiente, sin desviarse transversalmente
de esta trayectoria.

dividiendo por x, , 3, 88 mteglan mmedlatamente y ob-
tenemos:

b?log y — alog x = const = log k;

“

aormel (-p,-q, *+1)

A%
’ suPerﬁcie z.—.{»‘(xg)
- |yxme
™9
: Lp?eqt ™
—mg ,
’ 0 > b-x
M9 ~mgp
y Tepteq?. Trpieq?

Figura 1.*

3. Determinacién de las lineas de maxima
pendiente.

Estas ‘lineas son analiticamente fdules de obte-
ner (2), teniendo en cuenta que son ortogonales a las
lineas de nivel, o sea, a las secciones de la superficie
considerada por planos paralelos al x y que supone-
mos. horizontal,

a) 'Ellij)so«ide._ ' C
Por ejemplo, en el elipsoide

xt

B 2.
oa a ¢ =1

las lineas de nivel tienen por ecuacién:
x y! .
s =

en que /1 es una constante; su ecuacién diferencial es:

xdx | ydy
a® + b 0’.

osea: . e
C BXdy—aydx=0;

) .

.3‘?

de donde se deduce:

Y g8
b‘=kxa.
2

, a
Poniendo -

y =K #*..., que son pardbolas.
Si @a=10, el ¢lipsoide es de revolucion, y comn
es evidente, resultan lineas rectas.

=g, y modificando la constante,

b) Parabaloide.

Si se trata del [5araboloid'e 2= f)—y— la ecuacion

de sus lineas de nivel es y=mx; son rectas quc
parten del origen. Por ‘esta razon, las trayectorias, en
proyeccion, son circulos. En el espacio son curvas d¢
cuarto orden. - :

: c) C onaia'es. .

* Por la misma razén, las lmeas de maxnma pen-
diente de un. conoide recto con respecto a un plano
horlzontal perpendlcular a su dn‘ectrxz, se; proyect'm
segun cu‘culos
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d) Superficies de revolucion.

En las superficies de revolucidn, las lineas de ni-
vel y de maxima pendiente son evidentemente los pa-
ralelos y los meridianos, respectivamente, :

4. El pa_rabsoloide hiperbdlico de eje vertical,

La' superficie de gran ndmero de cubiertas (3)
Y pavimentos, se compone de paraboloides hiperhdli-
cos cuyos planos directores son verticales y perpen-
diculares entre si, Los replanteos de estas superficies
son muy sencillos, pues basta trazar, como lineas
maestras, dos generatrices de un sistema, y luego,
eon cuerdas o “tirantas” que se apoyen en ambas a
intervalos iguales, se define la superficie. Asi se ha-
cen los solados de azoteas, los depésitos con el fondo

i pendiente, etc.

Si se trata de una super ﬁcxc rectangular en que

sus bordes -deseamos sean horizontales, como tal es

¢l caso de una cubierta que apoya en muros de la mis-
ma altura, o del ])150 de una nave con un desagiie en
su centro (fig. 2", la distribucién de las lineas de
mixima pendiente es inmediata.

Sea €l rectdngulo de lados 2@ X 2 b. La cota ma-
xima en su centro designémasla por ¢. La ecuacion
del paraboloide, en los ejes de la ﬁgum, tiene por
ccuacion (fig, 3.4:

2=c(.'_\‘-+.}.)_.___3_ _y._).
a - b a b
c

' . . c
tienen por pendiente — y — -
a b

Las “limas”

N

7 (abe) s ‘bl

Figura.2*

B (q'b,c) C ‘

Si las designamos por Ay, Ay, respectivamente. di-

~ cha ecuacién se transforma en

z::llx-}-)\gy—«M—xy.
c

La ecuacién del pl. tg. a la superficie en un punto
(v, %), es la siguiente, pues:

2z _clb-y . 2dz_cla=x.
ax ab 3y ab '
r—z=cl= —x) e L0 x, (y—w).

La interseccién de este plano con el horizontal -

'Jr'n

g = 2, da una recta de coeficiente angular ———

a—x,

La perpendicular a esta linea, situada en dicho plano
horizontal, es la proyeccién de la linea de méxima
pendiente, Por ello, la ecuacién diferencial que las
define es:

dy _a-x
dx b,—y'

0 sea: e
(x—a)ydx —(y—b)dy =0.
Integrando, tenemos:

(x—ae (y - 0 ==xc (fig 4-")5

‘siendo ¢ una constante de integracion,

Estas curvas representan una serie de lupelholas

.cqullaberas y sus cenjugadas. Entre ellas correrd el

agua, segun las hipétesis hechas, como si fuesen pe-
quefios canales independientes entre si.

AZ
C

o...' X

‘ ~ a, 5%

' (a,b.c'
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te uniforme, yendo todas las particulas por sus lineas dividiendo por x, y, se mtegmn 1mnedlatamente y ob-
de maxima pendiente, sin desviarse transversalmente tenemos :

de esta trayectoria. b?logy — a? log x = const = log k;

\

normal (-p,-q, +1).

A%
’ suPerFicie z= f(x t_’)
+m9g
- /.__.—-.
Vi*pt+q?
m9
(+p2rqt
—mg ‘
0 > -
. X
—m39q —mgp
y Trpieqe, *pi+ql
’ Figura 1*
3. Determinacion de las lineas de maxima de donde se deduce:
pendiente. w e
. Y= kex®
Estas ‘lineas son analiticamente faciles de obte- o at o
ner (2), teniendo en cuenta que son ortogonales a las Poniendo w =9y modificando la constant,
lineas de nivel, o sea, a las secciones de la superficie K : 4ol
considerada por planos 1)'\1alelos al &y que supone- =4 4%, que son parabolas. .
mios horizontal, Si @=1, el elipsoide es de revolucion, y como
B es evidente, resultan lineas rectas,
a). Elipsoide, I ’
: . ' - R b) Paraboloide.
Por ejemplo, en el elipsoide o -), '
. g 9 . ' .y ‘ y
Y2y, Si se trata del paraboloide 2 = p-, la ecuacion
at b e ! : : x

de sus lineas de nivel es y =m x; son rectas quc
, parten del origen. Por esta razén, las trayectorias, eil
X : o proyeccion, son circulos. En el espacxo son curvas dc
F—{- i : cuarto. orden.

las lineas de nivel tienen ‘por ecuacién:

en que /1 es una constante; su ecuacion diferencial es: : c) Cono:ides., )

_x_:g_ +-y:Ty=0; .‘ ‘ ‘ Por la misma razén, las lmeas de max1ma pen-

oy ' s diente de un. conoide recto’con respecto a un plano

0 sea: : : N \ﬂz | l10r1zonta.l perpendlcular a su dtrectrxz, se’ proyectaﬂ
2 b X dy — aty d x= 0; - 8% segun c1rculos
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d) Superficies de revolucién.

En las superficies de revolucién, las lineas de ni-
vel y de maxima pendiente son evidentemente los pa-
ralelos y los meridianos, respectivamente,

4. El paraboloide hiperbélico de eje vertical,

La. superficie de gran ntimero de cubiertas (3)
y pavimentos, se compone de paraboloides hiperhdli-
cos cuyos planos directores son verticales y perpen-
diculares entre si, Los replanteos de estas superficies
son muy sencillos, pues basta trazar, como lineas
maestras, dos generatrices de un sistema, y lﬁego,
con cuerdas o “tirantas” que se apoyen en ambas a
mntervalos iguales, se define la superficie. Asi se ha-
cen los solados de azoteas, los depdsitos con el fondo
en pendiente, ete. :

Si se trata de una superficie rectangular en que
sus hordes -deseamos sean herizontales, como tal es
¢l caso de una cubierta que apoya en muros de Ja mis-
ma altura, o del piso de una nave con un desagiie en
su centro (fig. 2., la distribucién de las lineas de
méxima pendiente es inmediata.

Sea €l rectangulo de lados 2a X 2 b. La cota ma-
xima en su centro designémosla por ¢. La ecuacién
del paraboleide, en los ejes dé la figura, tiene por
ccuacion (fig. 3.0):

2=c(i+—_i —:v-—).
a b a b
Las “limas” tienen por pendiente —— y —Z*
lrl
- e @ rf - c x
0
(4
/ . .
/l . 4 *
/- (abe)/ /b
/,
N B4
/o . IR
a -

Figura 2*

't"(a,b.c) —

Si las designames por Ag, Ao, respectivamente. di-

- cha ecuacién se transforma en

)\1 12
— 2 xy.
¢

2=MX+ My —

La ecuacion del pl. tg. a la superficie en un punto
(x,9), es la siguiente, pues:

3_z=c(b—y) _g_z___c(a-—x)

ax ab oy ab
Yy a—x, "y
2 — 2= X —X,) ¢ ——— (¥ — ).
1. b ( Ex 2b (y—n)

La interseccion de este plano con el horizontal

. b_yl
da una recta de coeficiente angular — T
' -4

5 =5
La perpendicular a esta linea, situada en dicho plano
horizontal, es la proyeccién de la linea de méaxima
pendiente, Por ello, la ecuacién diferencial que las

define es:
4y

dx

0 sea: : - . ;

a—x

b—y
(x -a)dx—(y—b)dy=0.
Integrando, tenemos:

(x—ap(y-bp==xc (fig. 4;

siendo ¢ una constante de integracion,
Estas curvas' representan una serie de hipérbolas

~equildteras y sus conjugadas. Entre ellas correrd el

agua, seglin las hipdtesis hechas, como si fuesen pe-
quefios canales independientes entre si.

\Z

Tigura 3.2
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5. Distribucién de las arquetas de desagiie.

Si deseamos poner, para recoger el agua de llu-

via, tres arquetas para. que desagiien el mismo caudal.

su disposicion debe ser tal que las zonas de las que
recojan agua, O sea suUs cuencas, bengan igual super-
ficie en planta (fig. 5")

g

oo - S s

Tigura 6.*

Si se trata de una cubierta cuyas limastesas o li-
nvas de separacion de cuencas son lorizontales y de-
seamos recoger el agua con cuatro bajantes situacos
¢ los angulos y otros cuatro en cada uno de los lados
mayores (fig. 6.4), debemos procurar que las areas
31, S, S, +., sean lo mas iguales posible (fig. 7.4).

6. Distribuc¢ion de los puntos de igual pendiente
maxima.

Vamos ahora a determinar el lugar geométrico’de

los puntos que tienen ta misma pendiente maxima:
Como el angulo que dicha linea de méxima pen-
diente forma con el plano horizontal X O ¥ es el

mismrio que el que la normal al plano tangente forma -
con el eje O Z; si le llamamos y, como la ecuacién
del plano tangente es la anteriormente deducida, es-
tard determinado por:

3
“

cos 7 = ! )
— — v
[
si y €s contante: | |
(—ap+(y—op=R; [
donde: |
R = ic”— 2. Y

Es decir que, segin [1], la proyeccion horizon-
tal de las lineas de igual pendiente maxima son circu-
los de centro en (a, b) (fig. 8%), y segtin [2], dichas
pendientes, o sea tgy, son proporcionales a su dis-
tancia a dicho punto (a, ), que es el vértice del para-
boloide. Refiramos la ecuacion el paraboloide a dicho

-punto, efectuando una traslacién p'nalel't de los ejes

coordenados. Basta ponér en la ecuacién del mismo,
en vez de x,9, 8, & +ay —l— b, 24 c, con lo que
queda:

z+c=c(x+a + J’-f—b__ (x+ﬂ)()’+b));
: a b - oab
simplificando::

7= — LX) =Mk xXy;

ab c

formula muy sencilla, de la que podriamos también
haber partido.
Las lineas lugar geométrico de los puntos de

. Fig.urali.‘:




Phg. 434 REVISTA DE

OBRAS

POBLI1CAS ' Septiembie 1949

igual pendiente nos indican los 'sitios de encharca-
miento o sequedad, segin sea dicha pendiente.

civeuto (X &) (g—b)lr.R
A“ // - \\'
- / \
/ TS \
4 \
Loy
! .- !
\ R /I
\\\ d/, -
X
0 -

[N

Figura 8.

Los bajantes de un tejado deben estar previstos
para poder desaguar un namero de litros por segundo
igual al que resulte de multiplicar los metros cuadra-
dos de la cuenca que lo alimenta por los milimetros
de lluvia por segundo correspondientes al mayor
aguacero registrado. Bl didmetro de estos bajantes
se calculara con holgura, ya que, dada la forma de
entrar el agua, se produce un régimen turbulento que
hace disminuir el caudal admisible,

En la figura aparece una forma que suele darse
a las azoteas. Esta superficie estd compuesta por dos
paraboloides. del mismo vértice y de los mismos pla-
nos directores (conjugados).

7. Caudales en los canalones del alero.

© Veamos ahora los caudales que para un régimen
de lluvia, 4 mm./seg., pasan por cada una de las
seccienes cle los canalones del alero del tejado 40B.

Estudiemos por.separado los trozos de alero AC,
CO y . OB.

Sean (fig. 9.8) Py, Ps, Py, rpuntoa tomados sobre

los mismos, cuyas' coordenadas seran:

P lb<x,<a |

P | O<xy<b| y=0. |

Pa x3=0 ' 0<J’s<b

vos:

a=as; Q,=A.s;;,_ @=A.5.

N

Evidentemente, s1 Q1 son los caudales respectl-' :

Bl célculo de las Q; en: funcién de los’ puntos

respectivos P; se obtiene sin dlﬁcultad como figura
a continuacién,

Cdleulo de Q1 — Tlaslademos los ejes coordena-
dos a V'

¥ — xt = mt,

Como en estos ejes P1 (a-— 1, b) y la hipérhola

. pasa por él, su ecuacién setd:

Poa=b—(@—x)2; x=|y -5 (a—x).

Vertlce(OK Vbz (a—x,))

y entonces:

b ———
sl=<afx1><b'—k>—kay*—kﬂdy=<a—-x,)(b—k -

ST E L at]
9 kz———argc P

Como casos' extremos se comprueba que:

para x,=a—b: k=0 §

- w

o X =a ' k=b §,=0;

lo cual s evidente:

o Figura 9%

o

-
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Cdlculo de Qa.— Como la e;hacién referida a V' .
de la hipérbola que pasa por P es
| Xt — Y= (a— X9 — b

S, =fz Vy9+(a-xz)?—b’-d?=

Vi L

=[ﬂy_:tﬁ+‘_ki,,(}y+yye+kg)] _
2 2 . 0

Sy la—x)+o

- b(a— x,) (czl—xg)ﬁ—-b2
2 + 4 T@a—x)—b'

el caudal s

Q:=A.S,

Se comprueba que para gp=a—2>b » Sa= R

lo cual es 'evidente. .
Para 45 =10 (desagiie):

ab a® — bt a-+t+b
S = — L
2t (a——b '

que indica la cuenca correspondiente o que desagua
por los lados mayores del rectangilo,

Por los mencres desaguara el 4rea:
- a-b
L ( + )

a-—b

ab _a—=h
2 4.

S=ab—8=

Pag. 435
Designando
_g_=)\<l, L(a—}-b S
a a—b 11—
NN b b b
== 2 - e e e =2|—= 4 — ot 2 s
[1+3+5+] [a+3a3 J a
to que 2 fo
puesto que 30 & bequefio:
ab | a*—b* 2p b 2ath—b®
S — - —— - (2a— Pt =
2 + 4 a 2a( ) 2a

2 4 a 2q
2

NP
S -

vemos que en cuanto a es algo mayor que b, todo
desagua por el lado mayor. Por ejemplo: para

a=2b » s:—l—S.
i

Cdlculo de Qu. — La ecuacién referida a ejes que
pasan por I/ .de la hipérbola que pasa por

Py(a, b —py) es x2 — p? = a%— (b — y,)t

RN IR R

" Figura I0,
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“corta a /B en un punto que dista de V':

k=Va— b — s

$i= [ V=i == dx =

o VaTe o |
| oV — e ] —
= li‘ix__!f__..i L (X—{-Vx"-——k’)] =
2 2 k
b— ke SRR Y e
=2l Bty + S Ve — - =
2 2 : -2 ‘ .
=a(b——y3)__a2—(b——y3)2 La’i‘(b—ya).
2 . 4 a—(b—yy)
Qs = A . 53 . !
Para yg == (0 obtenemos el valor anterior de S,

como era de esperar. Para yg = D se compgrueb'a que
Ss=0.

Dado el poco grado de precision que se necesita
-~ generalmente en la préctica, es preferible dibujar
unas cuantas lineas de la red de curvas de maxima
pendiente, y ‘con.ayuda de un planimetro determinar

los valores de' las. distintas cuencas, ahorrdndonos

el calculo de las integrales.

Coﬁ.cﬂlusioneus.

.

Se Ll]] lo ex )uCQtC.\ ”e”aanS a ]aS moulentes con-
1 S
clusiones:

1. Deben estudiarse las lineas de méxima pen-
~diente de toda superficie destinadas a facilitar su de-

saglie, Vemos que, generalmente, se reduce, para los .

~ casos usuales, a un problema muy sencillo.

22 La distribucién de las lineas de igual pen-
diente méxima es interesante; pues nos da una idea
de los puntos en que puede haber encharcamiento,

si se trata de un pavimento; peligro de goteras, si

es una cubierta, etc. Puede ello evitarse imponiendo

que la maxima pendiente, en cmlqmm punto, sea

superior a un valor dado.

3.0 Es sencillo determinar de antemano el C'mdal
méximo correspondiente a cada desagiie, investigando
su cuenca de alimentacién, A los bajantes, pozos de
registro, canalones, etc,, etc., resulta facil y conviene

para su buen servicio, darles una distribucién logica,
fijando con holgura sus dimensiones, pendientes,, etc,,

con arreglo al caudal que por ellos va a circular.

Todo ello es un problema elemental, como hemos vis-
to, pero que por no tenerse en cuenta en multitud
de ocasiones y no darle la importancia que merece,
hace que obras, por lo demés bien censtruidas, ado-
lezcan de defe-gtos dificiles -0 caros a veces de sub-
sanar 'y que pudieran haberse evitado.

"Notas bibliogréficas.

1, Con gran generalidad y amplitud puede estudiarse
el movimiento del punto material sobre una super-
ficie, por ejemplo en la Mécanique Rationelle, de
Jean Chazy, tomo I, cap, VII (Gauthier Villars,
Paris, 1947, 3.2 edic.), donde le dedica 48 paginas.
Se expone allf, tanto para el caso de no haber razo-
namiento por el método de las ecuaciones de IL.a-
grange, como cuando lo hay, para .supérficies fijas

. 0 para superficies mobviles, ectc.” Considera y define
las lineas geodésicas de una manera que pudiéramos
llamar dindmica, como “tmycctorlas de un punm
material que se mueve sobre una superficie fija sin
fuerzas dadas mi frotamientos”, La couespondencm
con la’ definicién geométrica de los niismos se esta-
blece inmediatamente.

2. El estudio de las lineas de maxima pendiente d¢
superficies puede verse, por cjemplo, en ¢l tomo VII
del Traité D’Analyse, de H. Laurent (Gauthile-
Villars, Paris, 1891), pAgina 61 y siguientes,

3. Cubiertas .parabélicas de hormigén, a base de lami-
nas armadas, se estudian clisticamente en. el cono-
cido libro de L. Issenmann Pilarski, Caleul des voi-
les ainces.,. (Dunod, Paris, 1935), pags. 177-213.

4, Véanse .Ca‘pitulos V, VI, VIT y X del Tratado d¢
Hidrdulica, de’ Ph, Forcheimer (trad. Edit, Labor. 8,
11935), C

5. Plcmsamentc cl caso del movimiento de un pumo
materjal sobre un paraboloide de eje vertical (elip-
tico o hiperbélico, pero no de revolucién), sometido
inicamente a la accién de la gravedad, pero sin ve-
‘locivda('l imicial, lo trata como ejemplo dando la dis-
cusidén y »deqcm]icxon completa del mismo, una Me-

~ moria'de M, le Vte, de Salvert, Sur temploi des lig-

" ones ge_ode.\‘zquq.s ‘des .u!)fc_zces 'Lsothermes.




