NOTA SOBRE EL ESTUDIO DE ONDAS LARGAS
EN AGUAS POCO PROFUNDAS CON EL FONDO EN DECLIVE

Por MIGUEL ANGEL HACAR,

Ingenicro de Caminos,

Presenta el autor wna solucidn al problema tedrico que se resefia en el epigrafe, y hace final-
. g ’
menle, una comprobacién de la misma.

1. Introduccion.

Cuando la longitud de onda de las oscilaciones
de la superficie de un liquido es mucho mayor que
la profundidad del mismo, aparecen las ondas lla-
madas de marea o también ondas largas en aguas
poco profundas. Se presenta esto en las' costas, al

llegar las olas y las mareas a fondos en declive.

2. Las funciones Bessel.

Es de suma importancia la aplicacién de las fun-
ciones de Bessel a los problemas de propagacion de
ondas. Se presentaron por vez primera estas funcio-
nes en el estudio analitico del calor. No es preciso se-
fialar €l interés que su conocimiento supcne para los
problemas de calculo de autoinduccién de bobinas, de
difraccién de ondas (sonoras, luminosas, etc.), de
vibraciones en general, etc., etc., por ser de todos co-
nocido. Vamos a limitarnos a exponer un caso de
aplicacién a cierto movimiento de un fliido perfecto
y comprobar los resultados analiticos con los sumi-

"nistrados por la teoria hidrodindmica.

Efectuaremos simplificaciones, despreciando los
términos que no tienen importancia. El lector que
haga un examen atento, encontrara cosas no bien ex-
plicadas; otras, algo forzadas, y hasta desacuerdos
en la interpretacién correcta de la realidad.

3. Solucion.

Despreciaremos las aceleraciongs verticales. Lla-
maremos ¢, la elevacién del agua en un punto. Por 7,

A

Figura 1.*
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designaremos la profundidad, y por k, el coeficiente
angular o pendiente del fondo (fig. 1.%).

En estas condiciones, y como probaremos al final
de este escrito, son posibles ondas de marea del tipo

e

§=AJO( 2p V;)cospt e

donde, siguiendo las notaciones de la teoria de fun-

ciones, designamos por Jo la funcién Bessel de orden

cero del paréntesis que le sigue, 4, es una constante.
Lifectuaremos el cambio de variables;

x=—22)x
Vke

y representemos Jo (X) en unos ejes cartesianos rec-
tangulares (fig. 2.*). En el grafico se observan como
propiedades de esta funcién que Jo(0) =1, y que
la distancia entre dos ceros sucesivos de Jo (X) es
casi constante y tiende a valer = cuando X crece in-
definidamente,
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4. Construccién grafica. .

La construccidn gréfica siguiente nos permite la

representacién de , -
A1/ 4 p2- .
X
{° (V kg )

y asi determinar las amplitudes para cada valor
de &, -

N

Dibujada la curva Jo (X) como en la figura 2.7
y con centro en un punto cualquiera de O X, trcese
una semicircunferencia que pase por O. Con centro
en O] tracense arcos de circulo de radios iguales a
los valores de X,q,b,¢,d,..., que hacen a Jo(X)-
nulo, mximo o minimo [se ha dibujado también la
funcién Jy (X) para determinar bien en el dibujo los
maximos y minimos de J, (X), a'causa de la propie-
dad de ser

dJy(X)
———=—N1(X)].
ax
Iistos arcos cortaran a la primera semicircunfe-
rencia en ay, by, ¢, dy, ... . Tracense verticales en es-
tos puntos que cortaran al eje de abscisas en a', V', ¢/,

@,.... Lstos puntos. representan los valores de
correspondientes a los de X indicados por a, b, ..
d,.... Tomando como ordenadas en a b, d L.,

las mismas que en g, b, ¢, d, obtenemos las amplitu-
des de la onda.

Las escalas horizontales y verticales no son las
mismas, Se determinan inmediatamente, sin mas que
dar un valor a & y ver el correspondiente de Jy.
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5. lnflugncia dei fondo y la pendiente
en la longitud de onda.

. La longitud de onda de estas ondas estacicnarias
aumenta al hacerlo x, o sea que son mds cortas al
acercarse a la orilla. En efecto: segiin hemos visto, la
distancia entre dos nodos en la representacion de
Jo (X)), tiende -hacia el valor =, Luego como la dife-
rencia de las raices cuadradas de las & correspon-

. Vg
dientes tenderd hacia la constante ] kg

, al crecer

¥ es preciso que dicha diferencia de # o longitud de
onda crezca indefinidamente,

Vemos cémo el {fondo influye en la longitud de
onda. En realidad, el valor de { = Acos pt, corres-
pondiente a =10, J/o(0) =1 no se alcanza, pues
la ola rompe antes.

Los valores de 4 y p se determinaran experi-
mentalmente y por las condiciones de contorno o en
los limites,

6. La ecuacion diferencial del perfil.

Por ser ¢ igual al producto de una funcién de
Bessel, Jo (X) por un factor A4 cos P t, independiente
de X, resulta evidente que ¢ (X) serd también solu-
cion de la ecuacion de Bessel y también de orden
cero: : ‘ o

' '

» [ v o

3t (X) PRI

e x 9X +C(X)%0- (1]
Como
X = —Zp—l/?—, X = —k—i X2
Vig i
Der‘ivzm-do':

3% _ 8¢ 9x _

——

F) 3x 29X

26 ng= ngx _s_c:'
sx 2pt p ax

Del mismo modo:

¢ __:__ﬂg(ax .‘~‘+ L &*x _ kgx 3L
o.X3 axﬂ X Sx D¢ pl 9 x2
kg 3t
2p* 3x
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Sustituyendo estos valores en [1], efectuando
operaciones y simplificando, obtenemos:

2L .1 3, P,
+ — (=0
Ixe x 9x, kgxi

Por tratarse de ondas largas, ai:— es pequefio, y

si en la ecuacién anterior despreciamos el segundo
sumando, queda:

§ﬁ+_‘2'_.

=0 [2]
9 xt kgx

7. Féormulas de Euler.

Vamos a probar que precisamente ésta es la re-
lacién que debe cumplir la funcién ¢ (#) al aplicar
a la onda las condiciones hidrodinimicas dadas por
las ecuaciones de Euler y la ecuacién de continuidad,
las cuales toman formas muy sencillas,

" Si u, v, w son las corhponentes de la velocidad
segin los ejes la ecuacién de Euler aplicada al mo-
vimiento en la direccion del eje O 2, es:

Dw
Dt

19
e

)
9z

-indicando el primer miembro la derivada total. Como
ap

ésta es despreciable, resulta—;—- =—gp e integra-
2 :

da p = —pga - const.

En la superficie libre ¢ = ¢, y como la presion
es constante e igual a la atmosférica, resulta:

p=potpg({—2).

Sustituyendo este valor de p en la ecuacion de
Euler, correspondiente al eje #, resulta:

Du 14
Dt Sax’
o sea, al desarrollar:
u u Qu 3¢
u - W = e ot
ot T ox 1 az £ ax

(no consideramos proyecciones sobre el eje OY por
tratarse de movimientos en el plano y = 0).

34

Como # no depende de s por tratarse de ondas

. :
de traslacxon,T"- = 0. Como suponemos que la velo-
z a

cidad del flaido es pequefia, podemos despreciar el

sumando » %"—', y la ecuacién anterior se reduce.a
x

au ot
—_—= g 3
ot £ (3]

. 8. Condicion de continuidad.

Veamos cdmo puede expresarse: En la figura 4.%,
el volumen de agua que entra por la cara 4 B en €l
intervalo d ¢ es:

-1 au .
Vi=hlu4— —— dt}dt
N '( MCRPY, )

Sale por C D en el mismo intervalo de tiempo:
_ ' 1 3u
Vg—-(h-}-kdx)[u—l—-—- dx -
2 9x

x)dt]dt_.

El exceso de lo que sale sobre lo que entra es,
despreciando infinitésimas de orden superior,

3 1 du
+——(u+—— d
ot 2 3ax

1 el '
Vs-V1=—(kx —Hfu_)dxdt.
2 ax

Esta aportacion se logra de la disminucién del vo-
lumen de sobreelevacion., ¢ en ese tiempo, que vale,

teniendo en cuenta que la aceleracién vertical es des-
preciable :

1 1 3¢ 1 °
Vi — | — —~dt}— |t
T2 [2 ot J 2 ot (c +
—|--—3-i dx)dt]dxdl:Li_dtdx,
9x 2 ot
) —
/_
0 E.
/ X
p A ¢ g
. w _
— h‘-"k [~
x h+kdx
K:tgﬁ N
x dx D
; Figura 4.*
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Como
VitVat+Vig=0,

se obtiene:

’ Ju 2t ‘
kx— -+ hu-+ = =0. (4]
3x + T ot

9. Comprobacién de 1a solucién.

Como # es pequefia, el segundo sumando puede
despreciarse y queda: '
ou _ 1 3¢ ' 41
ox kx 23t

Eliminemos « entre [3] y [4']. Basta para ello
derivar, en [3], con respecto a , y en [4'], con res-
pecto a 7, € igualar los segundos miembros, Asi queda:

e 1 *¢

- =0, [5])
dx2 kgx a3t

Por tratarse de ondas estacionarias :
L t)=p(#) ¢ ();

donde ¢ y ¢ son funciones que solo dependen, respec-
tivamente, de « y ¢, Derivando dos veces con respecto

a &y otras dos con respecto a ¢, y sustituyendo en
[5], obtenemos:

S"II (x) . 'lbll (t)

p () ¥ (1)

Para un valor dado de #, el segundo miembro es
una constante, por lo que se deduce que y () puede

ponerse en la forma y (#) = cos p ¢ (prescindimos de
factores constantes) y

{=¢(x) cospt;
de donde: X

S =P cospr=—pig;

valor que, sustituido en [5], nos da:

aL o p
L R Ay o)
py + Py (o]

0 sea, lo mismo' que hallamos en [2], lo que com-

prueba que-
/ 4ptx
=A ~———— Jcospt
€ JO(V kg ) P

es solucién, como indicabamos en [*].
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