PLACAS CIRCULARES REFORZADAS
CON ANILLOS

Por MIGUEL ANGEL HACAR BENITEZ,

Ingeniero de Caminos,

Presenta el autor wn estudio wmuy complelo del cilenlo de los clementos que se resefian en el
tirulo, partiendo de lus ecuaciones gencrales v haciendo luego aplicacién a distintos tipos
de placa v de refuerzo,

Introduccién.

Las placas circulares son elementos estructurales
empleados con gran profusion, tanto en la construc-
cién (losas de hormigdén armado) como en fondos de
depésitos o tanques sometidos a presion, en cascos de
buques o submarinos (escotillas), en compuertas de
inspeccién de calderas o tuberias, etc.

Interesa en muchos casos reducir la deformacién
o flecha maxima que puedan aquéllas alcanzar, y, sc-
bre todo, disminuir también las cargas o fatigas mé-
ximas de trabajo de dichas placas.

Se consigue esto generalmente dando los espesores
adecuados. Pero resultan asi, a veces, elementos muy
pesados que o son dificiles de manejar o sélo en so-
portar su peso prepio alcanzan grandes fatigas.

Reforzando las placas circulares con anillos con-
céntricos puede lograrse, sin variar su espesor, <ismi-
nuir las flechas y las cargas de trabajo del material.
Ademés, asi se conserva la simetria cilindrica de la
placa, con lo que las ecuaciones de Ta Elasticidad se
simplifican notablemente.

Supondremos que las deformaciones son pequefias
comparadas con el espesor y que el material cumple
la ley de Hooke. Despreciaremos el efecto del es-
fuerzo cortante en la deformacion, lo cual ¢s admisi-
ble si el espesor de la placa es pequefio comparado con
su radio,

Ecuaciones generales.

Partimos de la clasica ecuacién diferencial gene-
ral de tercer orden de las placas circulares de espesor
uniforme, h, que da ¢l desplazamiento o flecha w de
cada punto e€n funcién del radic r y de la distribucion
radial de intensidad de cargas, p, que suponenios €s
sélo funcién de r (simetria radial o cilindrica).

Segiin se demuestra (véase la primera obra de Ti-
moshenko citada en la bibliografia) es:

dr[r dr (r dr’] D g
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3
__Enm : D es la llamada rigidez
12 (1 — p2)

de flexién de la placa; u es el coeficiente de Poisson
(que tomaremos igual a 1/3 en nuestros calculos).

Q es el esfuerzo cortante en el punto que se de-
duce de: ‘

escribiendo D =

Q.2-;rr=[;p21trdr. 2]

Integrando tres veces [1] se obtiene al temer en
cuenta [2]; y que p es exilusivamente funcién de 7:

e [ o] o

rt ro
ey — ey log — ¢y . (3]
4 a

Siendo el logaritmo meperiane, c1, ¢y, ¢z son las
constantes de integracién que dependen de las condi-
ciones de contorno.

La ecuacién [3] nos resuelve el problema en el
caso general. Vamos a hacer aplicacion de ella a los
casos cn que p es constante en toda ella (la sustenta-
cién serd por el horde exterior, pues si no, para calct-
lar Q hay que tener en cuenta las reacciones exterio-
res, como ocurre en varios casos particulares de los
tres Gltimos apartados de este escrito).

La integral maltiple del segundo miembro de [3]

es entences inmediata, valiendo —

r! .
P D; ast queda:

o= — —]2—1‘4_—_0’—];«—_
64 D 4

r "
- ¢y log — ¢y - (3]
a .
La inclinacién de la tangente a la curva meridiana
(o del plano tangente) con respecto a la horizontal
valdra:
d o

pri r Cy
— T ¢y — —_— 4
dr 16D+12+ r L4
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Los momentes radiales y tangenciales (por unidad
de longitud de arco y radio respectivamente) valen,
como sabemos:

d*w podw’
M =D — e s e ] 5
r [dr“ 1 rodr ] Bl
1 dw asw
M,=D|— —- to—1. 5
t [r dr T dr‘-’] 2

Las cargas de trabajo o¢,, o,, radiales y tangen-
ciales de elementos que distan y del plano neutro
de la placa son:

M, E d;w dw '
o= =1 |t E ] W
Ly T r r r
12
M,y " E 1 dw w1l -
o = = ‘-_—'*HL—-:]J’- (6]
1 l—p2 | r dr dar
—15"13'.}1

Anillo sometido a torsién uniforme.

Consideremos ahora un anillo de radio b y cuyo
momento de inercia de la sedcion transversal (¢ meri-
diana) con respecto al eje de simetria en el plano del
anillo designamos por I. Si suponemos que dicho ani-
llo estd sometido a torsién producida por pares o mo-
mentos distribuidos unifermemente a lo largo de la
linea central del anillo, y cuyo valor es M, por uni-
dad de longitud de arco, girardn todas sus secciones

(P
_%awﬁm~7
‘ boka |

eje anille

Mes momento por unidad de longitud de la linea media del anillo,

.

TN
AW

o ;23:- .
T
AN
TN
eje-
. . , Mb? oy
Fig, n*— Angulo que gira el anillo: @ 57 (ecuacién [71).

I=1,, momento de inercia de la seccién transversal 4 B C D
del, anillo, con respecto al eje principal de inercia O O
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transversales un mismo angulo 6, cuyo valor es facil
probar que esta dado por (fig. 1.%):

M b
) = —— . 7
£ | (7]
de donde:
m=ELy, (7]

Placas de varios anillos sustentadas
en su borde.

Con esto veremos queda determinado completa-
mente nuestre problema.

Sea una placa con #— 1 anillos (fig. 2.%) que nu-
meraremos en orden creciente de diametros. El con-
torno exterior de la placa podrd estar empotrado o
apoyado. Estudiaremos luego separadamente estas dos
cosas.

Seccion meridiana,

%

7,

PLANTA

Pig, a* — Placa con n— 1 anillos ¢, ¢s, ..., 13, constantes
de integracién de las » regiones (n=15) (ecuaciones [10]).
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Se podrin establecer tantas eouaciones [3'] (con
diferentes constantes de integracion para cada una)
como regiones o coronas circulares de placa hay sepa-
radas por anillos, o sea 7 ecuaciones,

Sea el radio exterior de la placa. Y ¢l radio de
cada anillo: '

b=k a.0ck £l i=12.,n—=1. B

Cada uno tiene un I que indicaremos respectiva--

mente por [;.
Las n ecuaciones [3'] seran:

prt | r? r
O = — A ¢y — - ¢y log —
m 0aD s l g a +
4y para0 .21 £ ka;
: pr re r
O == — e = €y — - €5 l0g ——
@ 64D‘-‘4|"’ga+ o
4 cs parak a £r £ kya;
pr e r
‘”(m=~m+c3n—27+5311—11°g"a—+
+ ey parak, ya £T = a3
o hien, mas concisamente :
' pr Cord r
W5 == = e —= Cpa ; — e Cn; log — -}-
(0 64D+ 3i—-2 4 |'31-—-l g a I
-|—cui...(ki__1a:f;rg:_’.ki ay; 91
siendo:
i=1,2 .., nlk,=1).

En resumen, tenemos que hallar las 37 constan-
tes:
Cyy Cay €35

Css €5y €53 o0 Cap—o 03”_‘,03,,,

por las condiciones en los limites de cada wna de las n
coronas circulares en que queda dividida lo placa.

El sistema 3# ecuaciones lineales entre dichas
constantes que resuelve por completo nuestro proble-

ma, es para l&

PLACA EMPOTRADA,

dwg;” '
[ d‘r“} =0; [10, al
" r=20 .
Cd )
[—‘”—’] =0; : (10, 6]
dr }r=q
[Oulrma =0 ' (10, c]

4w N ASTESTY B (10, d)
dr |r=k;a dar r'=k1a’ e

[og)r=4a= [0grnlr=t o v (10, e]

68

[M "(1+x)]r=1c,- a~ [M"(i)]r=k1 a*=

Eli d(.l)(l . . 0
= —_— E !
(ki a)2 dr ]r:ki a [ 'f]
En [10 d], [10 €] y [10f] i puede tomar los va-
lores 1, 2, ..., B — 1

La [10 a] se deduce por ser en ¢l centro de la
placa, horizontal, por simetria, el plano tangente a la
superficie neutra, : :

La [10 b] expresa'que en el contorno exterior la
placa, al estar perfectagmente empotrada, no gira.

La [ro c], que es nulo el desplazantiento vertical
de dicho contorno de empotramiento.

Tas #— 1 ecuaciones [10 d] expresan la conti-
nuidad de la pendiente del plano tangente a la superfi-
cie neutra de la placa, al pasar, en sentido radial, de
una corona circular a la siguiente a través de los ani-
Itos de separacion.

Las 11— 1 ecuaciones [10 €] indican la igualdad
de las o correspondientes a los anillos, obtenidas para
diches anillos. '

\. . , .. .

|

’
e)e ..

Fig, 3% — La torsién del anillo equilibrada por la diferencia
de momentos radiales de la placa (ecuacién [10, .

Las # — 1 ecuaciones [10 f] indican que el mo-
mento resultante radial M (fig. 3.%) que actfia en cada
anillo (o sea la diferencia entre Mrggy y M ri
correspondientes a las regiones i+ T € i para ¥ =
= k; @) produce en virtud de [7] un giro 6. Pero
como 6 es pequefio, podemos ahora hacer tg f b=
=-‘:T"’—f-. Si en [7] ponemos en vez de I, b sus valores

I; vy k; a, resultan las [10 f.

PLACA APOYADA.

Las condiciones de contorno que nos determinan
€1, €2, +or, Cg; SON las mismas, excepto la [10 b], que
; § - ' -
se sustituye por ”[Io V] [Mrpli=a =0, que
expresa la anulacion de M, en el horde exterior de

. la placa (r = ).
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En el caso mds general en que h-(y por tanto D)
varie con r, la ecuacién [1] no es valida. Se prueba
fakilmente, estableciendo el equilibrio en la figura 4.°
y despreciando cantidades de segundo orden, que:

dMr
M, +

dr
introduciendo [5] ¥ [5'] y lamando ¢ :%ﬂ, queda:
PR

DL,(%_}_EE) _Fﬂ(%_ﬂt%):_q, [

r—M 4+ Qr=0;

dr r dr

come ecuacion general, Se reduce a la [1] si k (y por
tanto D) es «constante, -

Qt g—':a— dr ¢je de /ap/aca

v\‘ ‘(?f .\’Qiqﬂ

‘ h
nedhae | | o= At

dr | Q .

Fig. 4" — Equilibria del elemento de placa de espesor 1
variable con # (ecuacién [1']).

Placas con un solo anillo de refuerzo.

Caso 1°.— Empotradas en su contorno (fig. 5.%.

Las constantes de integracién son ¢, s, ..., cg; €l
sistema de 6 ecuaciones resulta muy sencillo (n = 2).
Obtenidas dichas constantes y sustituyéndolas en las
expresiones [9], queda (tomado, este caso, del articu-
lo de W. A. Nash, citado en la hibliografia).

Para el interior al anillo:

—_ ke )\ L2y

@i 64Dg(a),+4lo.gk kﬂ(a)+

S B[ ey

Para el exterior al anillo:

p at ris a 1 r)2
O, = — ——— —_—] 1 4log — —B|—{—]| —
¢ 64D§(a) + & [4(a
1 1 a
——t—log —|} . .
4+2 gr” (1]

Siendo en ambhos casos:
' El
8k—4(1 4 k) =—— i
B G+ D _ [12]

k- 11—k EI
2 aD

(B -es positivo siempre, por ser k £ 1),
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" Como en la placa sin anillo, la maxima flecha esta
en el centro, por razém de simetria. Haclendo » = o,
queda:

p at 1 B I
o= — 2L N alog— 41— log — | =
Winie 64 D e 2 g«
4 4k2(1—k2)-§—é—
pa a
S e e (] — - log — . [13]
04D 2k (1—ky EL K
aD

Seceion

PLANTA

Fig. 5" —Placa con un anillo y empotrada en su contorno
exterior (ecuaciones [11], [12] y [13]).
.

Recordando que la flecha en el centro de la placa

. T o
sin anillo es — ;; ‘;, resulta que ¢l anillo influye dis-

mintyendo dicha flecha en su producto por:

4Ks(1_1(e)£L .
: ab . 1. © [14]
El g’
2K 4 (1 — K=
+( )aD;

expresion que es funciéon de &, o sea de la posicion

del anillo y de —E—D]—, o sea de la inercia del mismo.
aD |
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Podemos, llevar a un grafico (fig. 6.%) para distin-

tos valores de £ o las & como abscisas y las Wi
aD _pat
’ 64D
como ordenadas. Ia derivada de [14] con respecto a
k nos daria al igualarla a cero los puntos de tangente
horizontal a las curvas del grafico. Es decir, estando
una placa definida por su radio a, su espesor b, los

médulos de Young y Poisson E y p (p. g_;_) res-
pectivamente :

Em
12(1 —p2)

si queremos reforzarla cop un anillo cuyo momento
de inercia de una seccion transversal con vespecto al
eje contenido en su plano es I, tendremos asi el valor
de k (k<<1) que determine el radio b del anillo

.o /EIAD=0 )

0 L Vs )
N1/
f\%"‘w ,

’4% 5 25

o5

)

64D

W ox
par

2 (-
/

o

o o0z o8 06 08 .1

——eeetpn K

Fig. 64— Efecto producido por e! anillo de refuerzo en la
flecha méaxima de la placa empotrada con sobrecarga uni-
forme (ccuacién [13]).

b =Lka que produce en la placa lo flecha minime
Woax en el centro (fig. 6.).

. . I1E
Consideremos algunos valores particulares de 5
a

(nfimero sin dimension):
El

1.0 S‘ir—ﬁ — o0, ¢ sea ] =0, es que no hay ani-’

a
llo; la placa es ordinaria, resultando:

__pa
Wiix == G5
. 1E et .
2° Si —5-=0<>, o sea [ == oo, practicamente se
a
trataria <e un anillo de gran rigidez:
. v pl.l . ) 1
W, = —~f—1]1—~4Klog —| 15
méx 64 D l g K] [15]

Veamos cudl es su posicién mds conveniente para
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que la flecha Wnsc €n ¢l centro see minima, Igualan-

“do a cero su derivada respecto a k, obtenémios:

K 0,61

— ] —
Ve
(e~ 2,71 ¢s la base de los logaritmos neperianos), y

entonces:

4 4
Wi = — L (1 —_ _2_) = — 0,20 2% [16]

64 D e 64D

O sea, que por muy rigido que sca el anillo T—> o0
no puede reducirse la flecha mds que ol 0,26 de la que
tiene sin él; ello se logra con un anillo de radio
h = 0,61 a.

Todas las curvas de la familia dada por [13] pa-
saran por los dos puntos:

_Omi gy g1 i
— paif64D — pat[64D

= *

Tensiones principales. — Aplicando las férmulas
generales [6] y [6'] calculando las wy) y o) de la
parte interior y exterior al anillo con auxilio de las
[11;] v [112] queda, después de hacer operaciones:

= e 3({?) (54)- (o)

B 1\] .
— a1 "75)%”

3pad(l-+yp r\s (143 1 il
=225 - (T (e
»l~—§—(1;%)§y,
R
-G T
; 18]

=gp_cm+u>§_(r)ﬁ(1+

et 4 ho

a\*[1— B 1— a\* :
{2 22

r 14+ 8 14u r

Tistas expresiones indican claramente el efecto pro-
ducido por el anillo. Cada una de estas tensiones es

. el producto de la correspondiente a la placa sin anillo

multiplicada por un nfimero . abstracto, dependiente
de % (posicién del anillo) y de B (rigidez del mismo).
T.as tensiones maximas corresponderan a fibras

. . h -
_ exteriores, distantes y == - de la superficie neutra,
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Las posiciones que toma el anillo al variar k in-
fluyen en los valores méximos que pueden tomar las
oy, 0. Los representamos en sendos graficos (figs. 7.*
y 8%). Nos dan el valor de k mis conveniente para
reducir cada una de las tensiones.

or . 0"6 %\ Ad

" [3pa® /ap
o'
[¢]

0 02 0’4 06 08 4
— ¢

~— el méximo tiene lugar en r=a,
~~~~~~ el maximo en la placa interior tiene lugaren r=ka.

Fig. »* —Maximos_valores de la tonsién radial o,
(ecuacién [17]).

! 7 o
El/ =0 Rl
" /QD //’ ,,””,' ‘
//f :{/',"
, 0} 0'6 ‘,4‘-' aD ,/',/
3 pai(itu) \ R R
( 8he J IR
0'4 N A5
(2;-/- = 25
: 'a D|
,0'2 . .
0

0 ] 04 06 0'8
— K
—— el miximo tiene Ingar en un punto intermedio
de Ia zona exterior,
------- el maximo es en el centro,

Fig. 8. — Méaximos valores de la tensién tangencial o
(ecuacién [18]). '

Recordemos que en la placa empetrada (sin anillo) :
3pat ( h )

. : ,
T —1 2] 2 15
S BPEUED (L) AR

e 4 hy 2/

es decir, la tensién radial maxima (que tiene lugar en
el borde de empotramiento) es 1,5 veces la tensién
tangencial méxima (en el centro).
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Caso 2.2, — Apoyadas en su contorno.

4
interior, . w; =— (i}rD +C1‘%‘|‘Cz log %f

46 0£r £ Ka)

Parte

exterior, . w, = — —— |- o + ¢, log _;_ o+
+¢o; (Ka £r < a).

Las 6 constantes de integracién fas fijamos por
las 6 condiciones en los limites indicados por las ecua-
ciones [10], que en este caso son:

.

Cd o,
=0;¢,=0; 120, a]
dr r=0
| 5pat 2D 2D
=0; — + €y — — g —— = 0; |20, &/
{M,EJW_H e e =010
[ ] pat a® .
0 =028 B =0, o
. ch:a 64D ! 4
d
dUJi] ~[ (l)e] =0
i dr |,—kaqa dr |r=ka
Ka Cs
—¢ — =0 20, d
() — ¢4) 5 Ka { ]

w; —lw =0
[ I_r=Ka [ e]r:l(a

(¢, —c,) (L) — ¢ log K+ ¢; — ¢ = D; (20, ¢]

a
2
’ | El dw
M —1M,. = Lo
[ fe .|r=Ka [ i Jr=Ka (K a) [ dr ]r:l(a
2
3

2 . _ .\ _2 D _ EI[_pKa  eKa]
R AT (Ka)ﬁ[ 0.0 2 ]
20, /]

Sistema ‘que resuelto nos da ¢y, ¢, g, ¢4, €5, Co, ¥
que al sustituir da para las o:

e~ s

_4_ﬁy@+;H&Hm%H.mﬂ




siendo ahora:

(5—2K‘3)K2-£:—1—
aD i
5= BT (22
4K+ 24 K) —
aD

(B es siempre positivo, por ser k £ I).
Recordemos que la flecha en un punto cualquiera
de una placa apoyada (sin anillo) es:

W= — p(a—r) hunt a*—r) =
64D 14-p
) pal r 4 . r\2

= — - 44 (—) =5(—]) ¢,

(34D% +(a) (a)%
. 1 pat
si o =—; que es el centro 7 =0, da ogax =.— ——
H 3 » 4 Omix T 6D’

o sea cuatro veces la de la placa empotrada.
Las flechas mdximas se obtendran haciendo » = o
en [21]. Asi resulta:

gy = — 22 % 1—B (% +log —1—) % . 3

16 D K

Con lo cual podemos determinar una familia de
curvas (fig. 9.%) que nos daran, para diversos valores
del parametro:

El O ax
as ~ i
aD —pa!16 D

en funcién de k.

Lo mismo que en la placa empotrada, como casos

. particulares tendremos::

1'000

C ——k

Fig. 0 — Efecto producido por el anillo de refuerzo en la
flecha mixima de una placa apoyada en su borde y con so-
brecarga uniforme p (ecuaciones [22] y [23]).

i/
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12 Sil=o0 para:

K=0) rectte 0>1=_]pm=IWI“-I—(L)A"'-S_(LY};

0 sea, como si no tuviera anillo y simplemente apo-
yada.
. 5—2K*
2° Si [ =00, B=k%———, resultando para
2 - K°

2

k=1, B=1:

W; = — p_ﬂ4l — (L)] (parar=0 Wiy = — MJ‘-),

64D | a 64D/
o sea, las flechas de una placa sin anillo, empetrada,
pues si es completamente indeformable en su contorno
exterior equivale a un empotramiento.

Teniendo las o dadas por [21;] y [2I2] se hallan
las ¢, ¥ o; como en las placas empotradas, auxilian-
donos de [6] y [6']. Andlogamente, en graficos po-
drian dibujarse las reducciones que per €l anillo ex-
perimentan las tensiones maximas,

Placa apoyada en el anillo de refuerzo.

Si éste tiene de radio k@, las ecuaciones diferen-
ciales de la placa se deducen aplicando [1] a la parte
interior y exterior separadamente, teniendo. en cuenta

; interior - .
que si las Q g exterior% los designamos por% 8’ 2 , Te-
4

sulta

Q 27r= [rp21tdr; . 0zrzKa) (24]
Jo ,

Q2nr= IrpQWdr—ﬁP; . (Kazrzay (2]
Jo
siendo P = [° p2mrdrel peso total que actiia so-

0
bre la placa. Las [1] en este caso serdn:

_.‘L[_‘__ A (r d”’i)]-_-
dr|lr r dr

' {;prdr
: : 0L r«Kay. 26
D7 ( ) [26]
__Q_[L_d_(,d“’e)]_
drLr. r dr
frprdr—rP
=20 . (Kazgr<a).. [27)
Dr

.
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En la cual p es, en general, funcion de . Si supo- que integrada da:
nemos ademas que la sobrecarga, p, por uridad de su-

. . . . a? 3pre 3 o
perficie es constante, se integran inmediatamente, re- —ﬂ’- = — 35 ! +- %a— (2 logL + 1) -+~ S —c-:—;
sultande (fig. 10): d'r i 16D D a 2 :

w rs as r cr Co
pr : = Rty roe )+ Al
W, = — —— 6 — 4y log — + ¢y [28] r 16D a 2 r
64 D 4 a pr p at r
o) = — + = (r‘l log ~— — %) -
pr pat |/, e 64D 8D a
o= = G5 T (e =5 r
- +C,T—i—cglog—a—+cg-
r r
T '_4—'|~ & logT + - (29] Las 3 condicicnes en los limites son:
. dw
SECCION a 4 [——-] =0; ¢ =0;
dar Jr=0
Kg i vl )
% | [(o],.=o =0; ¢,=0
/ Z
V/ﬁ?' Z 22227222, - ] El{de| . pa 2D
. —Im| === i fe—aZ=¢=
——— B r=a a- dr |r=a 8 3
CSC & TG _EI 3pa3+c__a_.
Fig. 10,— Placa apoyada en el anillo de refuerze. (ecuaciones as 16 D )
[28] v L20]), _
‘ De esta iltima se deduce:
Las 6 condiciones de contorno, que determinan las 243 El
constantes de integracidon son, las ecuaciones de pri- o — 3pa? aD
= .
e grado en ¢y, ca, Cay C4y €3 Y Co:
mer grado 1, €2, €3, C4y C5 Y € . 8D 4+3‘E1
aD
d ll)(i) 3 .
ar o =0 > l‘”(i)] Ka = [“’(e)] « =0 Que sustituida en o nos da:
dr= re= r=Ka
' ; 4 i m+3£%
lM"“]r—a:O ’ [M’“’]r-m_lM’ml: w=— L B fjog L 22 | 3
= = : 64D 8D a ~ El
[30] 10412 == .
El d oy . aD
= — | —— r; Sir=o:
(Kayp | dr |,_kq . El
B9
- , . a ©a . ..
d ) _[2@w N W =—2L (Fig. 115 [31]
— =|— : oo 64, 4 EI
ar r=Ka dr dr=Ka + aD
. 08
Iis evidente que este caso comprende para k=1
0'7 , . gt
eI =" los. de placa, sin anillo, apoyada en su rima de hiperbola eguilatera
co ‘ empotrada o
contorno exterior,
05
Placa apoyada sélo en el centro y con anillo oar
de refuerzo en su borde exterior. v Voer3sE
. ' 02 st6 55
Si p es constante como:
0
Q=Rrr—pra’ ] _ X
. . 2nr ' 0 234 567 83 0 121314151617 (819202 22232425
la ecuacién diferencial es: ~EL .
' ' Fig. 11.—Reduccién de flecha mixima producida en una
._.i. R (rd_‘” ]= M' placa apoyada sélo en su centro por un anillo de refuerzo
dr| r dr dr 2rD - en su horde exterior (ecuacién [31'1).
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Como casos particulares, tenemos:

1° I=o0: ‘
_ o per (1o T 5
@ 64Dl'sn(ga s ) B2
para 1 = @:
) —?_,p_gi [32!]
max 32D,

es €l caso de la placa ordinaria (sin anillo) sostenida,

solo en el centro.
2° | = oo; resulta:

=_._p_’:_ _Ilf_’n"_ lo _"__._Lj 33

® 6iD 8D [ e -5 ©
para ¥ = a:

3 pat /

“’méx-':%z D ' (331

Si consideramos:
Deformada de placa empotrada con sobrecarga
uniforme p:
—p
64D

Deformada de placa empotrada, pero con una sola
carga, P, en el centro:
Pr r _ P@—r)

log
8z D a 16 = D

W=

(a‘.’. — r".!)'.S'

0= -

(ambas obtenidas como formulas [62] y [92] en Ti-
moshenko, Teorta de placas planas y curvas), y las
restamos, obtenemos, suponiendo P = a.p:

__bpa [(L)‘ 9 (L)g % 4 log (—’—) —1l— 3‘. 34]
64D a a a R

3pa’
Como para ¥ =0, queda o = OZ D como flecha

en el centro; comprueba que esta cantidad es la dife-
rencia entre (341 v [33].

Examinando [31] y [32] vemes que la influencia
del anillo con respecto a la placa sin él hace que su
o pax S€a una fraccién, de la que ésta vale:

. g43EL
Wméx . aD [34,]
3pat EI '
—2Pe g6 ==
32D + aD

que es una rama de hipérbola que representamos en
la figura. :

Las formulas [32'] y [33'] nos dicen que por
mucho que reforcemos el amillo (como para I o0

toma [34] el valor —-;— , nunca podemos reducir la

flecha (pues si I - o [34] vale 1) a menos de la mitad
que tendria sin dicho anillo,

Tenierido o definido en [31], es inmediato hallar
las tensiones en cada punto o,, o7, ..., SUS valores
maximos, ete,, etc.

T4

Placa con agujero circular, reforzada
con un anillo. '

T. Si la sustentacién €s en el borde exterior y el
borde interior estd ademds cargado con uma carga
P . . .,
Py= 503 uniformemente distribuida a lo largo del
T
mismo, ademéas de la p en su superficie, la ecuacién
diferencial serd, ya que:

P | n(P—0bY d [t d [ do
Q—._'—-—- -] —_— e | e g | [ —— =
2xr + 2xnr b dr [r d.r(‘ dr)]
Y Y il
rD + 2rD P
que integrada nos da: :
dw pr b [ bp 1 r
a Py ——])r{——log—
dr 16D 2(° z)(z ga)+
r Cs
4o —+—=
2 r
4 2
u>=—_£_'_____b_ po_.._llﬂ_ i —10g L)+
64 D 2 2 2 a
r r
¢y — -}~ ¢y log — ¢y
+ o 7 F-cylog p +- ¢ (35]

Las 3 condiciones en los limites (figs. 120, 12 b
y 12 ¢) serdn para: ‘
a) Placa empotrada en el borde exterior con ani-

llo interior:
“d o Elfdow
—_— =0 | M|, =p=—7|—
_dr}r:a [ r]r——b bt [d"]r—_-b

[0]r=a=0
b) Placa apoyada en el borde exterior con anillo -
interior:

L Elfdel
[‘“]r=a=0; [Mr]f=0=:U; ' [Mr]’=b=—l;—[—t‘12r-]r=b

¢) Placa apoyada en el horde exterior con anillo
exterior:

[0y ] =0 [M], o= 2L [42] s o=,

a* Ldr
II. Si la sustentacién no es en el borde exterior,
sino a fo largo de un circulo interior, la ecuacion di-
ferencial es andloga, ya que entonces:
o pr(@—=0b)p  =(—0) |
Q - P
2wnr 2wr

es decir, que basta sustituir Po por Po——EpB- (a® —

~D?), resultando:
pr b a* re r
0= 2. (py——p|— (1 —log—])-
64D 2(° 2bp)2( ga)F
r® r :
o L calog e (361

Las condiciones en los limites seran (figs. 12d
y 12 €): ‘ '
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Fig. |124) ' Fig. 12d

P
REEN)

P
, Iy [ XER RN [ XXXIR)

ot

1
#9412b) Fig. 12e)

L : P P
Phbb Ahib I Y]
A A

F A P,

°

o ﬁ/’s. /29)
IXXKIX! XXXIZL]
o — [~ Fig. 12,— Diferentes casos de
'y cb A placas circulares con agujeros
‘ i concéniricos (secciones
2 P, - nier jdianas),

e) El anillo en el borde exterior:’

l_u)r]r=b=07 [Mf]f=n = 2 [—d—w—]r_:a; [Mf]f=b =0,

a® |Ldr
Haciendo I = 0 6 I = oo y combinando con:
p=0 6 P=0 6 P=p. n(a— b,

se obtienen casos particulares muy interesantes.
Para b =0 se tiene la placa sin agujero, pero re-

forzada con anillo. Si I = o, es como si éste no exis-

tiera, y si I = oo, €l anillo produce un empotramignto.

Sin dificultad se harian los célculos para anillos

de didmetros distintos de los de la placa. Entonces
aparecen 6 constantes arbitrarias correspondientes a
las ecuaciones de'las w; o, interior y exterior a di-
cho anillo. _

Los 6 casos de cargas de placas calculados y ta-
bulados por Wahl v Lobo y recogidos por Timoshen-
ko (fig. 13) en su libre sobre Teorias de plakas indi-
cadas en la bibliografia (cap. ITI, tabla ITI), se dedu-

F:EBRERO 1951

cen mmnedialamente como casos mwy particulares da-

las a), D), ¢), d) y e) expuestos, del modo siguiente :

I=0 P=0: placa empotrada ordinaria (sin anillo)
con sobrecarga uniforme p y con aguje-
ro central.

: placa empotrada ordinaria con sobre-
a) carga P distribuida en el contorno del
agujero.

[=w-—P=pn(a®— b%. CasoV (se presentaen el
cdle.” de émbolos).

I=w p=0, . Caso VL.
=0 P=0...... CasoVIL
b) I=0 p=0...... CasoVIL
l=w P=0.. . Caso IV,
=w p= . Caso VIII,
=0 P=0,.... . CasoVIL
=0 p=0......Casol
c) Il=ew P=0......[lgual que en a) para
I=0, P=Q0)].
[=w p=0...... Caso VI,
Coepr- afb = ifk
Caso ciente | 25 | 50 | 2 3 4 5

040 o026 | 1'48 | 1'88 | 2'17 | 234

1> =

01341 | 0'S19 | 0672 | 0'734 | 0'724 | 0'704

066 | 019 | 204 | 334 | 4'30 | 510

]

0'202 | 0491 | 0'902 | (220 | 1300 | 'as0

0435 | 0%to | 1'0a | 25 | 2799 | 3%9

T

6'00231]0'0183 |0'0938 | 0'293 | 0'448| 0'564

otea | 0336 | 07 | 21 | 145 | 1’59

;

0'00343(0'0313 | 01250 | 0291 | 0'417 | 0'492

(v) .
“ X 0090|073 | o'y | 1'54 | 2'23 | 2'80
Y222z 227207278
o ,3 0'00077(0'0062 | 0'0329| 0'170 | 0179 | 0'234
o | 0'ts [ 0220 | 0405 |0'703 [ 0'933 | 1'13
B |00029] 0'0064] 00237 [ 0'062 | 0092 | 01414
STTTT TPV o | 0592|0976 | 1440 |1'880 | 2'08 | 2'19
L B | 0184 044 | 0'0esa| 0'824] 0'830 | 0813
.’ o [0'227| 0428 | 0'753 [1'025 | 1'514 | 4745
wzza e ,
B |0'00si0] 0249 00877| o209 | 0293 | 0'350
Figura 13.
pat p
o] =g 6 3 =q—7
Tmax g Tmax he '
3
pat Pa
w =B — o) w = f =
max mé
Ehs ¥ Ehs
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o0

Je=0. P=0.. ... Caso Il

Ny 1=0 p=0.....". Caso I.
d) [= P=0..... . Caso Il
1= p=0...." , Caso VIIL
|=0 P=0......Caso0lL
=0  p=0...... Caso I
e) [=w P=0......[o mismo que en @) para
‘ 1=0, p=0.

[=w p=0...... Caso VI

{2l caleulo expuesto anteriormente de placas apo-
yadas sblo en su centro, puede considerarse como ¢aso
particular de varios de éstos, en lo que b—> O,

Placas de espesor h ‘variable con r.

Su estudio ha sido abordado por Pichler (véase
ecuacién [17]) y Olsson (véase bibliografia). Si ade-
mAs se refuerza con anillos, las ecuaciones son muy
complicadas. ,

Si i varfa proporcionalmente al radio r, h=¢7,
(H=ca)yen placas con un agujero reforzado por
un anillo de I = oo (lo que equivale a que la placa
esté empotrada en un Arbol central de didmetro
b = k a), los calculos esthn resucltos por Conway (ver
bibliografia) para seis casos particulares (fig. 14):

P=2ano=-—mp(aﬂ——bﬂ).[Cargas
placa em- equilibradas (piston)] (VI).
potrada) P=0. . « « « « « - (1.
p=0........(1).

p=2rbP,=—np (a*— b¥). [Sobra,

placaapo- en realidad, el apoyo) (V).
yada, .JP=0.. .« ¢ (V).
p=0. ... (11).

Al final de su escrito da Conway una tabla, wukilisi-
ma, que coptamos (fig. 14), con los valores deayf
que dan, respectivanente, Ja tension maxima:

(o] =a P at [o] o} =a '—P—
Tmax  HE méx = %
y la flecha méxima:

pat P a?

Onax = 8 0 Mpax = B ﬁ; !

EH?
en cada uno de dichos seis casos, en funcién de los -
valores de: ‘ A
1
7:1,25, 15, 2, 3, 4 5

Siendo —-}{— = —Z— > o la relacién entre €l radio de
la placa y €l del agujero. . B :

No entramos en €l calculo de placas con grandes
deformaciones (trabajos de Karman, Nadai, etc.), en
que su refuerzo con anillos también tendria gran in-
terés. : R T O tul

76

) . 3 = 1k
! 129 | 45 2 3. | .4 5

a |0159]0396]1001 | 2036 | 6549|1078

B |voo174|ooti2] 0’060 0261 | 0546 | 0876

o |o3sa 0933|2626 |77 | 1147 | 1651

B l0oostc| 00583|0'3448] 11358 | 2387 | 3268

o« |oo78s| o208 | 0's2 | 127 | 194 |2345

B |ovoosz| o'oos [0'0495] 0'193 | 0346 0482

« | 0149|0994 | 223 | 587 | 778 | 916

B |ovoss51|c'05641 0412 | 1673 2'786 | 3573

o 10249 | 0638 | 396 | 1364 | 2600|403

B |ooosze|cosss| oot | 2119 | 4245 6203

o 04275 | 05145 2'051 | 7'985 | 17'35 | 30'00

B |oooros| 001145 G093u| 0537 | 1261 | 2'16

Figura 14,

__pa . P
Ormax = ¢ He o Ormax = q._};_z_ ;
= pal Pa®
Wi = B -—ET 6 Opax = B i .
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