ESTUDIO SOBRE LA ECUACION DE CONTINUIDAD EN HIDRAULICA

INTEGRADOR MECANICO DE LA ECUACION

Por MANUEL DIAZ-MARTA PINILLA,

Ingcmcro de Caminos.

La resolucidn grifica de la ecuacién de continidad en Hidrdulica le sugiere al autor un sencillo
apam(o que describe en el presente articulo y que resuelve, o su juicio, problemas hidréulicos
de interés relacionados con las flurtuacwnes de voldmenes.

En cualquier recipiente con entrada y salida de
liquido, se wverifica la ecuacién diferencial siguiente:

dV=Q .dt—q.d{, [1]

que expresa que el aumento elemental del volumen
en el depésito es igual a la diferencia entre el volu-
men entrante y el saliente en un tiempo infinitamente
pequefio.

Esta ecuacién puede ponerse en la torma:

v

S.dh=(Q—qdt; ‘ 2]
0 bien:

L—a,
S (3]

dh _
dt

En estas ecuaciones, las letras tienen los signifi-
cados siguientes:

V = yolumen del depdsito, en.m3;

S ==superficie libre del agua, en m?2;
h=altura del agua sobre @l vertedor, en m,;
Q e=caudal entrante, en m.3/seg.; ’

q =caudal saliente, en m>3/seg;
tE==tiempo, en segundos,

La resolucién de la ecuacién [3] permite ahordar
: prc-blemas maty importantes de Hidraulica, tales como

el efecto regulador de un embalse durante una oreci-
da, wl con’nol de la altura de los lagos, el funciona-
miento de los enibalses destinados a la plo-flucuon de
energia eléctrica ¢ a cualquier otro consumo, el estu-
dio de las cdmaras de carga. o chimeneas de equili-
brio, el del funcionamientc de los depos1tos de mareas
destm'ldos a la produccién de energia, y, en general,

¢l de cualquier sistema Judrau‘hco con uno o varios
depdsitos, .

La ecuacién [2] no puede resolverse analitica-’

mente, a no .ser en. casos muy sencillos, en los que,
ademas, se -aceptan algunas. simplificaciones y se re-
curre en general a resoluciones. gréficas o a tanteos
numéricos. Kozeny supone dividido el embalse 2n
Pequenos emlb'llses parciales, para los que determina,
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por tanteos, €l tiempo de llenado o vaciado (1). Otros
procedimientos graficos e aplicacion son los de
R. A. Hill (2), Goodrlch (3) y Visentini (4). .

En este trabajo varos a desarrollar unas resolu-
ciones de la ecuacidén de continuidad (5), que permi-
ten faciles aplicaciones a todos los casos enunciados

y pueden extenderse con sencillez a cuantos se pre-
senten en la practica,

Efecto regulador de un embalse,

Al llegar una avenida a un embalse con desagiie
swpmﬁmal, una pante del volumien se almacena y otra
se vierte, subiendo mientras tanto el nivel de agua
hasta que el caudal evacuado se iguala con el que
ingresa, A partir de ese momento, el nivel en el
embalse desciende. Este fendmeno se traduce en un
apaisamiento de la onda «de crecida aguas abajo del
embalse, con retardo y disminucién de la creciente
maxima (figs. 1.8 y 2.%).

Si se tienen datos de la rada afluente y se cono-
cen . las caracteristicas del embalse y el vertedor, en
las ecuaciones [1], [2] y [3] son funciones cono-
cidas:

V="V (), volumen del embalse en funcién de la aitura
sobre el vertedor; .

Se=S"(h), superficie del agua, funcion de esa misma
altura;

Q=0 (¢), caudal ingresado en funcién del tiempo;

g==q{(h), caudal evacuado en funcién de la altura so-
bre el vericdm

La funcién incognita es la g = f (f), que repre-

senta la vaniacion e caudales evacuados con el tiem-

po, y para obtenerla, perseguimos en la ecuaciéon [3]

(1) Forchheimer: Tratado de Hidrdulica, pig. 450,

(2) R, A, Hill: Eng, News Record, 26 abril 1028.

(3) Goodrich: Civil Eng., febrero 1931, “Rapid Caleula-
tion for Reservoir Dlscharge"

(4) Visentini: Energia Eléctrica, febrero 1933. :

(5) Fundadas en un procedimiento publicado por el autor
en 1932, M., Diaz-Marta: “Efecto regulador de un embalse”,
Revisra pE OBras POpLicas; 15 diciembre 1932,
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la formacién de la i = (¢), cuyo coeficiente angu-
lar, segtin dicha ecuacion, vale (Q —q)/S.

En la figura 1. se representa, en el cuadrante de
la derecha, la curva de caudales Q = Q (¢), v en el
de la izquierda, dos curvas: una, ¢ == f (), que tiene
por abscisas supetficies de agua y por ordenadas los
caudales evacuados cuando el agua alcanza los nive-
les correspondientes a esas superficies, y otra, la
h= ¢ (S), con alturas como ordenadas y superficies
como abscisas.

Dividimos el eje (e las ¢ en intervalos iguales de
tiempo, y suponemos conocidos los puntos By y Hi
de las curvas de caudales evacuados y alturas de em-
balse para el tiempo #; Il problema se reduce a en-
contrar los valores By y H, para el tiempo f». Repi-
tiendo la construccién para los siguientes intervalos,
lo habremos resuelto totalmente, puésto que siempre
se parte de una altura de embalse y un caudal vertido
conocido para un cierto instante,

Por €l punto A, se traza una horizontal hasta que

corte @l eje de ordenadas en a;. y por el punto Bi,

otra hasta que corte en b’y al eje de ordenadas y en
by a la curva g = f(S). La inclinacion de la, recta
a1 by es la misma que debe tener la tangente en el

punto H; a la curva h = /i (£), puesto que el segmento

a; b’y es igual a Q — g, y el segmento b b’y equivale
a la superficie .S en @l instante considerado. Por el

punto H; puede trazarse una paralela a dicha recta -

y obtener asi un valor aproximado de la altura media
en el intervalo.

Los valores de g se deducen de los encontrados
para h por la correlacion que establecen las dos cur-
vas de la izquierda, ya que, eligiendo un valor de I
como ordenada en A = ¢ (S), obtenemos, mediante
una vertical, ¢l correspondiente de g en g =f(S),
y por medio de horizontales pasafno’s estns valores a
la construccidn de la derecha,

En el paso del punto H; al inmediato hemos to-
mado como cuerda <e la curva la tangente en el punto
H,. Para corregir el error, partimos ahora de. los
puntos medios del intervalo, 4,, v Hy, este tltimo
acabado de determinar con mucha aproximacion,
Trazamos una horizontal por 4, para encontrar el
punto a,, en el eje de ordenadas, y otra por Hg,
que determina el h,, sobre'la curva h=¢ (5). For
la correlacion establecida antes, encontramos el punto
bm. La recta que une a,, con b, tiene la inclinacion
de la cuerda Hy Ha., puesto que hemos partido de
valores medios; luego trazando por H; la paralela
a dicha recta, obtenemos el punto H, rectificando la
dnterior construccion. ‘

Reiterando el procedimiento, dibujamos en su to-
talidad las curvas que dan alturas de embalse y cau-
dales. evacuados en funcién del tiempo.
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En la figura 1.2 se ha estudiado el caso de la
regulacién en un embalse equipado con compuertas
automaticas, que mantienen el nivel de-.agua a la
altura constante 144, hasta que el caudal desaguado
sobrepasa los 1 6oo m.3/seg., para el cual las com-
puertas quedan completamente abatidas, funcionando

desde ese momento como vertedor de coronacion fija .

con 138,5 m. de altitud, El cdleulo grafico se ha hecho
a partir del punto en que los caudales ingresados y
evacuados — iguales mientras las compuertas funcio-
nan automéaticamente manteniendo el mnivel consfan-
te — alcanzan los 1 600 m.3/seg., que es cuando co-
mienza el efecto regulador del embalse.

Las escalas del dibujo se han elegido como sigue:
de la ecuacién [3] deducimos que si 1, cm. representa
1 m. enla escala de alturas y 200 m.%/seg. en la de
caudales, la misma relacion de 1 a 200 habrd entre
las escalas de.tiempo y de superficies. Hacemos que

. I cm. represente 4000 000 m.Z, y 1 crh. representard

también 4 000 000/200 == 20 000 seg., y I dia vendrd

" expresado por 86 400/20 000, 0 sea por 4,32 cm.

Observaciones.

Del examen de la figura 1.0 se deduce:

10 Bl 4rea de la superficie rayada .4, 4, B1 B2
representa el volumen de agua almacenado en el em-
halse en el tiempo t; to. El mismo valor tiene el area
rayada a la izquierda de la figura entre las horizonta-
les de H, y H,, puesto que esta irea es el primer
miembro de la ecuacién [2], integrado entre Hy y
Hos, y la primera, la integral entre los mismos limites
del segundo miembro. De aqui que el volumen de
agua almacenado, entre las cotas 144 y 1464, expre-
sado por ¢l area limitada entre las horizontales tra-
zadas a esa altura, y la curva h = ¢ (S) equivale a
la superficie comprendida entre las curvas Q y ¢
hasta €l punto de interseccién Py ambas dreas repre-
sentan, por tanto, la capacidad de embalse total que
interviene en amortiguar la crecida. ,

2 En el instante en que se igualan los caudales,
los valores de g y de h alcanzan su maximo. En efec

- to: en la ecuacién [3], el numerador se anula y

d h/dé=0. Hay en este instante un mdximo de h

'_ y, por tanto, de g. .

3.° Para dos valores iguales de g ¢ de h, uno en
la rama ascendente y otro en la descendente, las su-
perficies s P ¢ y P u v son iguales, puesto que la pri-
mera representa el volumen entrado desde H; a la
altura maxima, y la segunda, el vaciado hasta reco-
hrar, desde la mdxima, la misma altura H;, por lo
que su igualdad es evidente, En algunos casos hemos
visto deducir de esta propiedad de las curvas la cons-
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truccion. de las ramas descendentes. Con'la consiruc-
ci6n ‘grafica ‘que hemos -mostrado, :es . mas’ senc1110
segulr con el px ocedmnento mlmal S ' ‘

Resolucion gr&fi'ca.' eliminando -la variable H.

La ecuacién [1] >puede' eséribifse _también en la
forma: . o _
' v o

aq dg=(Q—q)d o (4]

o

' en la que d V/d q, que tiene las dnmensmnes de un

tiempo, ew:presa, en segundos la relacion entre el
aumento de voltimenes y el de caudal vertido, para
una variacién infinesimal de éste, Esta funcidn deri-
vada, con la cual mo tengo noticia de que se haya
trabajado hasta ahora, expresa mejor que cualqmer
otra funcién la’aptitud de un embalse para llenarse

y vaciarse, y, como hemos de ver, sunplxﬁm extra- '

ordinariamente algunos p1ob1emas
De la anterior ecuacion se deduce:

dq =”Q'7"q , ' 5]

at dv

q

La derivada d V//d g se puede calcular en funcion
de g, puesto que como d V=S .dh, se tiene:

y tanto S como d Ni/d g son funciones conocidas de
q y, por lo tanto, lo es su producto.
Veamos cudl es ¢l valor de d h/d g para el caso
de un vertedor con ldmina libre y coronacién fija.
De la férmula.q =1. 4. h3/s que da el desagiie
de un vertedor, en la que A es un coeficiente que vale
cerca de 1,9 y I la longitud del vertedor, obtenemos:

— Yy K .

py—

Va

en donde K es una constante para cada vertedor.
Determinamos los valores del. producto

he. 4% . dh 2

(A0, ' dg 3(A.0%

.,-.d_’.l———__-s'._{(_—;
dq 3/

o sea de dV/d q, a los que devsigﬁamos por la letra

S', 'y la ecuacion [5] se transfmm'l en:

Q:_E..
‘SI .

_‘!__=_
dt
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La -ecuacién- [6]; en la que S’ es una funcidn
conocida de g.para cada embalse, se resuelve grafi-

: camente formando .una curva .cuya derivada sea- el

valor expresado por .el ‘segundo miembro, Para ello

dibujamos er la figura 2 la ourva Q con caudales
entrantes como ordenadas y tiempos como abscisas,
y en el cuadrante. de la ‘izquierda trazamos la curva ‘
que. tiene ‘como ordenadas los caudales vertidos, q, y
como abscisas los ‘valores de .S’, obtenidos multipli-
cando los de S por, K/\a/— Estos valores de S’ se
representan en la misma escala de txempos adoptada
para €l cuadrante de la derecha.

El proceso es el siguiente: partiendo de un valor
Bs del caudal evacuado, trazamos una horizontal hasta
que corte a la curva S’ en s Unimos ese punto con
a,, obtenido por medio de una horizontal desde As.
T.a recta que une ap con by tiene el mismo coeficiente
angular que la tangente a la curva g en B,, puesto’
que asbe=Q —q y bably=25"

Lia tangente a la curva g da valores aproximados

en el intervalo #ots, por lo cual, partiendo del valor
medio de este primer .tanteo y de los valores de Q
y de S" correspondientes, rectificamos la construccion,
obteniendo B, Bg v, por tanto, €l punto By, Repitiendo
el pmcadumento deducimos los valores de g en todos
los instadftes de la crecida. '
- En lugar de construirse la curva §” en el cua-
drante de la izquierda, puede construirse una plcmtllla
en papel grueso o material plastico transparentes, en
la que quede marcada esa curva, Corriéndola hacia
la derecha, a medida que progresa el dilujo se evita
el trazado de algunas lineas.

" -

Integrador mecanico.

Este sistema de resolucién grafica nos lleva de la
mano a intentar un sencillo aparato que autematica-
mente marque por medio e un trazador la curva de
desagiie de un embalse cuando hagamos caminar un
indice por'la Q de caudales ingresados. El trazador
debe moverse sobre el diagrama de tal manera que la
tangente.p la curva ¢ se mantenga paralela a una linea
de coeficiente angular (Q ——q)/S’

El aparato integrador-(figs. 3. y 4.%) va montado
sobre un hastidor, 1, que se traslada sobre uncs carri-
les pzmatle‘los al €je de abscisas del diagrama. Sobre
una misma paralela al eje de ordenadas deslizan el
indice, 2, con que seguimos la curva de caudales
afluentes y el trazador, 3, que ha de marcar la curva
de caudales vertidos. Las curvas S’ con. ordenadas,
que representan catdales, y abscisas, que.représentan
valoxes de .S', s marcan con una ranura, 5, sobre
una ldmina transparente, 4, montada en ¢l mismo bas-
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tidor. En la misma horizontal que la rueda-trazadora
se desliza .un pequefio pivote, 7, obligado. también a
alojarse en la ranura, Ahora bien: el punto medio, g,
de la recta que une idealmente este pivote, 7, con el
indice, 2, que sigue la curva Q, unido con el trazador,
3, de la curva g, marca una recta de coeficiente angu-
lar (Q — q)/S", v sirve, por tanto; de guia que deter-
mina la direccién de la curva ¢ que buscamos. En
efecto: la proyedcidn vertical -del segmento entre el

trazador y dicho punto medio mide (Q -—q)/2, y la .

proyeccién horizontal, S'/2. Este punto’ medio se ha
logrado mecanicamente en el aparato presentado por
medio de unos segmentos articulados, 8, aunque tam-
bién puede conseguirse por muchos otros mecants-
mos. : S

Af 1mq)ulsar hama la derecha el bastidor, obligan-
do, ademds, al indice a seguir la ourva Q y pi artlendo
con la rueda de algn punte conocido de la curva ¢,
la ruedecilla resulta guiada con la inclinacién o coefi-
clente angular que corresponde a la curva ¢ y marca
con sus dientes csta curva,

Aplicaciones.

Estos procedimientos descritos, grificos y meci-
nicos, son también aplicables a la resolucién de otros
muchos problemas hidraulicos relacionados con fluc-
tuaciones de voltimenes. No hay que forzar mucho
la imaginacién para comprender que un mecanismo
de esta dlase, que ahora aparece en una forma tosca,
puede perfeccionarse hasta el punto de constituir un
modelo mecénico de una. red hidriulica complicada,
en tal forma que en pocos minutos se pueda resolver
cualquier problema de la red que se relacione con
voléimenes, alturas y caudales, por lo que seria
de aplicacién en el estudic y previsién de las cre-
cidas. 4

Examinemos, por lo tanto, una aplicacién inme-
diata del aparato descrito al estudio de las oscilacio-
nes de nivel en un embalse destinado a la produccion
de energia eléctrica, que tenga fuertes subidas y lLa-
jadas de nivel. Conocemos en este caso los caudales
afluentes y la demanda de energia, pero komo las
fluctuaciones de altura son grandes, no conocemos dé
antemano el consumo de agua, va que depende no
s6lo de la demanda de energia sino también del estado
de nivel en que se encuentra en cada momento el
embalse,

En este caso; rpou‘ no conocer los caudales consu-
midos, €l diagrama de Rippl no puede aplicarse supo-

.mendo proporcionalidad directa entre potencias y cau-

dales consumidos, como suele hacerse, v solo puede
resolvernos el problema procediendo por tanteos para
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Figura 3.

cortos espacios de tiempo con sus correspondientes
rectificaciones,

Veamos cudl puede ser la resolucion gréfica y me-
cinica mas sencilla. Si W es la potencia necesaria
bruta, expresada en metros cibicos de agua por me-
tros de altura, es decir, en millares de kilogrametros,

'y H la altura del agua sohre la salida de las turbinas,

g=W/H, y la ecuacith de continuidad :

2 ~qQ-q
cdt

Figura 4.*
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puede escribirse asi:

dH dg _ o

.dq.dt'Q-—q‘
o bien:
_‘{l=_g._"_‘*7_;
at gdH_
. dg
De H = I¥//q, deducimos: :
—d_’..l—= ._...Lv_dq,
dq g
y sustituyendo:
de _Q—a
t -—S—W:
q-t

Se dibujaria, de modo andlogo a como hicimos

antes, la ourva Q de aportaciones v la curva
— S . W/q? que puede construirse en funcién de ¢
suponiendo J¥ constante, y se procederia del mismo
modo a partir de puntos iniciales de Q y de g, tra-
tando de formar la curva cuyo coeficiente angular sea

(@Q—q)/—S§ L=<, que es la curva de caudales con-
p . .
sumidos.

Con un bastidor como el anteriormente descrito
se puede resolver este problema, Formariamos la
rahura ‘con la curva — S .7 /g% a la izquierda en

lugar de a la derecha (para ttener en cuenta el signo

menos) de la linea vertical del indice Q y de'la rue-
decilla trazadora, y la guia de la trazadora se orien-
taria del mismo modo antes sefialado. '

Cuando la potencia 7/ sea variable en funcion del
tiempo, puede - resofverse formando varias ranuras
para los distintos valores de W y haciendo que el
pivote se aloje en la ranura correspondiente a la
energia demandada en ¢ intervalo de tiempo con-
siderado,
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