LAS ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD
DE LA TEORIA DE LA ELASTICIDAD, DEDUCIDAS DE LA

EQUIVALENCIA DE FORMAS DIFERENCIALES CUADRATICAS

1

Por MIGUEL-ANGEL HACAR BENITEZ,

Ingeniero' de Caminos.

" 'Presenta el autor, a modo de efemplo, una aplicacién a la teoria de la Elasticidad de las
condiciones de equivalencia de dos formas diferenciales cuadrdticas, que apdrecen expuesias
en los tratados de Cilculo diferencial absoluto.

{

1. El calculo diferencial absoluto.

También llamado célculo tensorial, fué desarro-
llado por Darboux, Riemann, Christoffel, Levi-Civita,
Ricci y otres. A pesar de sus grandes posibilidades de
aplicacién en todas las teorias de la Fisica Matema-
tica, no parecié entrar de lleno en ella hasta que, en

la segunda década del presente siglo, Einstein, ge- -

nialmente, construyé su teoria de la Relatividad gene-
ralizada. Fué en cierto modo la coronacion de los tra-
bajos de los citados matematicos ; de una ]abor 1mc1ada
a mediados ‘del pasado siglo. ‘

Resultado de ello. fué la invasion de la Mecanica
y de la Fisica por la Geometria. El célculo tensorial

aparecié como instrumento del fisico para facilitar -

la exposicion o sintesis de antiguas y nuevas teorias,
para unificar o generahzar otras o para mterpretar
hechos de otra forma dificiles de explicar.

2. Una aplicacién a la Elasticidad.

Vamos, a modo de e]emplo, a hacer una aplicacion
a 1a teoria de la Elasticidad, Veremos como las cono-
cidas ecuaciones dé compatibilidad de las deformacio-
nes de un soélido no son sino las condiciones de equi-
valencia de dos formas diferenciales cuadraticas (del
elemento diferencial de arco, antes y después de la
deformacién) ; dichas condiciones de equivalencia apa-
recen expuestas en todos los tratados de Calculo
diferéncial absoluto,

No mereceria la pena este estudio para la teoria
ordinaria de la Elasticidad (deformaciones infinitesi-
males). Por medio muy sencillo fueron ya establecidas
por Sannt-Venant y con lllgeras modificaciones asi
aparecen en la mayoria de los tratados. !

Pero es en la Elasticidad con deformaciones fini-
tas, hoy tan en'boga, y ‘cuya aphcamon para ciertos
casos es ya imprescindible, doride la deduccién de las
ecuaciones de compatibilidad no es facil si no se re-
curre, como decimos, al cilculo diferencial absoluto.

Como comnpmbauon obtendremos, - al. suponer las
deformamones muy pequefias (mﬁmtesxmales), las
clasicas ecuaciones de Samt-Venant.
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3. Ecuaciones de Saint-Venant.

En los tratados corrientes de Elasticidad, se acos-
tumbra a llamar “ecuaciones de compatibilidad del
estado de deformacion” a las seis siguientes (1):
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siendo u, v, w los recorridos experimentados por una ' -

particula (%, 9, 2).

Didhas ecuaciones, entre las derivadas parciales
segundas de las ¢; ;, fueron halladas por Saint-Venant.

Pueden chtenerse de modos muy diversos. Lo mas
sencillo es combinar las expresiones que dan exp oo
egy ., por derivaciones adecuadas (1). También es-
cribiendo que la expresién de los recorridos u, v, w
es independiente del camind de integracion, por lo que
resulta una diferencial exacta (2). '

Pero en estas deducciones se ha supuesto que las
deformaciones son infinitamente pequefias.

4. Deformaciones finitas.

Aparecen entonces también térininos de segundo
grado en las derivadas de los recorridos u, v, w, res-
pecto a x, 9, 2. Las expresiones de las ¢;; son para
deformaciones finitas:
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5. Equivalencia de formas diferenciales
cuadraticas.

Las propiedades de las formas diferenciales cua-
draticas nos permiten obtener las ecuaciones de com-
patibilidad, ya que no son otra cosa que el resultado
de indicar que las formas diferenciales

dst=dxt+dy?+d2?

dst=(1+2¢e)dx+(1+2¢ ) dy*+
+(1 +ezz)dz=—|-Zeyzdydz+2ezxdzdx—|—
2e,dxdy.

que expresan el cuadrado del elemento lineal defor-
mado, en funcién de las:coordenadas &y, 2, del

(1) Véase Biezeno y Grammel, Dindmica técnica, 12
(2) Sokolnikoff, obra citi, 0., o
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punto después -de l‘aldgf.omnac‘ién,jd‘:'de las' %, 9, 2,
antes de la ‘misma, sean equivaléntes (1).
Peto la primera expresion de d s/ és de coeficien-

 tes constantes (unitarios), y €l cleulo diferencial ab-

soluto nos: ensefia que: “La condicion necesatia 'y su-

 ficiente para que una forma diferencial cuadratica

sea equivalente a una de coeficientes constantes, &s
que los simbolos de 4 indices de Riemanu-Christoffel
correspondientes a ella, sean todos nulos” (2).

Recordemos que, en general, una forma diferen-
cial cuadratica puede escribirse: '

W, v=n
ngdxpdxv;
By=1

enque gy =28,

y que llamaremos:

&n 8 ---g';,,
gn 8- gman

0
i

8n1 8na-++ Enn
¥y WV = g U o1 adjunto de g,,, dividido por g.

6. Simbolos de Qiemann-Chrixstoffel;

Se denominan simbolos de Christoffel de tres in-
dices de primera especie a (3):

[\w]'_f_l_( 8y | & _ ag\w_)
VT2 e, ax axy |

(1) Dos formas diferénciales cuadraticas:
n w,

s ‘ ‘ p X
dx.dx ’ dx', dx
rs grs‘ ‘ r s Y rsg rs r 8

(donde las g, ¢ son funciones dadas de Jlas variables inde-
pendientes 1, ¥z .. ¥y, asi como las ¢', lo.son de las
&hy &le '), se dice son equivalentes cuando se puede  pa-
sar de la primera a la segunda mediante férmulas de trans-
formxacic’m que expresen las 1, #a. %, €n funcién de las
.V';,‘.ﬂf'é-..x'n. ) ‘

(2) Entre las # y las 4’ evidentemente se verificard:

. 9% . Xk !
Ers= 2 Bif o

rs ik ‘ik 3%, 9xs

0 sea _ﬂ'_'_zi'_‘_) ecuaciones - entre las derivadas parciales.

Como en nuestro :c‘éso n=3, quedan_seis ecuaciones. Por

tratarse de un caso fauty especial (véase Plans y Freyre, Célcu-

lo diferencial absoluto, pags. 16, 17 'y 86), se reducen a la
anulacion de los simbolos de- 4 indices (r &, 4 #) =0. -

. (3).Los. de; segunda . especie son: .. ‘

. “Los-de primera  especie. en funcién de ellas son:

[Pi'] =%g“} r % : | =
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Los simbolos de cuatro indices de Riemann-Chris-
toffel pueden ser también de primera y de segunda
especie,

Suele partirse de la definicion de los de segunda
especie, 11egandose a. determmar que los de pmmera

7. Ecuaciones de compatibilidad en el caso
general,

Aplicado a nuestro caso, en que la forma cuadra-
tica es:

son (1) . ‘ : R T 4 o : '
ki L s trml ds1= (14 2¢, ) dxt 4 (142¢,,) dyt + (14
rk,ih)= ..___—[ J .
S a‘xh [k] 9x k + —[—25“)dz'+2syzdydz—{—zezxdzdx+2axydxdy
‘ ! rhilki ri1leh '
_}-Isr‘-'ng( " ([m][ l]—[m.][ I])‘ tenemos : |
Asi quedan sélo en funcién de los simbolos de Eun _ l‘i 2?‘" : g”___:y z
tres indices de primera especie. dn = vy B = fzx
El ntimero de estos simbolos diferentes de Rie- Eun=1+2¢, o En=ty
. 2(n— | - , .
mann-Christoffel se dexﬁuestra que €s %——), que 14 2e,, ey -
en nuestro caso, para # = 3 da 6, ‘que son: g# Cey 14-2ey, &2
. € e 1423
(12, 12) (12, 13)- #x ye 2
(23,23) (23 21) Igualando ahora a cero las expresiones que dan
© (31, 31) (31, 32). los seis simbolos de cuatro indices, tendremos:
(12 12)=_§_[11]___a_ [12]+1’m2=3g(1nx) ([12][ 21]_ 17 [22*)___0
' ayl2 dx L2) wm= m l  mfl1]
23 23)=__9_[22]__9_[23]+]'mz"3g(1m) 12371327 _[32] [331)=0
! 3z L3 2¢g13 Lme= im|| ¢ | m ]|/
2 33 3 3 [317[ 137 337 '11—)
3, 31) = = | P | -2 ¥ glim) _ L | W
(31, 31) lel] 3z[1]+ £ (ml Im]l 1
(12 13)=,_9_ 17 . a'l31]+2gum) (‘31' 12'__[11‘1 "231)=0
o 3z | 2 ox L2  m{Lt) Im)lL 1]
321 9 [12], v 127 23 27131 T\ =0
23, 21) = — -2 (1 m) ([ [ ]_I [ ])_
(23, 21) ax'[s] ay[3]+2‘g m|L m]lt
9 33 ) 23 23 31 3B1112N =0
wo B e CIRH2IE
@31, 32) ay[l] 3z[1]+ g ‘(m rl T imllL

que scn las ecuaciones de compatibilidad en’ el caso general de deformaciones finitas.

(1) Se designem reépecti&anwmte por (rk, ih) y ,3r k, t'h} a los de primera y ségunda especie de cuatro indices,

Entre ellos se verifica:

erlhI

36 (v, in)

(rk,ih) Sy, §rv m}

que soii muy’ ané.'logas ‘a vlas que -existen en'cre los simbolos de tres mdnces
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8. Desarrollo de las ecuaciones.

Desarrollemos los sumatorios; asi resulta:

R v b Al (6 I B At A R [
e RE NN BRI
e (ST-[513 )+ (V11D
(33,23)=..... P
B B1) = e v e e e e e
R P e 1 A I I I [ Rt Y  EA
re - (- T)
e BT )
@, 2)=. . ... o 1 T
(3132 = e o oo e S e

9, Calculo de los simbolos de tres indices.

El ntimero de simbolos de tres indices es:

’ [t 4><3
3C2=3¢C} =3 L =18,
3 34217 12
Como \
[P'V]____l_( glxl ag“‘k ag\*v)

a la vista de cada g, (funcién lineal muy sencilla de
la respectiva £y 1) tenemos que los 18 simbolos son:.

[11]= 9 &y .[‘2],_.?5.!: . [31]_’3‘.!::
1 3 x 1 3y 11 dz.
[12]_ deyy 227 _ 9%y [23],: deyy

2 9 x [2]— 3y 2 3z
[3‘]= (T [23]1_ 92z¢ | 33,]'_ (T
1 3] . 9x 3] a3y [3 Az
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2 9x ay. 3 3y oz
[33]_“853;c _ dey,
1 92 ax
[22];15}_—_ Ss” . [33]= Sey}z _ de,,
L y ax 2 3z dy
' [11]_3% dExx
3 9x 92
237 _ v T deygy aeyz)
l_l 2\ a3y 22 3x
3. L ('3 txy | 98z dx ‘)
2 2\ a3z 9 x 3y
127_.1 (2%:= ezx a‘xy)
13 2\ 3x 3y 3z

Valores que, sustituidos en las expresiones de los
simbolos de cuatro indices, nos daq, _al igualarlos a
cero, las seis ecuaciones. de. compatibilidad que. rela-
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clonan entre si derivadas parmales pmneras y segun~
das de las ¢;; con respecto a ¥, y, 2

Si los valores que tomamos para las &;; son los
indicados en 4, para deformaciones: finitas, tendre-
mos las ecuaciones de compatlbﬂqdad

10. Comprobacion de lag férmulas clasicas.

Tratindose de deformaciones infinitesimales, po-
demos considerar que las variaciones de las e;; con
respecto a #, y, 2, son despremables 0 .sea que:

93
=~ 5,
3 x;
con lo que resultan nulos los simbolos de Chrxstoffel
de tres indices (pero no sus derivadas). De este modo,
los e cuatro indices resultan ser:

(rk,ih);:—;a—[”]———r-a——[rh],
SX,, k 3x, k
anulandose las 3. ‘

Las condiciones de com:panbﬂadad se smphﬁcan
muchisimo, pasando.a ser:

2 -2 02)=0 _3_[“]__1 [31] ¢
ayl 2 ] axlz_‘ o9z L2 ax L 2.
A2 8o, 2 [2]_2 2],
9z 3] eyl 3] ax | 3] 9oyl
23] 23— 1[33,];_6Lr23'=0
axL1l sz 1. ayl1 ] 2z |1

Al sustituir-los [] por sus valores obtemdos en
- 9, tenemos ;

_9.(3-52‘—”-_32”" d as;y)"o
oy \ax ‘Fa‘y”') .Sx(ax h

.....................

....................

Efectuando operaciones, queda:
~Szexy o2 E.\‘.X ' 82 Ey)l
9x dy ayr . 9xt

................

......................

..........

que son las de Saint-Venant, como se queria probar,
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