CALCULO ELASTICO DE PLACAS PLANAS
DE CONTORNO POLIGONAL

Por MIGUEL-ANGEL HACAR BENITEZ,

Ingenicro de Caminos.

Presenta el autor wn cstudio general sobre el tema arriba reseiiado, v hace aplicaciones a
casos particulares, tendiendo a demostrar que cuando los poligonos Henen inds de 5 6 6 lados
hay poca diferencia en considerar la placa como circular,

1. Introduccidn.

El calculo elastico de placas planas de espesor
uniforme @) se hace partiendo de una ecuacién en
derivadas parciales de cuarto orden con dos variables
independientes. Istas son, en general, las coorde-
nadas curvilineas 'de un punto del plano medio de
la placa antes de la deformacién. La funcién, que
llamamos IV, representa la elastica, o sea, la flecha
que toma placa en cada punto. Dicha ecuacién dife-
rencial se resuelve en cada caso particular al tener
en cuenta las condiciones en los limites. El caso més
corriente, de placa rectangular, ha sido tratado am-
pliamente, v en todos los tratados de FElasticidad
puede verse como se aborda el problema y se re-
suelve utilizando una serie doble de Fourier. La
flexion de una placa triangular ® apoyada en su
contorno ha sido ya estudiada, reduciéndose el pro-
blema al conocido de la torsidn de un prisma de
seccion también triangular. Ias placas circulares y
elipticas también han sido objeto de extensos estu-
dios, tanto para sobrecargas uniformes como para
cargas puntuales céntricas'y excéntricas,

Una vez determinada:la superficie eldstica, el mo-
mento en cada punto, en las direcciones principales
(de curvatura méxima y minima de dicha superficie),
queda determinado, asi como las tensiones mdxima
y minima, _ .

~Siguiendo a Navier, Saint-Venant, Hencky ®,
Timoshenko, etc., despreciaremos la deformacién

(1) El calculo de placas de espesor variable se aborda en
el conocido libro de Timoshenko Theory of Plates and
Schells, 1940, pig. 283.

Para el caso de ser circulares, ver también Pichler:
Die Biegung Kereisymmetrischer Platten won Veridderlicher
Dicke, Berlin, 1928. Para placas de espesor variable, segiin
una ley cuadritica y sometidas a sistemas de cargas disi-
métricas, ver “Unsymmetrische Biegung des Kreisringplatte
von quadratisch veriinderlicher Steifigkeit”, de G. Olsson,
en Ingenienr Arohiv, 1039, 1040, 1042 ¥ 1043

(2) Ver Seth: “Bending of an equilateral plate”, en los
Proccedings of the Indian Academy of. Sciences, octubre 1945,
pags. 234-238. :

() Ver la tesis doctoral de Hencky. Berlin, 1913, Der
Spannungssustand in rechteckigen Platten.

debida al esfuerzo cortante (), lo cual es admisible
si el espesor de la placa es pequefio comparado con
las dimensiones en planta de la misma.

Supondremos que la deformaciéon de la placa es
pequefia comparada con el espesor, y que el material
sigue la ley, de Hooke.

En lo que sigue, partiremos de la ecuacién gene-
ral de las placas planas de material homogéneo. de
espesor constante, pero eldsticamente anisétropo. En
el caso de isotropia se simplifica dicha ecuacion.
Sustituyendo entonces las dos coordenadas cartesia-
nas (x,v), representativas de un punto del plano
medio de la placa, por el complejo & de dicho punto

y su conjugado z, la ecuacién clasica de las placas
toma una forma tan sencilla que es inmediato la

‘obtencién de una solucién particular (solucién funda-

mental), a la cual hemos de superponer las soluciones
de la ecuacién biarménica sin segundo miembro (fun-
ciones propias). Estas altimas pueden expresarse con
auxilio de dos funciones, ® y ¢, de variable com-
pleja. _

Para el estudio de placas poligonales nos es de
suma importancia hacer la representacién conforme
de un poligono en el semiplano, lo cual conseguimos
por la transformacién de Schwarz-Christoffel. Con
otra transformacién elemental queda representado el
poligono en el circulo unitario.

Como caso particular interesante estudiamos las
placas poligonales regulares con sobrecarga uniforme
empotradas en sus bordes. Exponemos el modo de
caleular los coeficientes del desarrollo de W en serie
doble de coordenadas polares p, 8, en el plano { del
circulo unitario, resultado de las transformaciones
efectuadas con el plano z del poligono.

Calculamos las flechas maximas, en el centro,
para placas de contorno poligonal regular, de n =3,
4, 5y 6 lados, comprobando que para # =00, 0 sea
para la circular, la flecha obtenida comprueba la que
conociamos. .

(1) E. Reisser, en el trabajo: “On the bending of elastic
plates”, Quaterly of Applied Mathematics, vol 5, 1047, pa~
ginas 55-68; estudia la influencia del esfuerzo cortante, de-
mostrando que en rigor hay que tenerlo en cuenia para deter-
minar las condiciones en los hordes.
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Damos también la expresion de los momentos
flectores, especialmente en el contorno, hallando su
ralor maximo, que tiene lugar en los puntos medios
de los lados.

Tos resultados obtenidos comprueban la conver-
gencia de valores y la escasa importancia que tiene,
para un ntmero de lados superior a 56 6, considerar
la placa como circular,

2. Ecuacién de la superficie elastica.

Para una placa anisétropa (, de espesor unifor-
me /i, la ecuacion diferencial que determina la fle-
xion de la misma es:

Hw o'w
b 3b 2 (byg+ bg) ————
11 3X‘ + 1 T e ax + 1 + 6 ayz +
- Mw w _ 12p(x,y)
3b, beg » o [2-1]
+3bge 32070 + ay I

en la cual las b;; son las constantes elasticas; p (, y)
es la carga por unidad de superficie en el punto de
coordenadas (#, ¥).

Se supone tinicamente que el plano xy, de la
placa, es de simetria elastica.

Por ello el nimero de constantes .o coeficientes,
que seria de 15 @ (cristal sometido a las condiciones
de Cauchy), se reduce a 6.

La ecuacién [2-1] puede ponerse en la forma
simbolica ;

D,Dy D, D, w= —12—5’71(1"—'3)— (2-2]
en que las D; son los operadores lmeales:
D=2 -y 2, 12-3]

3y dx

en los que las u; son las raices de la ecuacion carac-
teristica :

bogt -3 byg 13+ 2 (byg + bgg) 243 byy 114by, =0, (2-4]

_ Como las b;; son reales, las cuatro ;u; serdn, en
general, cantidades complejas conjugadas dos a dos:

fr=a-fi; po=y484; b=y [2-5]

La solucidon general de la ecuacidén [2-1] serd:

(] =T*1?

4
wW=w(x,y)+ Y
‘.l=

Felx + ), [2-6]

en la cual v, (%, y) es una solucién particular de
[2-1], y.las Fy son funciones arbxtr'lrlas.

——

(1) El caso de placa rectangular puede verse desar rolla(lo
en el trabajo de Hajimu Okubo “Stress systems in an aclo-
-tropic rectangular plate”, Zeitschrift fur angetvandte Mathe-
-mmatik und Mechanic, vol. 21, 1041, pags. 162-1%6.
)] ch el libro clasico de Mathieu Elasticité des corps
solides, primeros capitulos, y el de L. Brillouin Les tenseurs
en Mécanique et en Elasticité, pags. 232-237.
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Como W es real, las F, tienen que ser conjuga-
das dos a dos, con lo cual toma la forma:

W= (%) + 0 (2) + &) + ¢ () + @) (27
siendo
Zl =X + Y

2-8
Zy=X+ W), 125

y las @ y ¢, [unciones arbitrarias.

Al establecer las condiciones de contorno se
suele llegar a una sucesién ‘de ecuaciones funciona-
les O, que pueden resolverse transformando las re-
giones Ry y Ko en que estin &1 y & (e=x+ iy
estd en una region R, la superficie media de la pla-
ca; al moverse ¢ por [2-8], 21 ¥y 22 se mueven en
sus regiones) en el circulo unitario |¢|< 1 en el plano-
auxiliar £. K % ¥

LEn el caso de que el material de la placa tenga
tres planos de simetria con respecto a sus propie-
dades elasticas y los tomamos como coordenados

b1o = bug == 0, simplificaindose la ecuacién diferen-
ial @
cial ), ¥ % %

Si el material es isétropo:

E
by = by = by, = ——

1 — ot

’ b= by = byg = 0;
resultando la ecudcion:

Hw tw i w X
® ) + =P( ,Y) ,

3 xt oxtayl Iy D

12-9]

. . y v 3.
siendo: o, el coeficiente de Poisson, y D = El h :
- —0

la llamada rigidez de la placa a flexion.

(1) Del tipo, generalmente:’
a;; @ (2) + ag; ¢ (20) + a0y ;0" (7)) a4 () =
=A =12
en-las que las a; j son constantes conocidas y A ] (.s) son

{unciones conocidas en el contorno C (le R.

(2) Este caso de anisotropia la examina Timoshenko ecn
cl capltulo V de su Theory of plates and Shells.
(8) La ecuacién caracteristica se ha reducido a:

M2t 41 =0, 6 (pt+1)¢=0,
que ticne por- raices:
- = == i (dobles).

Los operadores son - de la forma:
2 , 9

cuyo producto cs, evidentemente, A (A), ya que simbblica-

mente:
.9 9 3 AR .
—1i i— =
[(Sy -9x)(9y + ax)]

=(9x’ a;v'
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El primer miembro de [2-9] puede escribirse en

la forma:
?° o° Bkw | Fw
(3x2 + syz)(axz + 3)”)

oenlaAAw, en que A6 V es el operador de La-
place.

* ok %

'Si en [2-9] cambiamos las variables x,y por
otras z y 2, tales que:

2=x41
z=x+iy, [2-10]
2=x—1y,
como entonces :
y— 24z
2 ’
_ [2-11]
— z—z-
y 27
derivando:
oW _ 3w 3z , 3w a3z aw , ow
= -+ — — = + —
3 x 22 9x 5% 9x 92 2

dw 9w 3z

?
aw 9z dw |, dw
= +— = +—]
ey 3z 9dy 3z 3y 32

Derivando de nuevo:

aw 2w, 3% w 3w
3 x? 328 329z 3z
rw _ Fw g W 3w
3yt 3z 920z Iz

Sumando: miembro a miembro se deduce, al am-
pliar otra vez el laplaciano:

' ]
AAw=16—3—§:"-5:;—. [2-12]
FAN 4 :

Si p(2,9), o sea la sobrecarga por unidad de
superficie, es constante, si llamamos:

k= -1’;—’, 1)
una solucidn particular de {2-9] es:
) _ 4
Wo = — k23 2% 2-14
(] 64 ' [ ]

ya que comprueba:
w _ k.
azta 10
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y por [2-12]:
Adwy=k
La solucion de la ecitacion biarménica A Aw =0 M

la obtenemos mejor escribiéndola con auxilio de
[2-12] en la forma:

dw

— =0,
2202

“que inmediatamente vemos tiene por solucion:

w=z26@+2 @+ @+rk, [2-15]

siendo @, A, ¢, p, funciones arbitrarias.
Como W es real, seran conjugadas dos a dos y
IV podra ponerse en la forma: ‘

W=23@+ze@+1@-+IE@E. [2-16]

La solucién general de la eclastica es:
i I RN R IR

suma de las dos anteriores, o sea de [2-14] y [2-16].

3. Transformacion de Schwarz<Christoffel.

La representacion de un area poligonal (plano z)
sobre el semiplano (plano ¢), se realiza por la cono-
cida transformacion de Schwarz-Christoffel:

dz

__iAl—t“"—l.h-——t"""...t—t"n":
71 (t ‘) (ts— 1) t,— 8

=A% (=t [3-1)

r=1

en que . cs una constante compleja en general;
ti, b2, ... t,, valores reales representativos de los
puntos, indicados en la figura del eje real del plano ¢,
correspondientes a los vértices 2y, 22 ... 8, del con-
torno poligonal (fg. 1.%).

Los 4ngulos internos del poligono son:

Ty Ty . Ty,

y los exteriores:

fi—rn(l =ua) Bo=1(1 —a) .Bp=1(l—a,)

(1) Ver los interesantes trabajos de Kolossoff, entre ellos
“Théorémes ('existance relatifs an probléme biharmonique
ct aux problémes d'clasticité 3 deux dimensions”, Comptes
Rendus de I'Académie des Sciences, Paris, 1931, vol. 102, pa-
ginas 221-223.

(2) Estas funciones, & y ¢, se llaman también “poten-
ciales complejos”. Intervienen en la ccuacidn de equilibrio
en el contorno; como puede verse en “Problemas elasticos
planos”, Milne Thomson, Revista Matemdtica Hispanoame-
ricana, 1949, nlim, 3, pags. 112-117.
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Por consideraciones de Geometria elemental, re-
sulta inmediato que:

n n
Y owe,=(n—2x 6 Y oa.=n-2

r=1 r=1
y (3-2]
n n
Y(1l—-a,)=n-— Y = 2(!)
r=1 r=1

t . t2 ta

tstste

Figura 1.}
La expresion [3-1] puede pomerse en la forma:

Ba Bn
T

o (ty—t) ¥ dt+ B,
[3-3]

g B -
z=Ajm—n‘n4@—n

en que B, == (I—a,) son los angulos exteriores
del poligono, y en la cual B, del mismo modo que 4,
es una constante tamhién compleja,

Si las ¢, y las B, estin dadas, el poligono que-
da, en su forma, completamente definido. I.a cons-
tante compleja 4 afecta sélo a la escala, y la B,
a la orientaciéon del poligono.

Ilstas representaciones tienen extraordinaria im-
portancia en Hidrodindmica, para el estudio del mo-
vimiento de un liquido en dos dimensiones .

(1) Véase, por ejemplo, “Rectilineal polygon represented
on a half-plane”, en el capitulo XX de la Theory of Func-
tions of a Complex variable, de Foryth, 2.* ed., 1900, .

(2) Como puede verse en el capitulo IV de la Hydrodi-
namics, de Lamb, 6.° ed, 1045. Co
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4. Representacion en el circulo unitario.

Para la representacién de un poligono sobre
circulo de radio unidad @, hay que pasar del plano
¢ a otro, £, de tal modo que el semiplano superior ¢
se convierta en el interior de circulo unitario del ¢,
lo cual se logra, como se ve en la figura, haciendo
la transformacién (fig. 2.4):

i—t
f=—. 4-1
=t | 14-1)
Como:
i—t _ #—1 2t
i+t £41 241 '

cada punto t, del eje real del plano ¢ se transforma
en un punto de la circunferencia unitaria del plano,
cuyo argumento  es tal que su tangente vale:

o2,
tgf=— ) [4-2]
-1 |
o también:
- 1
0 =x—2arctg—. ‘ .
g ¢ [4-3]

r

Los planos &'y ¢ quedan por medio de [3-1] y
[4-1] perfectamente relacionados, ya que:

_d_‘?__—:_‘_i_ﬁ__f_; ) [4-4]
dt dt dt,
7= i-tr
1+ fr
itr : ietr
0
tr

Figura 2.*

(1) Lo cual es posible por el teorema fundamental de la
representacién conforme de Riemann, que nos dice que “Dado
un recinto simplemente conexo, se puede determinar una
funcién regular en didho recinto, por la cual queda repre-
sentado el mismo biuniveca y conformemente en el interior
del eirculo del radio nidad”.
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d z/d t se obtiene de [3-1], pero sustituyendo ¢ por
su valor, en funcién de ¢, deducido de [4-1]:

d ' n _1._(_ ap—1

dt
V3 se obtiene directamente de [4-1]:

dt __ __2i
dt (o

(4-6]

Sustituyendo en [4-4] los valores [4-5] ¥ [4-6] re-
sulta: :

n . gy -
dz _ 54 gz E—t) "
dg r=1
n it \or—1
Ag [1-e=2)" . [4-7)
r_—_ll l—tr

Si representamos por C la cantidad (constante)
compleja: '
o e .
C=—2i n (I—t) LA, (4-8]
r=1

resulta, en definitiva, que:

n i t \ap—1
-d_£.=c T l—c.._i_[. r (4-9]
deg r=1 i—'tr

es la transformacién que buscamos, que nos repre-

senta el interior del poligono en el del circulo unidad.
Como:

\i+¢ _,
I

i—t,

y en el interior de dicho circulo:

e <y,
resulta que:

i+t
£
i—t,

es inferior a la unidad en la regién que nos interesa
transformar, por lo cual podemos desarrollar 2 en se-
rie. de potencias: '

=A G4 AL+ A8+ [4-10]

donde las 4, son constantes, complejas: en general,

SEPTIEMBRE 1953a:

5. Condiciones de contorno.

Si las dos funciones, @ (2) y . (g), que nos defi-

nen la elastica w (2, 2) las suponemos desarrotladas
en serie de potencias:

® (2) =
(5-1]
¢ (2)=

Con auxilio de [4-10] ‘y escribiendo & = p (cos'f +
+ i sen §) obtenemos como expresion (real) de W
w=fy(p) + fi (p) cos 0 4 fa(p) cos 20 + ... [5-2)

Si se trata, por ejemplo, de una placa de contor-
no que no toma flecha, tendremos que para (fig. 3.%):

=1 w=0,

¢
Empolramiento

Nnrmmmeee?
. p—
a
-
Q.
. —
)
—

Figura 3.°

0 sea que:

fo()=0; fi(1)=0; fe()=0; [5-8]

y si ademds estd empotrada, para:

p=1; —%}Y-=0; (5-4]

de donde:

Fol)=0i  Fi)=0. fo()=0 [53]

con lo cual obtenemos una sucesion infinita de ecua-
ciones que determinan las constantes desconocidas
que resuelven el problema .

(1) Ver Seth: “Bending of clamped rectilinear plates”,
en The Philosophical Magagine, ntm. 279, abril 1047, pPa-
ginas 202-297.
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6. Representacién de un poligono regular
sobre el circulo unidad.

Un poligono regular de n lados en el plano s que
tenga su centro en el origen y tal que uno.de sus ver-
tices esté sobre el eje real a la unidad de distancia
del origen, puede ser representado de modo con-
forme en un circulo, en el plano ¢, de centro el ori-
gen y radio unidad, por medio de la relacion:

Bl _2 c _2
zjo(l—x") "dx=f0(l—c") ndr [6-1]

El interior del poligono y el del circulo se corres-
ponden en la representacién; n es el numero de lados
del poligono ¢, ‘

Calculemos el valor de:

2

v] -
j (1—=x") " dx [6-2]
0

para distintos valores de n:
Es facil probar que su valor puede reducirse al
cilculo de una integral euleriana. En efecto ®:

1 -2
[(l—x“) " dx=
Joa
1 1
—_—1 1= =)=
=—1—fx" (l-—x)( ) dx =
n

0

—Lp(Li-2),
n n n

(ue es una integral euleriana de primera especie
Por la férmula de reduccion a la de segunda es-
pecie, I': ]

I'(p).1'(q)
I'(p+ 9
se obtiene como valor de la integral, que llamare-

nmos &, :
) o=
n n

(=3

P(x). T(1 —x)e= ——
sen © X

B(p’ Q) =

k

n

=L
n

recordando que:

!

(1) El tridngulo isosceles se representa sobre el circulo
unitario mediante la transformacion:

dz _ (1 _c)l—-.’!a
d l: (1 — C‘)] -
en la que ma es cl valor de los dngulos iguales.
(2) Consaltese en ¢l capitulo citado del libro de Forysth,
en la pag. 642, el Ex, 3. )
'<3) Sobre funciones culerianas de primera y segunda es-
pecie, ver, por ejemplo, E. Goursat, Cours d'Analyse Mathé-
matigue, 5 ed, 1033, §§ 00 y 128, ‘
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resulta:

con lo que la integral se reduce a:

[ 2 2
b= —— sen — [r(-l—ﬂ 1*(1__). (6-3]
nn n n n
La curva representativa de 1' () tiene la forma
indicada en la figura.

M(x) A
3
]
Y= 177 A
1 4
u'aasr
05 1 1481 12 3 > X
Figura 4°*

Ademas, la funcidn T () estd tabulada (.

Sustituyendo en [6-3] los valores correspondicn-
tes, obtenemos para k,, los indicados en el siguiente
cuadro:

, Triingulo ) Pent4gono] Exagono ;
Po“,gono equilatero Cuadrado regular | regular Circulo
n=nim, de :
lados . . . 3 4 5 6 PN S
ky 1,768 | 1,312 | 1,175 | 1,008 |....| 1
(6-4]

Podemos, a la vista de [6-1] y [6-2], conside-
rar a k, como el radio del circulo circunscrito que
resulta de transformar el circulo unitario mediante
la relacion: ' ‘

N :
—“}g— =(1 -7 (ig. 5% [6-5]

@) De Gauss, existe una tabla con los log ' (x), desde
#=1 a y=2, con 20 cifras decimales, Werke, tomo 111,
pagina 161, Gotinga, 1866.
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Desarrollamos esta expresion:
Por la férmula del binomio

plano %

Tigura st

Integrando por términos, resulta:

2) 3n1+1 T
el

2= % Gt grat+t o (6-6]

siendo: h
1 2 2 2.
a=1 “rn+1=777(7+‘)(7“)“‘
2 1.
wil— +r—1 . 6-7
(n rr )rn-{—l 16-7]

como c=a+iy Yy Z._p(ws()—}-ﬂen()) y las
Ayy 41 SON reales, de [6-6] se deduce que:

) +
x= a4, ¢ " cos(rn+ 1)
0

y=°§arn o P Elsen(rn +1)6; (6-8)
0

ya que por la formula de Moivre: ‘ I

ek = oF[ cos (k 0) + i sen (K 0 1.

7. Expresion de la superficie elastica.

Para hallar la expresion de la elastica, calculemos

primeramente el valor de 222 en funcién de p y
de 6:

22 = (" + iy (x — iy = (x* 4 ¥

Tomando de [6-8] los valores de 2 e y en fun-
cibn de py de 8 y ofectuando operaciones, resulta:

2a=+ 4“3:-{-1P2"+4+
+(“%+1+2a2n+1)g PALILE SO
+ 2¢"cosnb [2a, 4,0+
+2an+1(an—t—l +201n+1)(2n FAJT""'];
428 cos2n h[(a 4y +20041) 00t
-'|—4a,,+1(an+l azu+x+asn+1) AR ],
. +...=s‘fr((')-(’"’cosn90. [7-1]

La eldstica se puede, pues, escribir en la forma:

w=—6-‘—kz‘~‘§+x E Arn+,p'"+‘cos(rn+l)0—{—

r=0

+y L Arpgrt ’"’*‘lsen(rn-{-l)ﬁ—{—

r=20

Ead
4+ % B,,p""cosrnb, - {1-2)

r=20

donde las A y las B son coeficientes desconocidos
que determinaremos.
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Sustituyendo en [7-2].el valor [7-1] queda W en
la forma:
20

‘V=E[an+ rgo(ar"-l-lArn+rzs+l+

-+ arn+ns+lArn+l) Pzrn+2+

+ é k£, ()] ¢"° cos n s 0. (7-9)

8. Calculo de sus coeficientes.

Las A y las B (pues las a se calcularon en [6-71,
se ohtienen de las ecuaciones de contorno, que en el
apartado anterior vimos que para placas empotradas
eran las indicadas en [5-3] y [5-5], que en este caso
se convierten en:

Y 1 =0
By + )3. arn—{-lArn-{—l“""g; kfo (1) =0;

(8-1]
v Lwr y=o;
).»(rn—{-1)a,n+1A,,,+1+-6—4kfo(l)—-0v .
0
B,,+%‘.(“rn+1Arn+n+1+
: 1
T arnng Arn-i-l)_i—_g; k fi (1)‘=05
(8-2]

nB, + % @ra+n+2 (@, np1Arng i+
0

1
‘}‘arn—{-n-}-l Arn+1) 'I"'a‘kfri (1 =0.

Si eliminamos las B, obtenemos una serie infinita
de ecuaciones para las A4 obtenidas, dando en la ex-
presion:

r?;o (r"+ l) (arn-|-1 Arn—{-ns—{-l +arn+ns+1 Arn+l)+

1, _ ]
+—@—k[fs(1)+n3fa(l)]—0. (8-3]

valores a s desde 1 a oo, Todas estas ecuaciones son
de primer grado en las 4.

9. Determinaciéon de la flecha maxima.

Determinadas éstas, la primera de las ecuaciones
[8-1] da By, que es proporcional a la flecha en el
centro de la placa.

Vale:

1
— k BOv
64
en el caso de placa poligonal regular de bordes em-
“potrados y de radio de la circunferencia circuns-

.378

crita %, (que en los calculos transformamos en el
circulo unitario). '

Como las flechas son proporcionales a las cuar-
tas potencias del radio de la placa, si el de la que
consideramos es c,, resulta que la flecha en el cen-
tro valdra:

4
c

Wo = 1 k ~2- B, [9-1}
64 k‘,*l

Las k, fueron obtenidas en [6-4].

Calculando B, para n = 3, se obtiene, aproxima-
damente, 0,8. para n =4, By vale casi 1. Por [g-1]
vemos que en el caso de plana circular, o sea, n =,
como k, vale 1 y ¢, es el radio, forzosamente Bo
valdra 1, ya que por el clculo clasico de placas cir-
culares sabemos que entonces:

1
Wy = — k ct, 9-2
0=y [9-2

Es decir que, exceptuando el caso de la placa
triangular, resulta que, aproximadamente, By = 1.
La flecha maxima, en el centro de la placa, vendra
dada por:

1

wu.—_a-kct,. En» [9-3]
en la cual:
1
£, == [9-4]
K

y, como de costumbre, & :—-Z—, siendo p la sobre-
carga por unidad de superficie y D su rigidez a fle-
xidn.

Para distintos poligonos, tenemos asi:

ST o]

Coeficiente : &, = 0,08()\0,336\0,527\0,684\. o 1,000

N.% delados : n= oo (cfrculo)

[9-5]

10. Momentos flectores.

Conocida la expresién analitica ‘de la superficie
elastica w = w (¥, y), los momentos flectores por
unidad de ancho en las direcciones O X y OY se
deducen, como sabemos, de:

Mx=D(~l-—{—c-]—)

r T.

¥ y (fig. 6.9),  [10-1]
My =D (——1— 4+ a -—1—)

ry Iy
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en las qué 7y, 5 son los radios correspondientes de
curvatura, ‘Como:

[rx-—-w’ r=_[:_(_ai__m'e—

2w Y aw

ox? 3y

Figura 6."

~ . ow
y por tratarse de pequefas deformaciones P y
x

ow .
5y son despreciables, resulta:
2 2
L 2w LA [10-21
r, . oxt ry 9yt )

y las [10-1] se convierten en:

2 2

9 x2 oyt
M= (EY e 2¥ (10-3}
YT T ey axs |’

Al pasar en la transformacién del plano z al ¢,
si s y v son direcciones perpendiculares, tangente y
normal al contorno, como éste se transforma en la
circunferencia unitaria 6,p =1, las derivadas (di-
reccionales y de segundo orden) de ¥/ con respecto a

v B
i %, pasan a ser, respectivamente en el plano ¢, las
s .

]

de I con relacion a 3 s ‘ Por tratarse de derivadas

segundas, estardn éstas en proporcién al cuadrado
de la escala, o sea que: :

Fw. Nt w
R 9 st dg |? .
= = fig, T.% -
o otw _?f_v_v l-dz\ .(1g ) [10-4]
3pt 3 02

SEPTIEMBRE 1952

Con lo cual el momento de empotramiento resulta ser:

M___-D(.ai‘ﬁ + g_az_“’):

3 ve 3 82
(10-5}
8 o2 32
=D dt Saw + 62 w
dZ 3{)2 2

11. Momentos de empotramiento: méaximos.

Al ser el empotramiento inmovil, la curvatura de
la superficie elastica en la direccion de la tangente al
*w
horde es nula, o sea que EyTi 0 para p=1. Los
202
coeficientes de los cos (s, #) son cero en el contorno.
Por esto, el momento maximo tiene lugar en los pun-
tos medios de los lados, que corresponden a:
2k 41 :
g= 2K L [11-1]
n

con lo cual y de [6-5] se deduce que:

‘—-‘35—\=\(1—c”)% = (1—2p" cosn 64p*") _rlx [11-2]
4
S
v @
Fw=w \ dZ»\z
dvi-0pt|d1L
w=wW l dZ.["'
ds2-96° | dz|
D
w S ®
ar
=
\
I Figura 7.
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Por ejemplo, en el punto medio:

kK =0, =" cosnf=—1,
n

y como p =1, queda:
dac

2
=2n, [11-3]
dz

De las expresiones: de la eldstica dadas en 7 y
por lo indicado en 10, se deduce inmediatamente
que:

My =D AW=—k (2 + )+
- [11-4]
+2—8-3—[ T A P'"_{'lcos(rn-{—l)ﬂ,]
x| =o

siendo -93—— el resultado de aplicar el operador:
x

dg |

o _[.3 3x _ @ ayl [11-5]
ox 3p 3p pdl 29p dz
Para el punto medio del lado del poligono tene-

o s =
mos en el circulo unitario el punto p=1, 6 = -

por lo cual resultan:

X

d
2

II

J_L(—l)f(rn+1)a,,,+,,
o [11-6)

-~

l

sen — 3 (——-l)r(r"'+‘l)arn+1 '
dp n

y también que:
9
ll. Arﬂ+1(' *1 cos (rn+l)6]=

3p
T . ®
=COS—“‘2(—
n o

Y (rn+1) Ay
[11-7)

930 [2" Arnt ('rn+lC°5(""+]) 0]————

—senl_(—l) rn+ 1A 4.
n
Asi, la expresion [11-4] se convierte en:

Mméx—D—'[z(—” rn+l] +
(11-8]

1+22
2

RS (=1 (rn+ D) A,y
- ,

Teniendo en cuenta las relaciones de las &, con
1as @, 4 1 antes obtenidas, resulta que:

My =D [-—4— c? cost — +

n
+_1 2 [11-9]
+2| ""7"%‘%‘(—-1)’(""-}-1)44,",*_‘]-

380

Si en vez del radio ¢, del poligono utilizamos. el
lado y le llamamos 2 ¢, como a = ¢, sen —T-r—'-, el” mo-
P

mento anterior se expresa por:

M4 = D |— a® cot? _n— +

[11-10]
1+—' a T X
+2 ) cosec2~n—zo,( Hrn+)A 4
12. Casos del triangulo, cuadrado y circulo.

[>2]
Las series: 3 (—1)"(rn+1) A p4, toman va.
0

lores comprendidos entre:

k 4K
—_—— —_—— 12-1
64 y 64 -1}
Para el tridngulo equilatero y el cuadrado — -(-)k—
puede aceptarse, con lo cual, segiin [11-9]:
Tridngulo . |
2
14+ =
M, 3
ma: = k COSR—"K—'—E——Q— 6£4-=
Dc} 4 3 K2
= (0,0626 — 0,0159) k = 0,0467 k,
y como: '
k==L, T 00467, (12-2)
D 2
Py
Del mismo modo para el cuadrado:
2
14—
Mm{lx = k Cosg_T_r... — ____—.2 ‘ _if_
D 4 4 2 64 (1123

= (0,125 — 0,025) & = 0,100 .

Para la circunferencia el valor de la S resulta ser,

precisamente, — %~, con lo cual:
14+ 2
M L
mix _ koceg0 — _.2______:_4_’_‘:___._!‘_;
Dc? 4 c2 64 8
=0,125. [12-4]
p.c2
Por tanto, form'lmos el siguiente cmdro
POLIGONO Tridngulo | cyadrado Circilo
equilatero
n = nimero lados........| 3 4 |...| oo

M (puntos medios lados).
2
pel

0,0467 | 0,1000 |...]| 0,125
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