DETERMINACION DE LA DISTRIBUCION
DEL OLEAJE EN PROFUNDIDADES REDUCIDAS

Por MIGUEL ANGEL HACAR BENITEZ

Ingemcro de Caminos.’

En este segundo articulo se hacen también resaltur las concordancies del mé todo expucsto
con el método yeneral de los planos de oleaje en profundidades reducidas, que es donde
aquel tinicamente pudicra ser empleado, Numerosas de las pretendidas modificaciones extran-
jeras, posteriores o lo publicacion del método de los planos de oleaje, se reficren al tragado
. de las normnales a las lineas de onda, reconociéndose en varias de ellas que no es posible el
iragado de dichas normales mediante sus radios de cwrvatura, generalmente mayores que los
permitidos por cl compds, aunque prdicran ser lrazadas estas curvas por otros procedimientos.

9, Construcciones graficas.

La expresion anterior nos indica que si llama-
mos 6 al angulo que la direccion del rayo forma con
el gradiente de profundidades, es claro que (fig. 7.*):

1
— = | grad log ¢ | sen 0.
R gel

> >
en que S’y » son vectores unitarios tangente y nor-
mal, respectivamente, al rayo.

frentes de onda

batimétricas de equidistancia A H, que puede ser
1/2 6 1 m.,, se determinan (fig. 8.*) en diversos pun-
tos, A, los vectores grad (log¢) Para ello, si H y
H 4 A I son dos batimétricas consecutivas, si & es
la distancia entre ellas en cada punto, entonces:

logec (H)—logc(H+AH)

rad log c| =
g g 5

batimelricas 6 mejor
curvasde logc = const,

Figura 8.

Como ¢ (H) = [/ g H resulta, en definitiva, des-
pués de simplificar:

BA = d(loge) g
do

CA = grad (lagc)

—o.

238

o]

Cs—;—--ﬁ

Figura 7.*

El modo de avanzar la ola queda claro y ficil-
mente determinado, Las normales a los frentes de
onda (rayos), representados por los vectores ‘unita-

rios S son desviados a causa de la variacién de la
profundidad, La férmula [8-2] expresa esto con toda
generalidad y explica el conocido fenémeno de la
tendencia a ponerse las olas paralelamente a la orilla
al ir avanzando hacia ella por un fonde en dechve
La construccién es inmediata.
En primer lugar, si tenemos un plano con curvas
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grad log c|l=

log(H+AH) —logH

En puntos 4 entre cada dos curvas y perpendicu-
larmente a ambas se dibuja el vector gradlogc (que
ird dirigido hacia las profundidades mayores, o sea
en direccién contraria a la orilla). Estos vectores nos
sirven para todos los oleajes a estudiar, cualqu1era
que sea su direccidn.

Al tratarse de un frente de onda determinado (fi-
gura 9.) formado en alta mar, al ir encontrando
distintos fondos es influido por los vectores grad
(log ¢) antes determinados, con los que componen los

1 1 1
l'adIOS de curvatura suceswas —_y Ty T
R R 'R

determinan las trayectorias A4y, 42, As.

.. que
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En las expresiones anteriores se comprueba que
si ¢ es constante, o sea, en profundidad invariable,
como grad (const) = 0, resulta R = oo; es decir, las
ondas avanzan sin curvarse.

Desarrollemos algunos calculos:

grad log ¢

grad log,_Vg_I-I ‘ =

grad“—;— log g) —_

1 1
— grad{— log H} | = —
¢ (2 £ )' 2

grad (log H) l =

[+ %)
log (1 + —
_ 1 log (H+dH)—log H __ H
2 dS 2dS8
estando tomado d S y dH en el sentido de las lineas

de mixima pendiente del fondo.
Desarrollando en serie:

log (1+ dH)= dH (dH} | (dH) — ..

H 2 H? 3 Hs

y sustituyendo:

| (dH  (dHY ‘
| dloge|= - _ L=
| grac 108 2dS( H  Tom T )
_LdH [ _dH
2H ds 2H

Se puede sdlo tomar el primer término con tal
de que las curvas estén suficientemente préximas.
Si las batimétricas estdn a 1 m. de equidistancia, el

. AH 5
error serd menor del 5 % para —— < ——, O sea

2H 100
para profundidades A mayores de 10 m.
A

En cambio, para profundidades entre' 5 y 10 m.,
se tomaran las batimétricas de forma que:

AH 5

————

2% 5~ 100

o sea a equidistancia A H = 0,50 m. Es decir, que la

equidistancia serd para estar dentro del 5 %, de error
a cada profundidad, por lo menos igual a 1/10 de
dicha profundidad. Es una regla que podemos apli-
car a las construcciones grdficas del mitodo.

De lo expuesto resulta que:

T

! 1 d
R 2H d

|

senf.

|7}

dH . . .
Pero—gg = K es la expresion de la maxima pendien-

te X del fondo en cada punto, y z H, el doble de la
profundidad; luego:

R=op[senf } (fig. 10);
siendo:
__2H
P k

y teniendo la representacién indicada en la figura 10.

Por ello, dibujados los p de distintos puntos, que-
da determinado el radio de curvatura R del rayo que
pase por cada punto.

frente de onda

Marcha de un rayo dado un frente
de ondg g _las batimétricas

HyyHyeooo
8, 6,...

babimétricas
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v dngule gue e/r-ayo (o’no:—)na/o/fb—en@
de onda) forma con grad.log, (0sea
¢on la direccion a'/e (e manxima /Jenc//ené‘e‘).
C C....centrosde corvatura del rago
R‘( P: .. ..radios de curvatura del rayo

H=Hq

e 7
N batimelrica’s

.Figura 9.*
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El lugar geométrico de los centros de curvatura
de los distintos rayos correspondientes a las olas que
puedan llegar a un punto 4; s una recte que (figu-

-—)
ra 11) dista |p;| de dicho punto y que es perpendi-
—>
cular en el extremo de p;.

En la figura vemos claramente cémo se dibu-
jan los centros de curvatura y se modifica por di-
cha curvatura la marcha de los rayos.

Con p se expresa, pues, el radio-de curvatura R
que tendrian los rayos que avanzascn paralelamente
a las batimétricas.

10. Casos particulares.

En el caso en que las batimétricas son rectas pa-
ralelas a la orilla (en general, no seran equidistantes),
las lineas de frentes de onda se obtendran unas de
otras por traslacién paralela a la orilla Tomaremos
los ejes como se indica en la figura 12, E1 O Y serd
la orilla y-el O X la perpendicular. Por tanto, la
profundidad H serd sdlo funcién de .

Como: .
e = () + (5T
R=P (6=90%) g. 2H '
A —_ ‘ I3
R= 3

”®

H Sen

nivel enreposo
. ssasunnd

e

r
?\—v—-’\—v—/
- X

fonde
S~

pendiente del fonds

=K

ds

R= 9e3 elradio decurvatura{minime) correspondicnte a vn frente de onda paralel/o a la

maximo pendienie t/r/fando‘a 90°

R=c0 esel mdiv de corvatora maximo co"-e_qlpondlwl'e @ on fr'em‘e de onda Frr/:end/w/ar
q la méxpno pendiente del fornde 8= 0°

Figura 10,

Los vectores -3.,. tienen por modulo

-s,ll = ZK’{L enque K( es la
i
pendiente moxima del fondo

- ., .’ .
§; tiene ladireccion de dicha

pendiente maxima

balimetricas .

Figura 11.
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la ecuacion del frente de ondas puede escribirse en

la forma:
¢\t (B o
5+ 5=

Figura 12
Como ¢ es funcién sdlo de x, por serlo la pro-
fundidad:

(9¢<xy))2+(e¢(xy>)2= Zo_,
ax ay ¢t (x)

Como vimos que a lo larno dé un'rayo se verifi-
caba que (fig. 12):

o)

[
_L(l dy) 3y

da —c——c_i_cl c

2

al ser ¢ funcién sélo de #, el segundo miembro es
nulo, quedando:

¢ dao ' do
es, pues, el seno del dngulo « que el rayo forma con

¢l eje O X ; pero por ser do y d S perpendiculares
si' ' es el coeficiente angular del frente de avance:

dy _dx __ 1
ds  dS - YT ’
de donde:
€ —a
Vi¥y
de donde: ‘
, 3 — ac?
Yy = + V oac '
JULILO w1953 v S ' ‘ o

se integra inmediatamente, y como ¢, =a:

d=ay + funciébn de x =

/z_ e.
ay-i-flc ae x =t

Que nos da el haz de curvas con un pardmetro f de
los frentes de onda.
Como dijimos al principio, son curvas trasladadas
e (b — 1)
a

una respecto a otra una cantidad en la

direccion del eje Y.

El valor de a representa (hagamos ¢ = ¢g) el co-
seno del dngulo 8, que en profundidad grande forma
el frente de la onda con Ja normal a la orilla.

En Ma anterior expresion de v vemos que si
§ =90°, a =cos § =0, ¥ =00, 0 sea que los fren-
tes de onda contintian hasta el final paralelos a la
playa, como era de esperar.

Iin el caso particularisimo de una playa indefinida
de maxima pendiente K constante:

= kX, c=V'g—ITI=]/Ek_x.

(10-2]
y por la ecuacién anterior los frentes de onda resul-
tan ser:
]/X"— X gy = co (10-3]
7
J
\
J
0 ) X
\
A
\
\ .
\
\
\
\
\

Figura .13.
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que se integra inmediatamente, haciendo el cambio
de variable:

a® x = xg sen? u
que da:

X
ay:t——°;(u+senucosu)=cnt,
a

(O

a2 X
ay—+———— arcsen —-) | =cot.
Xo ‘fn xo |

Tomemos como nuevas variables:

X==" Y=

Xo Xo

con lo que resulta:
Y==F [arc sen ]/3(" -+ Vﬁ— X)] +—€°-9-2-
‘ %
La curva ¥ =arcsen | X + VX (1 —X) tiene
la representacidon indicada en la ﬁgura 14, dando a
'X valores entre 0.y 1.
Esta curva tiene las siguientes propledades

[10-4]

coat
1.0 Es adimensional (también —“- ¢ carece.de
Xo

dimensiones, pues a es un coseno y co una velocidad).
2. Con escalas apropiadas, o sea efectuando las
dilataciones
Xo Xo
x=—X, y=—Y
a? aé

segtin los ejes O X, O V, obtenemos todos los casos
posibles,

}_’ Curva '.‘
Y=arc sen VX—*

VX(1-X)

« L.
R N

-
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38 Hay que fijarse que si § es el angulo qite {a
direccién de las 6las (de los rayos, o sea del tempo-
ral) forma con la orilla, el valor maximo que toma-
remos de X serd cos?2f. O sea, s6lo utilizaremos la
parte de curva O M.

11. Variacion de la amplitud de onda.

Desarrollando la segunda de las ecuaciones fun-
damentales, la [6-2] que llamamos ecuacién de trans-
porte, como: :

div (U], grad ¢) =

que, al sustituir en la citada ecuacion, nos da:

«
!

lU\; div grad ¢ -}- grad lUl; x grad ¢,

U|' divgrad ¢ + 2grad |U|' xgradb=0  [11-1]
2 2

(x es simbolo de producto escalar).
Como div. grad. y = Ay y |grad. y| = <2, y ade-
c

mas la proyeccién de grad. |U|, sobre grad ¢ es:

resulta que:

grad\U]Lxgradc{;= v -

valores que, sustituidos en [11-1], nos dan:
1 1
dluf, _ |ule,
do v . 2 ¢y

Esta ecuacion diferencial nos permite determinar
U=c{¢,y, por tanto, las amplitudes £, ya que ¢ es
funcién conocida de cada punto (c =1\ gH en el
caso més sencillo en que H, profundidad, es funcién
de rey).

Escrita en la. forma:

d|uf,
ds - cAd
vl 26

se integra inmediatamente a lo largo de un rayo,
resultando:

—_— —--Anpdu

e e e -

siendo e = 2,717 la base» de los logaritmos nepe-

r 1anos
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> ,
- ~Como.S" es el vector unitario que tiene la' direc-
cién del grad de y:

. . ->
_ gradd gady _ §

-_— = )

—S> . grad ¢
| grad ¢ | Cole o c

tomando divergencias, queda:

| - -
ﬂ.:-l—- div S ——l—b’xgradc
o c .

(# indica producto escalar), o sea, multiplicando por
¢ los dos miembros:

> >
_C--Aqa=div §— 8Sx (gradmc_);
¢ c

bero:

> > .
S X grad ¢ = S x grad (log ¢) =—[-i-(—]°§-°)—

. c da

- .
—ya que S un vector unitario y la proyeccién de

2
grad (logc) sobre S tiene por valor ‘i-(ldo%) —i
luego:
>
_E_Aq,zdivs_g.(lo_g_c_). [11-3]
Co das

Si aplicamos el teorema.de Gauss (fig. 15) del
calculo integral al elemento de area limitado por dos
rayos y dos frentes de onda préximos, como se indi-
ca en la figura, resulta:

N ) ,
divS:.c.i._(l_qg.Q.
do

Sustituyendo en [11-3] este valor, queda:

{
d(log—)
Ay dlogd dlogd  \ e/

73 do do ds

rayo

reyo

JULEFO 1953 "

Que al pasarlo a [11-2], obtenemos:
|4 _]/_9. .
luf, Ve !

(Ul =clc],

Como:

por [4-4]:
], = el

al sustituir resulta:

[11-4]

¢ =VeH,
Co = \/5—7"1;,
queda:‘
1 — 4 ——
Aed, =v.§_ Hoy_ {1143
&, v

La cantidad ! es proporcional a la separacion de
los rayos o normales. Podemos denominarla factor de
separacién y la relacién /Iy es la denom:inada expan-
si6n frontal en los planos de oleaje.

Ny ' .
El otro factor, \/ Ho/H, solo serfa aplicable
siendo ambas profundidades, H y Hy, reducidas y
en la hipétesis de conservacién de la cnergia, pero

l,ﬁ,cl;l‘l

Factor de .se/:aracio'n ot

F’r-ofund/c/ad'-. - H .
Celeridad -« ««-.- c
Amp/(‘fud.-. el |;|;
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no al oleaje que es preciso comenzar a estudiar en
grandes profundidades, Ho ¥ L, y cuyo consumo de

energia, sobre las plataformas costeras, es impor-

tante,

En el caso particular (fig. 17) en que las batimé-
tricas sean rectas paralelas a la orilla, como el factor
de separacion ! es proporcional al cos 6 (siendo 6 el
angulo que forma el rayo en cada punto con la orilla),
por obtenerse los frentes de ondas por traslacion
paralela al eje O ¥

AB=BC=CD=..=MN; .

[ = M N cos
_1.0. = _‘:23_90. ™;
Iy cos f

12. El método de los planos de oleaje.

Vamos a estudiar el método de los planos de
oleaje del Profesor Iribarren, cotejancdolo con las
férmulas obtenidas,

Determina el Sr. Iribarren el frente de onda por
el que llama cuadrilatero de avance. Fijando el punto
céntrico del mismo de forma aproximada, determina

. H
su profundidad H. Con — entra en los valores de
0 :

un cuadro, o con su curva (4) determina ’Z . Lo

«

‘ NN N N NN N

costa

SN NNL SN SIS S

frentes de oncla

6
AB=BC=CD= MN ; l=n~cose=?°§§—5°

Figura .17.

na 744.

N
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(*) Ver H. Rouse: Engineering Hydraulics, 1930, pagi-

que hace es resolver comodamente la ecuacion tras-
cendente:

= H

L, . 12-1
K 0 (12-1]

Con H y L se determina la celeridad, que vale:

c:‘/é’_’:. tghli’i (12-2]

s

en la teoria trocoidal. :
En su teoria de los planos de oleaje en segunda
aproximacion, el Prof. Iribarren (REVISTA DE OBRAS
PUBLICAS, 1949), aborda el estudio de la pérdida de
energia de la ola al avanzar en la plataforma costera,
determinando un coeficiente, Q, que depende del ro-
zamiento en el fondo, y que lo deduce interpolando
una funcién hiperbdlica en una serie de medidas he-
chas en las costas de Australia. También estudia
las disimetrias producidas en el avance de las olas (*).

En el método cldsico de los planos de oleaje se

determinan las superficies de avance ¥ por la ecua-

cidn:
c

c=]/iLt11_’Ei,
x L

es funcion de H y de Ly o L, pues aunque figura la
longitud L, H y L estan relacionadas por la ecua-

\grad({al:-—c—;
0

en'la que:

., =H - ..
cién L =tgh —— . Ly, como dijimos al principio.

En cuanto a la variacién de la amplitud de la
onda en su avance, emplea el Sr, Iribarren la expre-
sion {12-4]:

h_]/A

hg A

(*) Recientemente, Keulegan y Patterson han hecho un
detenido estudio teérico de las ondas denominadas cnoidales,
cuyas caracteristicas parecen corresponder a olas en profun-
didades inferiores al décimo de su longitud total o H < L/5.
La razon de tal denominacién procede de entrar en la ex-
presién de su perfil la funcién eliptica cn, interviniendo en
su calculo funciones elipticas completas de primera y se-
gunda especie. Se prueha, ademés, que cuando-la profun-
didad disminuye o cuando L/H crece indefinidamente, la
onda tiende a convertirse en la ola solitaria (Rouse: FEngi-
neering Hydraulics, 1050, pAg. 744).

Como trabajos interesantes, sobre todo desde el punto de
vista tedrico, tenemos los de Miche (Annales des Ponts et
Chaussées, 1944) y posteriormente los de Stoker (Quaterly
of Applied Mathematics, 1947). En los de Friedrichs (Com-
munications on Applied Mathematics) y mediante el empleo
de funciones analiticas, se dan varias expresiones asintdticas
aplicables a la ola en las proximidades de la orilla.
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0 sea que estin las amplitudes en razén inversa de-

las raices cuadradas de la variacién del ancho en el
frente.

Deduce esto de la expresién aproximada, tenida
cuenta del consumo de energia

pEhH A =pgh A

En la ponencia espafiola del Congreso de Nave-'

gacion de Lishoa, 1949, de los Sres. Iribarren y No-
gales, se estudia esta cuestién con mis detalle, te-
nida cuenta de la celeridad de propagacién de la ener-
gia y otras interesantes circunstancias, comprobindose
que el grado de aproximacién de la simplificacién
admitida es aceptable,

13. Conclusiones.

La expresion [11-5] es la llamada ley de Green
en Hidrodinidmica, hallada en 1837 en su trabajo “On
the Motion of Waves in a Variable Canal of Small
Depth and Width”, publicado en Transactions Cam-
bridge Philosophical Society, volumen VI, Ha sido
estudiada y desarrollada posteriormente por Scott-
Russell en Report of the 14th Meeting of the Bri-
tish Association, 1844. En el estudio de la onda de
marea ha sido obtenida por los Sres, Iribarren y Mu-
fioz Laborde (Revista pE Opras PUnLicAs. 1042,
pagina 333)..En un estudio de mi compafiero Rodri-
guez Pérez (REvisTa pE OBRrAs PUsLicas, 1046,
pagina 338 [7]) da, en vez de '

V .li)p;ﬁa

en que B es la pendiente de la plataforma costera y
« una “pendiente compensadora”. Con ello se tienen
en cuenta los rozamientos. Para « = (0, el exponente
vale 1/4 y se obtiene la ley de Green.

En cierto modo, con la aplicacién de la expresion

de fo / Ay
h A
todo de los planos de oleaje, se tiene en cuenta en
gran parte la pérdida de energia de la ola al avanzar,
como acertadamente indica el Prof. Iribarren.

Como resumen, podemos decir que nuestros cileu-
los comprueban ¢l método de los plancs de ole'lje
Este es una construccion grafica de la ecuacidon que
da el gradiente de ¢ (& y) en funcién de la varia-
cién de Ia profundidad, obteniéndose asi los frentes
o lineas de avance de la ola'a partir de una conocida
y sobre un fondo que no es posible definir analjti-
camente,

En cuanto a la expresién de ¢, procede tomarse
a profundidades hastante grandes, en que la teoria
trocoidal es més exacta, lo indicado por el Sr. Tri-
barren, o sea:

utilizada corrientemente en el mé-

c=|/-E L]
T

TtH

que es general, y en profundidades reducidas, en la
xH

que th - ~-“z,—{—. se reduce a ¢=|gH.

El método que hemos expuesto es cémodo para
determinar la trayectoria de los rayos. l.os frentes de
onda se deducen inmediatamente por ser ortogonales
a Ios rayos.

* 2l método expuesto tiene la particularidad de que,
dibujados una sola ves en un plano de batimétricas
los vectores grad (log ¢), en que ¢ es la celeridad, los
rayos para cada frente de onda que llega (dependien-
te de la direccién del temporal) se determinan con
sencillez (fig. g.%).

Las figuras 10 y 11 nos indican lo facilisimo que

N
es, dibujado el vector p de cada punto (dependiente

—

micamente lo mismo que el grad logc de la estruc-
tura de fondo), seguir la m'u‘chd de los rayos.
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