EXPRESION SIMPLIFICADA DE LOS MOMENTOS
DE EMPOTRAMIENTO DE VIGAS DE SECCION UNIFORME

Por MIGUEL ANGEL HACAR BENITEZ,

Ingeniero de Caminos,

Después de cxponer el problema del epigrafe aplicado a distintos casos, presenta el autor
férmulas de aplicacidn prdctica y desarrvolla varios ejemplos,

Carga puntual.

Si tenemos una viga de luz “/” y de seccion uni-
forme, empotrada en sus extremos y sometida a una
carga puntual vertical “P* que dista “a” del extremo
izquierdo y ")’ del derecho, las reacciones en ¢stos
s¢ reducen a las fuerzas verticales Ri y Kd y a los
momentos de empotramiento Mi y Md.
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Adoptaremos como sentidos y orientaciones posi-
tivas las indicadas en la figura 1.%
Tos valores de estas cantidades sabemos valen :

P bt Pab?

Ri=LY (b430; Mi= .
2 o3 '
Rd:%""—(a +36); Md= wa"".

Si escribimos b = [ — a, las cxpresiones anterio-
res sc convierten en:-

Ri=IL;(lﬂ—-Sla‘3—1—2aﬂ)

Rd=li3(31a=—2a3).

Ll

lo

Mi= (ta—21a -+ a%).

Md=%(la‘= — ad).
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Ley de cargas cualquiera: Momentos
de las cargas.

Si en lugar de una carga puntual aislada tenc-
mos sobre la viga una distribucion cualquiera de car-
gas continuas de densidad lineal p (x), en general va-
riable a lo largo de la misma, tomando como origen
“0” el extremo izquierdo (fig. 2.*), nos resulta, para
Ri, Rd, Miy Md, la integral de los valores anteriores
entre O y [ de la diferencial p (x) du, o sea que

Ri=—’la—((3 Iy —311y--21) )
1
Rd=—( 301, —21)
1 (1
Mi=’l_'—(1ﬁ1|"‘211'1'i"lu)
1
Md:-—IT( L1, —1r)
siendo
]
[o=fp(.x)d.\
0
!
Il—[.\‘p(\)d\
JoQ
I
I =f Xip(x)dx
0

AN\

!

Figura 2
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los momentos de orden cero, uno, dos y tres (1) del
drea representativa de la carga con respecto al extre-
mo izquierdo, Evidentemente, 7y es suma de todas las
cargas, que designaremos por P en lo sucesivo (2),

De acuerdo con el sistema [1], dados los [y, /3,
s, Iy, quedan determinados los R4, Rd, 24, Md. Re-
uprommuuc, dados éstos, quedan deter minados Ty,
/‘|, ]vg, ]:;, siendo

:Ri~i—R(’.
I, = +IRd +-Mi—Md, o
I= +-IRd —2iMd.
L= -BRd —~38Md,

Distribuciones equivalentes de cargas (3).

Por tanto, si lamamos equivalentes a distribucio-
nes p(x) y p'(v) de cargas sobre una viga, tales que
en sus extremos produzean las mismas reacciones 7,
Rd, Mi, Md, podemos cstablecer que:

"La condicion necesaria y suficiente para que dos
distribuciones p (x) y #' (#) de cargas scan cquiva-
lentes es que sus momentos de ordenes o, 1, 2 y 3

con respecto a uno de los apoyos sean iguales, o sea

que To =1, Iy =1y, lu="T"w ¢ [y =1I"y, 0 sca_que:

i g
I xTp (x)dx = _/ XMpi(x)dxparan=0,1,2y 3 (4}
« 0 0

(1) La determinacion de momentos de orden tercero, cte,
so utiliza freenentemente en el cilculo de carenas en cons-
truccion nayal, Existen métodos graficos anilogos a los nti-
lizacos para abtener los momentos de inercin, Tambidén, uti-
lizando procedimientos mecinicos, se logra efectuar su cilen-
lo con rapidez, seguridad y cnmllc/.

(2) Por el paralelismo gue existe, nos pclmmmo~. remitiv
al lector a que considere las IQ]xl(.lOlle (que en calculo estin-
(llstlco existen entre lo que an ¢ se NMama ana “distribu-

cmn y su determinacion umvom por la sucesion de sus
"momentos” :

3) (,onlo caso particular de un estudio mis generad de

Ilexion de vigns en que la ccupcion de la eldstica viene como
integral, a lo largo de lu luz, del producto de la funcion de
(ireen por la de cargas, llega Pei-Ping Chen, en su articulo
“The cquivalent loading Method...” (Qualerly of Applied
Mathematics, 1949, pag, 186) a demostrar también, por otro
camino, que: e¢s condicidon necesaria y suficiente para que el
sistema de cargas csté en equilibrio, (que los momentos de las
mismas de ordenes o, ¥, 2 y 3, sean nulos,

(4) BEsta propiedad, que se deduce tan sencillamente, pue-
de tomarse como principio para todo el cilculo de las vigas
cmpotradas en ambos extremos. Anidlogamente a como en la
viga ispstdtica apoyada cn sus extremos, se determinan las
reacciones en cllos considerandolas como fuerzas cxieriores
¢ igualando a cero Ia resultante de todas cllas (suma de mo-
mentos de orden cero) y su momento resultante (suma de
momentos vulgares ¢ de orden uno), asi en la viga de ex-
tremos empolrados o hiperestitica, se determinan las reaccio-
nes y momentos de empotramiento, considerando a todos cllos
como cateriores ¢ igualando a cero los momentos resultantes
de érdenes o, 1, 2 y 3, Con sdlo esto, o sea sin acudir a la
ley de Hoolke, hipdtesis de Navier, ni teoremas de Mohr, sec

determinan las reacciones y momentos de empotramiento con
suma facilidad.
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Cambio de origen de 'momentos.

laigualdad I, = [';; para n =0, I, 2 se ha
n n v
(leluudo tomando como origen de 'lbsus'ls A4 el ex-
tremo izquierdo de la viga. I‘mo puede ser con res-
| 3 I
pecto a cralquier punto de la misma, ya que si el ori-
gen para las o/, fuese O/, de abscisa « (fig., 3.%), vy
llamamos J,, los momentos respecto O/ de p, o sea que

Ja= [x"p )y ax.

l—n

ol .
1, = / xtp(x)dx = [ (' @) p (&) dx' =
Yo oo

=./ X' p (\)d.\»l—( ) fx’"'“p(x’)d,\"-{«

f /'p (xYd x'=
=h+(ﬂah_ﬂ¢gy«J

.

TR

Trigura 3.*

Aplicada esta formula.para n=o0, 1, 2 y 3, obte-
nemos, respectivamente:

Iy= Jo
= Ji+a s 3
1y =

Jot2a ) - a® fy
L=y +3ajs+3a¢ ] 403

Caso de tomar como origen el centro de gravye=
dad de las cargas.

Si fuese v = a ¢l centro de gravedad (1) o punto
de aplicacion de la resultante de todas las fuerzas
p (), Jy = o, y latercera igualdad anterior nos daria:

Iy = Jy +-a® Jy,

que viene a ser el conocido teorema del momento de
inercia con relacion al del centro de gravedad.

(1) IEn IEstadistica, los momentos con respecto a la media
reciben el nombre de “momentos centrales”. Ver, por cjem-

plo, H. Cramér: AMdétodos matemdticos de ILstadistica, ca-
pitulo XV, '
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La cuarta igualdad de [3] se redutiria a:
fy=Jy 3 ajs-ad )y

que podriamos considerar como una generalizacion
del teorema anterior para momentos de tercer orden.

Expresion de los momentos de empotramiento.

Delas expresiones [ 1] interesa en particular (para
aplicacion del método de Cross, ete)) los valores de
los empotramientos perfectos M1, Md, de los extre-
mos. Si a4, == [,: " le lamamos momento reducido
de orden u (7, tiene dimension de wna fuerza) resulta:

Mi=1(,— 20 4]
Md =1, —iy) () ‘

Iin particular, el valor de Md ofrece un aspecto
hien sencillo, En resumen, indica que:

"Il momento de empotramiento de una viga cn
uno de sus extremos es igual al producto de fa Iuz de
la misma por la diferencia

vy — =

de los mmomentos reducidos de las cargis de segundo
y tercer orden con respecto al otro extremo,”

Distribucién simétrica de cargas: Formula
de aplicacion practica.

Un caso particular de gran aplicacion prictici s
suponer una distribucion simétrica de cargas respecto
al centro de la viga. '

Bntonces, e« =1[:2, y por simetria, Ri=s Rd =
=R, Mi=Md=M

R=l’g_3{'g+2"3=3[2—"2i-;.

M=1(i,— 20 i) =1(ls — 1) )

(1) Los momentos de empotramicnto perfecto suclen ha-
flarse aplicando directamente formulas que dan los manua-
les. lin los tratados atemanes (Ldser, Formigdn armado;
Kleinlogel, Cdlenlo de  estructuras  porticadas hiperestdli-
cas, ofc,) se utilizan con frecuencin los lamados “términos
de carga” Ly R (I, inicial de lnks=izquierda, y R, de
rechts = derecha) o scgmentos de lincas de cruce, que son
proporcionales a las reacciones ficticias A y B, que en la
viga apoyada produciria una ley de cargas que fuese la de
los momentos flectores, siendo L.=G.A:1ly R=06D:1
Los valores de 7.y R no dependen mas-que de las cargis
y de su distribucién. Los momentos de empotramicnto valen,

. 2L~ R 2R -L .,
en funcion de cllos, M = Er— My = s Si las
cargas son simétricas, M, =M, = L B—,

i d 3 3

(2) Recordemos que ¢l momento de tercer orden inter- -

viene en la asimelric de una distribucion en listadistica,
i ; : : R ernA .
Una medida de dicha asimetria (véase O. Fer nandez }3‘1-
ios, Tralado de Lstadislica, capitulo XXI) ytilizada corrien-
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restltando

~.

R = i M= —- (i; — Iy),

o]~

2

Si tomamos como origen ¢l centro 07 de la vigy,
de acuerdo con {3]:

, , 1,
=] "l"‘g‘“/oi

pero como

Ji=0
m=-L(L —/)
R
0 sen
!
M == P L 15]
8 21

siendo £ 1o resultante o el total de las cargas P ==
l P
== f p () da e I el momento de segundo orden, o
<0
sen dle inercia de las mismas con respecto al centro
de la viga,

Interpretacion de la formula anterior.

: Pl
Recordandu que S el momento de emputra-

miento .para una carga 2 centrada en la viga, resulta
(uet

I ]'1/2 .\"‘3[{_(.\") ax'

W n —2--1--

representa la disminucion de los momentos de empo-

gramicnto por repartirse la carga sobre la viga,

P P
2

A o'

Figura 4."

temente ¢s, en nuestra notacion, l/ J3 1 4 . Cuando hay si-

“metrie, tomando como origen la esperanza-matematica o me-
“dlia aritmética (en nuestro caso, centro de gravedad), Ja=o.

Como Ji=o, si ademis hacemos o =1/2, obtenemos [5].
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l/—«l-— (fig,

/J

Como + = 4. representa el radio de
giro del drea de la carga respecto un eje vertical que
pasa por O':

=Pl PO _PLL_ (2] g
Y 8 | 1.

Pero, como puede comprobarse facilmente, este
es el momento de empotramiento producido por dos

. . P
cargas puntuales de intensidad 5 cada una de ellas,

situadas simétricamente respecto al centro de la viga
y distantes 27 entre si. Luego podemos decir que:

“Poda distribucion simétrica de cargas con rela-
cion al centro de una viga es equivalente (0 sea, da
los misinos momentos y reacciones en sus extremos)
a clos cargas iguales, cuya suma es la totalidad de las
cargas aplicadas simétricamente a cada lado del cen-
tro O de la viga a distancias del mismo igual
radio de inercia obtenido del drea de la ley de distri-
hucion de cargas respecto al eje vertical que pasa
por 0" (1).”

De acuerdo con [5] Hegamos a la interesante con-
clusion de que el ])IQMCIHJ de hallar los momentos de
empotramiento de vigas cargadas simétricamente se
reduce exclusivamente a la delerminacion de los mo-
wentos de inercia de las cargas respecto al centro de
la wiga,

Figura 5*

Ljemplo prinero. — Hallar los momentos de em-
potramiento M de la viga de la figura 3%, sometida
a la ley de cargas indicada (\mmble linealmente desde
0, encl Lentlo, a “p’, en los extremos).

Como

1 pl
P=2— = e,
2 P 2

1
2

i ) f
1=2[’ 2PX =Pl
' J oo 1 16

(1) Podria también interpretarse » como la desviacion
tipica o standard de una distribucién de valores de la funcion
de probabilidad p (4).
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la aplicacion de [5] nos da:

Ejemplo segundo. — Flallar los momentos de em-
potramiento con las cargas incicadas en la figura 6.".

q @

9 e
z .

A | .
A 7 T #
MQV' I,‘, L !, Q/N‘
L2 [ 2t 7 !

2| _
q Q 1

=S

48
Iigura 6.%

[.a suma de todas las car gas es:
P=3Q+ j—)* p.

121 momento de inercia de las cargas con respecto
al punto medio de la viga es:

1 21\8 Q[ !} 71\
l=—vpl|l—)+2—=——) +2Q|—) =
a5 e ) 2 el)
pis - 107
=4 —qQn
786 4Q

Los momentos de cmpotramiento de acuerdo con
[5] valdran ambos:

m—PL_ 1 _3pr, 170!
8 2/ 1179 81

Aplicacion de momentos.

Supongamos que ademas de las fuerzas vertica-
pong 1

les hublebe un par de momento M en la viga, Como
este par "’ aplicado a la distancia "a” del empo-

b

ra )

' A}
M; T A —_— UM‘t

m
;z*i
3

W

=
&
i

Mq

TFigura 7.
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tramiento izquierdo, puede concebirse como consti-
tuido por dos fuerzas Mie de sentido contrario
distantes & (¢ muy pequefio), Jos momentos Afiy Md
se obtendran de acuerdo con [4]. IEn este caso:

jo = 0.

i e et ey

para & muy pequedio,
Del mismo modo,

P 3 M x*
g
y, en general; '
. M xh- 1
i=npf{-—] . ——.
=) S )

Q sea que ¢l momento reducido de orden 2 de un
par M vale # veces ¢l momento reducido de orden

. .. M
n—1 de la fuerza ficticia =

Por tanto, las mismas cxpresiones [4] nos dan:

de luz sometida a las cargas y a los pares indicados
en la figura 8%,
De acuerdo con la dltima de las formulas [4] y de
1o indicado en la | 7] para los momentos flectores:
Md =1 (i, — iy).

Del valor de 1y, la parte debida w las cargas ver-
ticales es:
1 1 44
7060 —[—30.28 45302 .42) =2
72 [ ¥ (12 ¢ 243929 49

La debida a los momentos flectores:

7 7 7 49
Tuego
PRI
TR O

Andlogamente, de 73, la parte de las cargas verti-
cales es:

M 4 Mx 3 Mxt
Mi =i | | o e e o e 1 e \ 1 1104
I 2 mo _— 7,{,.03—3} X dx | = (1512 — 408) = —— L.
2 Mx 3 M T, Jou | 343 343
Md=1["q'\- = ]
LB ® Y I de los momentos
I jemplo tercero. — Fallar el momento de empo-
e , ovtrama doreche PR - —3) 2 5\ 6 504
tramiento en ¢l extremo derecho de una viga de 7 n, 3| 3 ) e L
: 78 7] 7t 343
t¥t
T.uego
f J [7!(\’ ) i1=1104+504=1oos N
— IR N ' 343 343
UL NG |
f ~3t/m.L. Resultando
ML / MA' 936
Md=7(i.1——i3):7(—9-(l—-—1—(29—8—)=——————mt.
Tigura 8 49 343 49
Conclusiones.

Hemos visto que la aplicacion de Tos momentos
de orden superior de la ley de distribucion de cargas
(continuas o puntuales) nos simplifica la expresion
de los momentos de empotramiento perfecto de una
viga de seccidn uniforme,

Ia segunda de las formulas [4], de facil recor-
dacién, nos permite de manera inmediata, sin auxi-
liarnos de formulario alguno, determinar analitica o
grificamente dichos momentos de empotramiento,

Tn el caso de cargas simétricas con relacion al cen-

ABRIL 19358

tro de la viga, las formula 5] nos da automatica-
mente (con la sencillez que supone tener s0lo que hallar
¢l momento de segundo orden de dichas cargas con
respecto al centro) los empotramientos en los extre-
mos ; operacion que con frecuencia hay que efectuar
para aplicar el método de Cross, etc,

Dadas las relaciones tan sencillas que ligan los mo-
mentos de empotramiento con los llamados “términos
de carga’ en la literatura germana (éstos valen el
triple que aquellos en las distribuciones de cargas si-
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-métricas), es evidente que la determinacion e éstos
(a lo que dedica Kleinlogel el cuarto tomo completo
de su conocida obra, antes citada) es rapida y sencilla
en cualquier caso, con auxilio de las expresiones [4]
6 |5, que, con lo indicado en [7], se generaliza para
cuando sobre ln viga actGan pares de momentos di-
dos distribuidos a Jo largo de ella.

Lo misimo que la viga isostatica se estudia sin mas
que anular ln suma geométrica de todus las fuersus
(las reacciones como exteriores), o sea, su MomMento
de orden cero, y el momento (de primer orden) ve-
sultante con respecto o cualquier punto, la viga hi-
perestitica o empotrada puede estudiarse sin mis que
anular los momentos de orden o, 1, 2 y 3 de fodas
las fuergas v momenlos que sobre elln acthan, consi-
derando las reacciones en los apoyos como fucrzas
exteriores y los momentos de empotramiento como
fuerzas ficticias aplicadas en el sentido indicado en
[7]. De esta forma, sin acudir a winguna hipélesis de
‘deforinacidn, quedan determinados los momentos de
empotramiento,; Por ejemplo, si a una viga de luz !
con sobrecarga uniforme p en toda su longitud desca-
.mos hallar las secciones K y momentos de empotra-
miento M (iguales, por simetria, en ambos extremos)

~la anulacion de los momentos, con respecto a su cen-

tro, de orden o y 1, conduce a las cenaciones
pl—2R=0

1 M\ ! [\
—pl 2,2 ) — 1 = 2R [—) =0,
TR e el e Il

Las de losde orden 1 y 3 son identidades. De aqué-
llas deducimos los conocidos valores de:

R=pl:2 ¥y M= pl*:12,

Otras aplicaciones de mayor importancia y exten-
sion tenemos en estudio, in realidad, lo indicado tic-
ne mas bien un aspecto formal, sin que supongn ne-
vedad. Siacaso s6lo lo haya en las formas tan senci-
Mas que resultan. Pienso que ya que con tan harta in-
sistencia se acostumbra a desarrollar una distribucidn
de cargas en series de Tfourier o de otro tipo (tanto
con una como con dos variables), ¢ por qué no se ha
de desarrollar también en Tuncion de sus momentos?
185 cosn que corrientemente se hace en cdleulo estadis-
tico, ¢ No parece 10gico hacerlo también en el céleulo
de vigas, placas, cte,, donde los momentos tienen una
signilicacion tan real? s alga de lo que he intentado,

904
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