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ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN;
RELACIONES FUNCIONALES ENTRE SUS SOLUCIONES

Ll presente trabajo, que se divide on dos o lres articwlos, describe un nélodo

Por FEDERICO GODED

Ingeniero de Caminos,

original, cuva

finalidad define el ‘autor en los primeros fidrrafos, v que habré de ser de gran interés para,
» los lectores wersados en estudios matemdticos,

1. El método que a continuacién presentamos pue-
de utilizarse con dos fines: o bien para obtener rela-
ciones funcionales entre soluciones de la misma o dis-
tintas ecuaciones diferenciales, o bien para hallar in-
legrales particulares, asi como la integral general de
nuevas ecuaciones partiendo de soluciones previamen-
te conocidas de otra ecuacién.

Aunque aqui nos vamos a restringir al campo de
las ecuaciones de segundo orden, en el cual el presente
método es particularmente sencillo, el método puede
también utilizarse en ecuaciones de orden mas elevado.

Supongamos que entre las tres funciones analiti-
s 9, ¢ y f existe la relacion:

v =rle@]. ()

La funcién ¢ (2) hemos de suponer ahora que es
solucién de la ecuacién lineal :

a4 ()
daze

t+h(2)¢@) =0, (2]

en la que el coeficiente T, (2) es, como ¢s sabido (1),
un invariante de los coeficientes de la ecuacion cuando
Ssta estd escrita en su forma normal completa, es
decir, con término e‘n—g—if)—.
dz
Entre las ecuaciones [1] y.[2] podremos ahora

climinar la funcién ¢ (2). Para ello, derivamos [1] dos
veees consecutivas:

dy(2) _ df(g)

dz dg 7O 5
L@ _ @) § L df '
iz =g ol 4L,

(1) “A Treatise on Differential Iiquations”, de A, R.
Forsyth, pag. 1os, .
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De [3], [2] y [1], eliminando ¢, se deduce:

asf (o) . af (e " .
-ML:?W-%? (Z)é 4 ﬂ)_,(? @ -+1L(2)f(g) =0. [4)
d ¢* d ®
Para transformar convenientemente esta ecuacion
lamamos ;

z == (1), (5]
a la funcién inversa de:
t=1¢(). 16

Ila ecuacién [4] tiene como variahle independien-
te g, y si cambiamos ahora ésta por In ¢, haciendo uso
de [5], se obtiene:

(1)

—_— TN —t -

d o, () dt

(71
e @e OF F(=o.
Para transformar ahora esta ecuacion cn otra’ de
la misma forma [2], es preciso sustituir Ia funcién
F () por la F7 (1) siguiente (2):

J0=Few |~ ! —e
Y (8]
= \/‘?’1 0. F ).

Asi, pues, reemplazando la expresién anterior de
F(8) en [7], tendremos la ccuacion que lNamaremos
asociada de la [2] :

d* F ()
at ‘
¢ ’" ' 2 ! 4 [9]
L2003 OF Faleio] Lfn] 0
e o] |

(2) “A Course of Modern Analysis”, de 1. T. Whittaker
vy G. N. Watson, pig. 188,
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() =

o bien:

EFW —0
Tp T @F t) =0, ~(10]

llamando:

2¢, (0" (=3 1o (O + 4 ¢ O] L jou ()]
4{¢", (0f°

Por ¢l proceso descrito se ha establecido entre las
funciones ¢ 'y I, la siguiente relacion:

sl ] =V 0. F @, l12]

como se deduce reemplazando primero z por ¢ (#)
en [1] y sustituyendo luego f () por su expresion [8].

Sefialemos antes de continuar que la relacion [12]
es equivalente a la:

s Ve @=Flo(), [13]

ya que esta dltima se deduce de la [12],
la variable # por la 2

Del proceso antenor se deduce que siempre ue
¢ (o) satisfaga a la cuacién [2], la funcion:

cambiando

Fl)=——=bln ] (14
(?'1 (1)

ha de satisfacer, a su vez, a la écuacién asociada [10].
O dicho de otra forma, a cada soluciéon de la ecua-
cién [2], al través de la relacién funcional anterior
fi4] correspondem una soluc10n de la ecuacién aso-
ciada [10].

Asi, pues, si conocemos la integral general de [2],
podremos deducir de esta forma la integral general
de la ecuacién asociada |10], y ello cualquiera que
sea p1. s decir, podremos construir para cada fun-
cién ¢; una nueva ecuacion diferencial [10], de la
cual podremos obtener diversas soluciones particula-
res por medio de la relacion [14].

Pero puede suceder que la ecudcién asociada [10]
asi obtenida pertenezca a su vez a un tipo conocido,

o incluso que coincida con la [2], es decir, que sea .

I, () =1 (B). .

Tiste Gltimo caso lo hemos estudlado detenidamen-
te y se va a publicar en otro lugar, por lo que aqui
no nos detendremos en él. Sefialaremos tinicamente
que las funciones de Ferrer o asociadas de Legendre,

m m . N .
PP (2)y QF (2), de tan gran importancia en numero-
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(1

sas :ll)]lCElCthES fisicas y en espécial en la teoria del
transporte de neutrones, hemos ‘encontrado que per-
tenecen a este grupo de funciones siempre que
1 4 2n =%, y que ¢, (¢) sea una cualquiera de las
dos transformaciones homograficas siguientes:

i3

¢ () = ppral {15]

I+

|

H

Cuando Iy (f) es distinto de Iy (), pero la ecuu-
cién asociada [10] pertenece a un tipo conocido, po-
dremos obtener directamente integrales p’lrhcularc
de la misma y su integral general, y ademds, utilizan-
do la relacién [14], podremos también obtener atras
integrales particulares y formar también su integral
general, ;

- Ahora Dien, la teoria de las ecuaciones diferencia-
les lineales de segundo orden nos dice que en el mis-
mo dominio de existencia no puede haber mds que dos
soluciones independientes, y que, por tanto, toda otru
funcién que satisfaga a la ecuacion y sca valida en ¢l
mismo dominio de existencia de las dos anteriores ha
de ser una combinacién lineal con coeficientes cons-
tantes de las dos referidas soluciones.

Por consiguiente, tres cualquiera de las integrales
particulares obtenidas por uno u otro método, y sien-
pre que sean vilidas en el mismo dominio de exis-
tencia, han de estar ligadas por una relacion lineal de
coeficientes constantes. Iiste hecho permite obtener
por el presente método algunas interesantes relacio-
nes funcionales, como veremos posteriormente.

2. Como primera aplicacion practica del método,

tomemaos:

() =\tF
_ At+8B [10]
1 (t)———-——CI—i—D .

Como la expresion anterior de ¢ (£) es solucion de:

29, (09" () — 3¢ (] =0, (1)

resulta al reemplazarla en [g]:

ddF,ft +|<Pn(t)§ { Jou € t)i—o (18]

y reemplazando aqui la expres

sion |16] de Ty (1) re-
sulta:

EFW

At B g
ar

(AD — BC): -
(Ct+ D) T
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-En este caso, la ecuacién [2] es:
dy :
——=+ANZ2 =0 2
dzﬁb+ 4 , (20]

cuya integral general (3), siempre que el inverso de
P+ 2 no sea entero, es:
(+e]

P42

P42

n=ila] L |5

24P

Por consiguiente, la solucién de la ecuacién [20]
segin [14], serd: ' '

F‘(t)= Ct--D ;Al—i—B%

Vab—Bc (Ct+D
\ LEE)
~|/(At+B)(Ct+ D) At+B \ 2 ,
]/ AD—BC C‘].{i.; (k(CH—D)) S+m}
P2
At4+B\ 2
+e ), ——_ﬂ
]an" (\(C!—{—D)

Hemos, pues, podido obtener la integral general
de [10] porque conociamos la solucién de [2]. Uti-
lizado de esta forma el método, permite, pues, dedu-
cir soluciones particulares de una ecuacion, utilizan-
do soluciones de otra ecuacién conocida.

3. Tomemos ahora ;

' 1

z =1 () = log, l/-l—l_*_"_:=argtht
(23]
1

¢ () E'ZZ_
= Z) = —————
¢ c'lz_l_l /

Reemplazando la anterior expresion de ¢; en [11],
resulta :

I(argth{) 41

. () e [24]
Supongamos ahora Iy = — C2, siendo C constan-
te, Entonces serd: .
1—C .
)= 25
o (8) 1=y [25]
Pero la ecuacién [2] cuando Iy = — C?® es:
L
Ee Cty=0, [26)
dzt
Cuya integral general es:
‘ b=Ae"F 4 Bet?. (27]

—\'*_____—
(3) Referencia (1), pag. 106.

AGOS‘T‘O ‘1959

P2
(%) : ; [21]

Utilizando ahora la [14], podremos escribir di-
rectamente la integral general de la 23], Tendre-
mos asi:

F(t)=

_._1_ ¢ 3?1 (!)f:l/l — t:!(A cxp}——Clog T—t_ts.{-
#'1 (1) ' —1

P c+41 1-¢
-+ Bexpg Clog llj—-—éﬁ) =A(l—# 2 (1 + H 2 4

) 1—¢ I+
B =TT (14 (28]

Pero en el caso presente, la ecuacién asociada oh-
tenida pertenece a un tipo conocido. En efecto. La
ecuacién asociada de Legendre (4) es:

—xY)u" —2xu + jn (n4+1)— I%% u=0. [29]

la cual escribiendo:

v I [x —2¢ y
U=y exp —m—[ ..“_dc%:_____
2 Jo1—ct Vi 2
se transforma en:
a2 RPAn41—m—np(nd1)x
WJ:,__*_ +n+ — (n+41) y =0, [31)
d xt (1 — x%e

La ecuacién asociada [25] coincidir4, pues, con la
asociada de Iegendre, siempre que:

nP4+a4+1—m=1-—Ce

nn+1)=0, (32]

es decir, para los siguientes valores de los parame-
tros:

n=20

m=z=C (33]

n=—1
m=d=0C

Ahora bien, la integral general de la ecuacién aso-
ciada de Legendre, escrita en la forma [31], sahemos
tiene las soluciones:

m-+-1
y=—x t Pl
dxm
34]
m+1 [
a”Q, (x)
— — 2 n
Ve = (1 — x2) _d?’__

Por consiguiente, de la ecuacién asociada de Le-
gendre, escrita en la forma [31], cuando n = () y
como (5):

P0=1

1 x-1 (35]
Qo=_..]og .._:.I__

2 x—1

(4) Referencia (2), pag. 317. . ,
(5) “Tables of functions”, por E. Jahnke y F. Emde, pa-
ginas 108 y 110, . .
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conocemos también para s =z 0 la solucion:

mtd
oy 2 m
y2=(1 x?) d o x41 _
2 dx™ x—1 _
fl't.l dm—-l \ l?’b]
=(1-x‘) 2 W(l—xc)

THemos obtenido, pues, tres soluciones distintas
[28] y [36] de la ecuacién [31], las cuales, como es
*- evidente, tienen un comdn dominio de existencia y,
por consiguiente, como dijimos anteriormente, deben
estar ligadas por una relacién lineal. Pocdremos, pues,

escribir:

mAl

9y 2 — =
(1 — 1) Py M-~ '= (37]
m1 1—m 1—m Lt m
=A, (1~ % (140 ° + B0~ % (14 *
406

siendo aqui A, y B constantes. Esta relacién puede
también escribirse asi:

Ap
(L4+1™

dm—l Bm

(1 — )7

(W —y =

pudiéndose determinar derivando los valores de los
coeficientes A, y Bm. Asi se obtiene:

m :__..(m —2 n! (__)m
(m—1)!

mn = ..__-—2————(__)(71 -1

A
139)
B

Por el presente método, en este caso hemos podi-
do, pues, obtener directamente la integral general de
la ecuacién asociada de Legendre, lo que no hubié-
ramos podido lograr por la teoria clasica, ya que las

P! son todas nulas al ser Po=1.

(Continuard.)
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