CALCULO DE ESTRUCTURAS RETICULARES

Por JOSE LUIS BLANCO VILLORIA

Ingenicro de Caminos,

Lt presente articulo original trate de un método iterativo, seyuro, sistemdtico y rapido, para

el cdlewla de estructuras reticwlares, Se llega a lo solucion, qunque se Itrate de wn caso. trasla-

cional, fdeil v rapidamente, con 1un sélo proceso iterativo, pues va considerando conjuntamente

deformaciones angulares y fraslaciones. En primer lugar, se expone la ¥ Sintesis del nétodo™,

a continnacion la “Prdactica” del mismo, después su “ Demnostracién®™ v, flalmente, se dan

normas para conseguwdir wn * Auwmenta de la convergencia”, quedando dsta 1y swperior a la de
los métodos de Cross, Kani, Kammiiller, Grinter, Zaytzeff, Cocchi, ele

Sintesis del método.

Vamos a aplicarlo al caso mas corriente: al de una
estructura tipo edificio, como la que indica la fig, 1.%
La expresion en la que sc apoya la iteracion es:

Uy = — U _(r%)ﬂmn Uyt Mg Vs T Npo v (1]

en donde (m) significa que la letra m queda fija; a es
el nudo que esti inmediatamente encima del m; b es

o -

Figura 1.*

el inmediato inferior; S significa piso superior, e I,
piso inferior, con relacién al nudo m; por n se quiere
expresar los nudos adyacentes al i (el ay el b quedan
incluidos). '

Por « se expresan las deformaciones angulares.’

Tos valores v los llamaremos indices de desplazamien-
to, ya .que los desplazamientos o traslaciones de los
pisos de la estructura estdn intimamente relacionados
con ellos. ' ' C

]

‘_Mm'}'M'*"’Ima'i"'me
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U,
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! )
en donde M,, es el momento de sujecion del nudo,

o © o
que vale My, =3 Mpp, siendo My el momento de

(m)
empotramiento perfecto del extremo m de la barra
m n (empotramiento sobre la barra), M es el momento
exterior (si existe) aplicado al nudo.

Tma = Hs s Mnai “Nme = Hy by Mg

en donde, a su vez, H, es la suma de tas fuerzas ho-
rizontales que acttian por encima del piso J, incluida
la que actfia sobre el dintel superior del mismo, es
decir, debemos previamente descomponer la carga
horizontal en fuerzas, segin los dinteles. i, es ki
altura del piso J.

Uy =3 kpn €5 fa"suma de las rigideces al giro
m
de los extremos m de las barras me n, supuestas articu-

ladas en . y empotradas cn n (o de valores propor-
cionales a las mismas) (1).

[¥m )

[%mr) (xn r) —[%n 1) (¥m7) "

0 k= Bl

siendo # ,, #, las abscisas de un punto genérico de la diree
triz de la barra, tomadas en valor absoluto y referidas, res-

. I, [o%
pectivamente, a los extremos m y 1 como origenes r= }‘ . I“I
siendo Io v. Fo un momento de inercia y um coeficiente de
elasticidad patrones y que pueden tomarse arbitrariamente, .

Se emplea la siguiente notacion:

(v), Area del diagrama y=f (v).

-[9), momento de primer orden respecto a fa ordenada
origen izquierda (el extremo izquicrdo es m, el derecho 1)
del 4rea del diagrama y=7F (+). ' )

(y], momento respecto a la ordenada origen derecha (ex-
tremo 1) del 4rea de v=Ff (#),

Para E = constante, I = constante, nos queda

4E1

o kmn == knm »
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A este valor — Q,, le llamaremos término de car-
ga y esprevio y fijo durante el proceso iterativo. Los
tres siguientes son los términos de influencia por
deformaciones; el primero de ellos, por deformacidn
angular; los segundos, por desplazamientos,

_,; Tmoa
. —

ma !
Um

siendo 7y, = typ £y, (Obsérvese la alteracion inten-
cionada en el orden de los. subindices): ¢,,, es el
factor de transmision (1),

) _ ma ) . 'mb
‘ma T 7y SmbT U !
m m
siendo:
N = ma_ Ve mb

" f"__ §(’s + 1)

en donde 7y = Ry (3 fipa); & significa extremo
superior, ¢ 4, inferior, de los pilares del piso consi-
derado.

T.os indices de desplazamiento valen:

s = '\;‘ (rs O - Ti ai) i = E: (rS s + i a") ) (2]

Al final caleularemos los momentos mediante las
expresiones o ,

=)
Moo =My n+ Knp 2o+ tum Kym %

) =]
Mm n =My = Nyt kg oy + tm kn m%n ™ bma?,

si mn es un dintel,

, 13)
st menoes un pilar,
v los desplazamientos mediante:
A=(Hh-vh) 4]
m tmn= [ r)_; ’nm=mv
- [xm r) (x,, r]

(nqui, extremo izquierdo es sinénimo de m, y extremo dere-
cho, de'#). : : '

!mninide la relacién entre el momento de reaccién que se
produce en el extremo derecho i, considerado empotrado, 'y
¢l aplicado en:el extremo #, considerado. articulado.

Para. E = constante, -] == constante, ¢== —; .-
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siendo :
1

AT

N !

Si se tomaron valores &' oy kmy (proporcionales),
los verdaderos dngulos y desplazamientos se obtienen
multiplicando los obtenidos por el valor comin a las
relaciones

kl

o
Se han adoptado los signos siguientes: un par es
positivo si produce un giro positivo, y giro positivo
es el dextrosum o en el sentido de las agujas del reloj.
Tas fuerzas horizontales son positivas si van de iz-
quierda a derecha, y son positivos los desplazamientos
hacia la derecha, ‘

Vemos que se ha desarrollado el método para el
cuso general de barras no homogéneas y con momen-
tos de inercia variables a lo largo de la directriz.
Para el caso particular £ = constante e / = constan-
te, tendremos

1 1
¢, = — Q [ | " S ), -
m m o omy -+ 5 ‘ma Its

1,
+ Y Py i (v}

por indices de desplazamiento tomaremos:

b=k b)) w=Yklte) 2]

en donde;

—Q = ""Mm"*'M’*'nma"}"’imbl

m
Um

Hg hy H

N g = ————— % 1 = — ey )
ma 3 ma MTmb 3 mb

By = k'l'_" )
Um
A= “ma ) = T
‘ma T P mb — 4
Un Up
siendo:
Kk~ 4 [El ,
3 k
7R e
2 Sk
J
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(la S esta extendida a todos los pilares del piso J) (7).
Por tltimo,. los valores de los momentos hiperes-
titicos estdn dados por:

o 1
My = Mp +k(”’m+ Y "n)r

o ] 1 1 '
an=an”"’?mn'4"k ”'n"i""é'““n""—z'a !

si mn o5 un dintel,
si mn es un pilar,

siendo:
B =gty
y & su vez:
a/t‘
% = —

Sk
[

y los desplazamientos por:

oy L
(’é““no +"’§""0\")hr
siendo : -
Hh

M =~ 0
3
o tal vez mejor, por:

h h
(2”—3—""‘9)—3_"(0'

II
Practica del método.

Empecemos considerando el caso I = constante,
] = constante,
Se prepara el diagrama de Ta estructura con las
constantes eldsticas siguientes: C
ke (una por cada pilar).

- ~}2 k* (una por cada extremo de barra). |

1
3 x* (una por cada extremo de pilar),

t t(I) Puede comprobarse que para E = constante e ] = cons~
ante

kmn=knmi
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Se calculan los valores —Q y se anotan junto
a cada nudo (se subrayan para resaltar sut empleo
constante) ; éstas son las primeras aproximaciones de
las deformaciones angulares. T

Se calculan los indices de desplazamiento con las

_anteriores primeras aproximaciones de las deforma-

ciones angulares:
by =?k(as+ai),

1o cual se hace facilmente y de una sola vez con umi
méquina ‘multiplicadora, y se anotan al lado de! edi-
ficio y a la altura del piso J.

Después y de una sola ves, con la méaquina se cal-
cula la expresién [1'], con lo que obtenemos un S¢-
gundo valor, mas aproximado, de ay;.

Obsérvese que la expresién [1'] es acumulativa,
os decir, que siempre el Gltimo valor hallado de ayy
cs el que tomaremos como valor apreximado; en
camhio en los métodos de Cross v Kammiiller se ne-
cesitan hacer las sumas algebraicas de las ‘columnas,
Asimismo, Ta expresién coadyuvante [2'] es también
acumulativa: sin embargo, para mayor rapidez de la
iteracién nos conviene no tomarla hajo esta forma
acumulativa, porque si no, nos cuesta repetir cada
vez la suma completa, s6lo por haher variado una a:
iremos, pucs, acumulando naso a paso los-incrementes
de i, mediante Ta cxpresion: ’

A = k(opg =y anterior - - ]2 his|

Asi, pues, después dc haber hallado un ay, sin
horrarle del totalizador de la maquina, le restamos
al a,, anterior, “subimos” (transportamos con la pu-
Janca de cubicaciones) Ta diferencia y la multiplicamos
por k, con lo que obtenemos:A jy, que sumaremos
al theye L . S ' :

Observemos que, por ser [1'] acumulativa, ab-
sorhe o elimina autométicamente -los “errores” que
pudicran cometerse durante el proceso iterativo, como
le ncurre al método de Kani: no ast al de Cross v
Kammiiller, en donde todo error repercute en la solt-
cién, Al emplear la exnresion [2’ bis], que ya no ¢s
acumulativa, en luear de la [2'1. que lo era, puede
dar lugar a pequefios errores, mero no nos importd.
pues de cuando cn cuando aplicaremos la expresion
[2/], con To que quedan las traslaciones totalmentc
corregidas. ' ,

Decimos que una miquina multinlicadora de tipo-
corriente calcula de una sola wes las expresinnes: en
cfecto, son aperaciones del tipo

+a'b=c.d+...

y, segtin sean los signos, habrd que girar la manivela
en un sentido o en el otro (nfimeros blancos o nime-
ros rojos en.el-contador de vueltas).

En los extremos articulados hay que ‘hallar tanm-
hién los momentos de empotramiento perfecto para
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calcular el correspondiente — Q..En los extremos cm-
potracdos perfectamente (rigidamente) también hay
que poner los momentos de empotramiento, pero solo
para calcular al final el correspondiente momento
hiperestatico; pero durante la iteracion no tenemos
por qué preocuparnos en absoluto de estos extremos.

En el caso de B = variable, [ = variable, se pre-
para el diagrama de la estructura con las constantes
cldsticas siguientes:

r (una por cada extremo de pilar).
— t* (una por cadi cxtremo de barra).
3 (una por cada extremo de pilar),

Iil resto es enteramente andlogo al caso anterior,
111
Ejemplo.

Constantes elasticas:

3 31
7’°u= "16” ac_"bd"T’
3 a3
=g e
gaoox‘g 675 m.kg
o / /\
T=2 v ]
E/zoaé_%,/” ,
E'l i§ 3am
3 /3.4004%,/’
H “[H,”l,,“ 1L b
E 3

, I 1}

- Figura 4.*

U(l [oe] . Ub=4!
Uc = Ud— 12,
Uy=U; =5

1 ! 1
e ¥ e et = 0,250
g LedT Ty hdeT o g '
U, Vo o 12 3
o Koo =g K=y = 008
1 1, 1 2
__2__ K, o= _? /‘dfd . E, _E; = 0,200,
1. 1, 1 3
PO [ T e e T3 0,
2 Ker 2 “re 2 5 0
300 ‘ie - /./£,’5m.,{g +37.
- ANJ
§ 675 m. A
. +
2 2 f/:fo v
$
' , .
6o0kg | -3.200 +3z2o0 '/
NE °
Q
-
/:'/'.fall
4 4
g
'
a
e -

Figura 5,°

! Y | :‘/ .
5 *oa = = 08T,

1 | : 1
. —_— ok —_ o — o
o g g T WK g = /”(‘U"— P

L

2 2 vy
= 0,03125,

| 1 18,

W 0

e M e WA = 0,075,
0 g 2 fa 2 5 !

i

Momentos de empotramiento:

_1%2400 X 16 = 3200 m. kg.

]-

- 200 X 3% == 150,

i 20X : _

_ 2000 XX _ _jios,
42 T :

2000 X 3 X 1

42
. 90xX3 ., 3
Tea = Mdb™= "5 X 4.

3003 ., 3
SRR w2 = 295,
3 a

= 4375,
= 675,

Nee = Naf = Nee = Nfad =

= i—?—-s— = -+ 168,75.

 1-32004675--225 _ 4100

= - 3416.
12 12 T
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€ -~o300 ! ~0,300 f
° . . )
N + 2400 + 9900 + /05,0 S
i + 2144 938.8 12214 /zddc 3 167.3 S
+ 10075 + /87.2 1136.4 1.237.4 1.245 4 +191/,0 +olors
+ /72,3 1.0/6.4 /2306 1.245.0 v 2019
+ /64,8 /.141.0 /,.2360 - | 2456 «207.3
_+ 1611 10866 12324 12454 #2100
+ /593 L2044 J.240.2  ).2456 +211,3
+ /58,6 /7462 12398 /.2458 +211.8
2 + /58,2 11936 /2424 [z45.6 +212.1 2
+ /58,0 1.163,8 1.24).0 12458 +2124
+ 1579 122356 12442 ~— +212,3
+ /58,0 1.195.4 1243.2 .
+ ¢.03)28 1.217.2 1.244.2 1003725
12022 - 12434 ™
(2 12316 /.245.0 ?
S 1.218.0 12444 S
| ~o0.280 1228 .8 /.245.0 ~0250'
c : Jd
(v
©
134/.6 + /.274.8 ~ 1916 °|'
+ 03185 T ¥440,5 1670.0 36684 - 2517 1003425
+499.4 /4300  3.665.2 - 280.8
¥+ 529.3 24716 3.6704 - 294.9
+544,0 2.707.2 3.672.0 =30/.7
25520 25908 36712 oS08, 1
4 + 5559 3.0852 J3.672.6 ~3053 4
*+557.5. 3204 .8 3.674.0 - Jos,8
*558.3 3./48.4 3.674.4 ~-J306./
+558,7 3.2674 3.6756 ~306,3
+556,8 3.3864 J676.0 -306.3
+558.9 34452 3.6764 ~306.3 +0l09375
3480 ‘ 8 +168.7%
3 3.533.2 'g.b +429.]
Trire 3.565.2 Ry 15527
S 3.55/¢6 +612.2
_J.608.4 +641.0
Tess 16552 _
3.5;;2; +661.2
3¢53.
e
3.c€3Z2 +666.1
+664.4
+666.5
I'igura 6,*
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g = 320046754225 _ 2300 _ _ o5
12 12
—_ 2
_g, = + 1125 5150—|—225 =_‘l ;00 = + 2400,
P 54615425 _ 525 _ 4 o0
5+
Deformaciones:
. . oy 3
El factor de proporcionalidaa vale WE
/ ~ '
+3185:E
______ ~4%39.5:
15402: F
+9991‘.9"£‘ IMigura 7.*

Momentos hiperestiticos

e -332 6mle 2489 f
of — o
] iy
+ o
|
A\
| N
g S
+ . |
~ 7655 ° 3,0387
¢ z d
Q Q‘
3 i
+ o
)
o
S A\
Dl *ls
'Z”"' Figura 8.*

Iisfuerzos cortantes (parte correspondiente a los
momentos hiperestaticos anteriores).

En el proceso iterativo se ha recorrido la estruc-
tura en el orden

e—c—d—b—ft—c—...

Las columnas centrales corresponden a los indices de
desplazamientos, en donde, cada vuelta a la estructu-

ra se ha separado con una raya y se han comprobadc -

522

Jooks - + 229,/ 4

+lass,s ~fssss  Z=-80¢

500 ) +566‘3

—|2s18 —lesge Z=-900

ligura 9.* ..,,,c,L_

los indices subxayados (hay dos rectificaciones en I
columna del piso inferior). Aunque parezcan largas
estas columnas, no son nada molestas en su con-
feccion,

Iispeculativamente, se ha hecho el ejemplo con una

_excesiva aproximacién, por lo que han sido precisas

once vueltas a la estructura, T.o mismo ocurriria con
cualquiera de los otros métodos corrientemente em-
pleados (Cross, Kani, Kammiiller, etc.). Tin todos ellox,
como ¢l que nos ocupa, a cada vuelta se consigue lu
misma aproximacion. Més adelante daremos normas
para aumentar la convergencia del proceso.

A partir de la sexta vuelta inclusive, se han reali-
zado las operaciones con mds decimales para conse-
guir gran a.pr0\1m'1c1on

En la. practica no es precisa tanta apr oximacion,
basta con mucha menos, y al final, el residuo de I
suma de momentos ‘alrededor de un nudo, con signn
contrario, se prorratea proporcionalmente a las res-

pectivas rigideces. Asi, si nos hubiésemos <etenido

después de la quinta vuelt'l y hacemos el prorratco
mencionado, obtenemos los> momentos siguientes ;

-a32 d¢ +1248 §
o .
m mp
7 Y
+
KY o
n V
9
3 N
=79 ,02
c 4 +3.02? J
)
: :
)
X
9
e Wy
& Figura 10,
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Vemos que la aproximacién es muy aceptable.

Por lo demés, la convergencia del proceso es la
misma, como ya hemos dicho, que la del método de
Cross, por ejemplo. En efecto, Cross empieza un fe-
parto o prorrateo del momento de sujecion

. .

I M
(m)

"
m= mn

entre las rigideces relativas:

-4 km n
oYk
(m

mn

listos momentos que aparecen en cada barra, dan
un angulo que vale:

<
S km n k - Mm
mTN g T T Ty X
~ *mn = “man
(m) (m)

Vemos, pues, que esta operacion coincide entera-
mente con la primera del método que nos ocupa..
Después Cross transmite al nudo adyacente #, el
momento : .
o
1 " My,
Ty tme TN g
- = Tn
(m)

(hos concretamos al. caso 5 = constante, [ == cons-
tte) que producird enn un giro que vale:

L
1 & oMy
Ty M TN kN kL,
(m) ma m) e o

lin nuestro método (caso intraslacional, pues esta-
mos comparandolo con el método de Cross que no
resuelve los casos-traslacionales con un solo proceso),
sc transmite,un dngulo que vale: ‘

'] L !

— k =) —e

) mn n Mm 0 mn
=, Nk BRRERY k Y k !

)’ mun (m) - man () am

-¢s decir, el mismo. Luego la convergencia es la mis-
.ma por cada vitelta. Pero- estas vueltas son mds sim-
 ples — transmisién tan sélo — en el método expuesto,
- en cambio en el de Cross comprende transmision y dis-
stribucidn, ST :

~ De todas las ‘maneras esta comparacién, con rela-
'cién a la convergencia de ambos métodos, es ficticia
— $6lo real en. los casos intraslacionales — ; basta re-
: solver cualquier caso traslacional para observar el gran
éﬂhorro de tiempo y trabajo. ‘ ‘

v
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Ventajas del método.

1.2 Ya hemos apuntado la de su sencillez, auto-
matismo y rapidez. Queda esto bien patente en la ma-
nera de operar con una miquina multiplicadora de
tipo corriente y que ya hemos explicado, Veiamos que
1o es necesario hacer ninguna operacién auxiliar in-
termedia, ni mentalmente, ni sobre el papel; la ma-
quina multiplicadora lo va haciendo todo sucesiva-
mente con fatiga mental minima, por no decir nula.

Aqui, ademds, no existen las distribuciones, sino
solo transmisiones (influencias), luego comparandole,
en caso intraslacional, con el método de Cross o el de
Kani, las columnas son la mitad de cortas.

24 Como el de Kammiiller, efectia solo una co-
lumna de valores por nudo, mientras los de Cross y
Kani tienen que efectuar una por cada extremo de
barra y con dos valores por vuelta (transmision y dis-
tribucién). :

3.4 Como el de Kani, evita efectuar las sumas fi-
nales de las columnas que se hacen en los de Cross:y
Kammiiller ; operaciéon molesta por parecer los valo-
res con signos -+ y —. Y esas sumas serdn erréneas
si algn sumando estd equivocado. :

44 Como el de Kani, elimina autométicamente los
“errores” (ponemos ‘‘errores” entre comillas, pues
en las aproximaciones sucesivas de una iteracidon no
tiene cabida esta palabra) que se puedan cometer en
la iteracién, eliminindose la gran fatiga que produce
el mantener la atencién para evitarlos, lo’cual no ocu-
rre en los métodos de Cross'y Kammiiller, Esto es
consecuencia de ser el método, acumulativo y no por
incrementos, es decir, el “altimo” valor obtenido es el
que nos interesa y no hay que hacer sumas de-co-
lummnas., . .. . - ‘

5.4 Una ventaja muy notable d¢ opiiat’ con giros
es la de si una vez efectuado el cileulo nos veinosipre-
cisados a cambiar o reajustar las caracteristicas de 4l-
gunas barras, comenzaremos de nuevo la iteracién,
pero partiendo de los dngulos ya obtenidos, es decir,
inmediatamente después de los valores — Q, pondré-

N

~mos -aquéllos, puesto que serdn’' muy " proximos a-1os

definitivos. o : o
62 Otra ventaja de operar con giros. es la'de po-

_der utilizar los teoremas de la reciprocidad o de ‘Max-

well y el Betti. Esto es de gran. utilidad en casos de

_cargas variables y para hallar, lineas de. influencia. -

72 Como- pequefia contrapartida, .COMO Operamos

-con.giros, al final, pero con gran facilidad, hay que -
Nallar los momentos en funcién de-aquéllos, pero te-

'

tiemos’ el problema elastico completamente . resuclto,

. . . .y N v : t
-pues nos encontramos también con los. valores de.los

giros y las traslaciones. " LRI
IR R R B .. (Comtlinuard.)
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