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APLICACION DE LOS MOMENTOS DE ORDEN SUPERIOR A LA

DETERMINACION DE LAS REACCIONES DE EMPOTRAMIENTO
DE VIGAS Y PLACAS

por MIGUEL-ANGEL HACAR BENITEZ

Ingeniero de Caminos

Refiriéndose a un trabajo suyo anterior, publicado el tnatestro quiinero de abril de 7958,
presenta. el autor la aplicacion de aquel estudio o wvarios casos practicos sobre el lemq rese-
fiado en el epigrafe.

T. ANTECEDENTES.

En un articulo del nimero de abril del afio 1958,
on esta misma RuvisTa, llegamos a establecer (fi-
gura 1Y), que las reacciones verticales I, y Ry y mo-
mentos M ;, My, de empotramiento de una viga vecta
de seccién uniforme sometida a qargas verticales ais-
ladas, como Py, Pa, Py ..., o continuas, como

p=p (¥), y pares de*momentos My, Az ..., pueden
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Fgura 1.b

obtenerse sin mas que igualar a cero la suma de los
momentos con respecto a cualquier punto del plano
de orden cero (o sea, suma algebraica de las fuerzas
vemcmles) uno (o momentos Ol'(l]]'l'lI‘lO.a/, dos (llama-
dos inerciales) y tres, de todas las fuerzas y momen-
tos exteriores ('lp]lC'ldOS y de reaccion). Justificiba-
mos que el momento de orden n de un par M es

igual a » veces el momento de orden 71-—-—1 de una-

fuerza ficticia M. Asi, ¢l momento de primer orden
de un par M es igual a dicho par M, que es como
Se tom’t ordinariamente en Estatica; el momento de
segundo orden de M es igual a dos veces el momento
x, siendo & la
distancia desde el .origen de momentos considerado
al punto de ]1 viga en que actiia M, etc.

2, VIGAS APOYADAS ¥ EMPOTRADAS,

De esta forma, la teoria de la viga hiperestética,
empotmdu en sus dos extremos, se asimilaha en cier-
to modo a la teoria de la viga isosttica, apoyada en
ellos, sin mas que (,omlmmf anulando la- suma de
los momentos de segundo y tercer orden de todas
lns fuerzas exteriores, Al tener e esta forma cuatro
ccuaciones de primer grado con cuatro incognitas, cl
problema. guedaba 1c5uclto

Si por Ig, Iy, I, Iy, designamos los momentos de
orden 0, 1, 2 y 3 de las {uerzas y momentos aplicados
con respecto al origen 0, que tomaremos por ahora
en el apoyo izquierdo, ya vimos que si gy ==l
(dimensiones de una fuerza; i =0, 1, 2y o) son los
momentos que llamamos reducidos, resulta que:

Ri ‘:‘.l‘o'—'sia“kgf”'f

d""‘3(vv'—‘~ r;,
My =1 (i) — 2 iy i) ;
My=1{iy— i),

(2 wclentemcnte iy = Iy = suma algebraica de todas
las cargas verticales aphmdas,)

La Gltima férmula es fécil de recordar y aplicar,
Nos indica que el momento de empotramiento en
extremo es igual a la diferencia de los momentos
reducidos de segundo y tercer orden de las cargas
(y momentos) aplicadas con respecto al otro ewxtre-
o, multiplicada por la luz /.

3, EyEmero,

Si tratamos de determinar el momento ‘de empo-
tramiento M, en.el apoyo derecho del, al parecer,
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complicado sistema de cargas de la figura 2.7, ten-
dremos que inmediatamente puede escribirset

1 1

M(,=:l(i2—iu)=—~l—lg—-—;;»13; [=15m,
A o 6

1._.»:_1 A2x—8x xﬂ.dx-kl dxt.dx A+
0 4 J '

+10 .
| -|~l (—i—x - 12) xdx 42,45, 12—2. 142 = 384 +
o 8
- 202,660 - 202 -}~ 108 — 392 == 219,000 L. m.2

. 4 R 6
/8=/ _1_2_:“_"3’_"__,\-:;(1,\'.}_[ axvdx -
0 4 J oy

~10
+/ (JOLx - 12) Wdx43. 45,128 — 2. 140 = 1024
J 8

41040+ 2457,6 4 1 944 — 5488 =561 m3

Tuego: ;
M =219,006 1 15 4561 225 = 14,37 t.m,
Lo expucsto creemos que constituye la forma

més rapida y sencilla de obtener los momentos de
empotramiento, No ‘tenemos que hacer apenas dis-

§=a—%(x-a)“ Lt/m.L. paiBSx=12
I‘. ( 3t/m.l.
Ad'v/k.?)m.t
J oo \J‘
%  L=tsm. ot Md

Tigura 2.

fincién entre momentos y fuerzas aplicadas, No te-
nemos que acudir (una ver justificadas las formulas)
ni a la hipotesis de Navier ni a los teoremas de Mohr
para deducir las reacciones (fuerzas y momentos).’

4. CARGAS SIMETRICAS Y ANTIMETRICAS EN VIGAS
EMPOTRADAS.

Vamos a aplicar ahora niiestras formulas o dos -

casos de cargas: ,
10 Cargas simétricas, -
v 2. Cargas antimétricas, . - ;
~"Ambas con respecto al centro de la viga,

- Traslademos al mismo el origen de ‘momeritos y -
designemos por jo, J1; Je 'y Ja, Jos momentos rédcidos

.de las fuerzas aplicadas con'relacion a €l
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oy queda:

- _CARGAS SIMETRICAS

i Rloseen

Mi o Md
Mi=-Md

" ' Figura 3}

Tintonces las reacciones vienen. expresadas por
otras férmulas que ya establecimos en el citado ar-
ticulo anterior, Nos fijaremos en Ja que nos da A/,
que ahora toma Ja forma: ‘ : .

M= —g—(JH-QJnf“ 4jp—8Jaky

que vamos a interpretar

1.2 Si las cargas son simébricas (fig. 3."), eviden-

temente § = f3=0p () =p (—x), y queda:

PR
My= g o4

Pero jo=Jy == P, cs la suma algehraica de tods

“las cargas aplicadas,"y Ja= " j» el momento de se-

gundo orden o inercial de todas las cargas con respecto
al centro que podemos llamar I. Ast nos queda:
PI . I

My= M= ===

que ya interpretamos en nuestro articulo anterior o

. , P ‘ .
t;l(]O.‘,.RC]}CU!T\(}S_:.—‘-—8--' es el momento quie ocasiond

rian las cargas si la suma de todas ellas styviesen

.

aplicadas en el centro de la viga; 5T ¢s el aliger-

miento, o disminucién- del- momento ocasionado par
estar repartidas a'lo largo de ella. :

20 Silas cargas son anbiinétricas {fig. 4.4) cs &
dente ques : T SN

Jo”:]:=0’ R ‘»

v.‘. y X I i : ) : . ".
LM, = 2/ —8Ja) .
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Pero J; i —l 11 €s: entonces el' momento de p1une1
orden de todas las cargas y vale 'Q.§, estando 'las
tQ aphmdas en los centros de, omvechd de'las 4reas

c‘AneAs ANnMéTklc:As

3

(x)--p(~X)

i

Y

M Qxcf

T Mt—Ma 3-Q

. - 1‘1gura 4"

Ramala S P |
rayadas 1@1)1'csc11tdt1v4a de ]as cargas que podemos
designar por M. Por otra, parte, 7y = L% f3 es el mo-
mento de tcrcer grado de - las cargas 1especto de 0.
Luego: ,

Mo,
M, = A =M
d™ 4 i

momento (del mismo Sentxdu en ambos. cxtlemos) que
M= Q-5 de todas las cargas (antimétricas) estuwvio-
seaplicado en el cmm o dela 'vua Por otra parte, »1/—1
o ¢ almcramlento o disminucién que en los momen-
tos de c111potla1mento se produce por estar las fuer-
s (que- componcn M repar fvdas por lq‘viga.

5 Disr RlBUCION ARB]’I‘R'\R rA DT‘ ‘CARGAS.

- ol se trata de una \'lg.l con. cargus cualesguiera
f’"‘/’( 1) tomando el origen. de las 4 en el centro de
A viga' como toda ley o distribucion de cargas, se

- uede clescomponer en. la suma de unp. mmetma y
M otra antimétrica (flgula 54, ya que:.

()+M +pu :()

P (x) =

es una 1dent1ddd

T ,hm'm‘do

)+M

‘ S(,\') o=

S(=x)

[snnelnca pues S (*c)

: Afx) =2 (x) ;‘P.b (— A)
L2

, [gullill]éi:iCﬂ‘, pu“e"s A (x)

L /UNIO 1o60

(ue wndcmos mtc1 pretdr Lonsmlemndo que -A£- es el

S¢ produciria en los. empotramientos si el momento

resulta :
' pm m+AU

Si 1nclxmmos por

R v o . |
P=/ I‘A‘xm] dxﬁgf S dx;
R oy : 0

) ] g : ! . ]
| T i dre [T T e T 1t dc
1= | Ip(x)».rdx-: IS(,\)x-dsz “S{x)x?dx;
— ‘ —_ 0
. ) ; 2

l {
L e ot T
M=/ ';p(x),,\'d.\'m A\\)‘fd,\m_Q‘/‘zA(x).xdx;
o — 0 ' }
[ {
S o "y
j3=/ ;pcwﬂdxﬁ/ (Acqwdxm2f A (x).xddy,
S R ‘ oL o Jo

2 7

con lo que reducimos los intervalos de integracién a
la mitad, resulta:

DESCOMPOSICIGN DE LA
CARGA TOTAL: EN UNA SIME
TRIGA ¥ EN UNA ANTIMETRICA

CARGA TOTAL

cessaies CARGA S, IETRICA
—=m= CARGA ANTIMETRICA

Tigura 5.°

0. VIGA APOYADA BN UN EXTREMO Y ENPOTRADA
EN OTRO.

Lin los tratados de Resistencia de Materiales se
deduce que una carga P distante b del apoyo y a del
empotmmlento ploduce en (.ste un momento que
vale (ho 6.%): : ‘

Mpfg%@qﬁ;aﬂr+my 

s
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Tomando @ =1!—10 y sustituyendo, resulta:

3
‘Md:“f" b — ..l_’__)
2 12

Generalizando, puara . una distribucion cmlqnwm
de cargas:

My B Ly, 11

Ta reaccion vertical en el apoyo izquierdo es:

P 3al~—a¥ P

Rym o o = e (3L (1 b):— (I — b)) .
Y oen el caso general:

Rl:::lo—-%ll' - —~2]—3l;—=iu—-~;—~1,—|—»-— iy (2]
Tvid cntebmente '

Podemos llegar a estas formulas igualando a cero
los momentos de orden 0, 1y 3 de 1'15 fuerzas apli-
cadas y reacciones com respecto al aj:(wo igqinerdo.

P

e L
QM ‘é———-—-{',x

Md

Figura 6

Ast obtenemos:
R; —I* Re "l“ 10 = .
L+ My — Ry =0
L+3My Lt — Ry Lt =

de donde se deduce:
, 3, 1
Ry =iy — by I "i“—z“ I3
(3i,— in);

(h —1y),

o]~ o]

que son los ‘mismos dados por [1], [2] ¥ [3], como
queriamos probqr ‘ S
CAla obtenmon dc I’-> y My se llega’también, como

446

era de esperar, considerando.otra viga con Jas cargas
dadas y las antimétricas, respecto el apoyo 17qmerdo
y de luz, L= 2l (fig. 7.9,

R2
M . le
2 7 S : ]
o
LV IR]
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l' L .
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2
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L=

Figura 7.0

Como en ella jy = jo = 0, resulta:
N/ 21,

Sm = 2=y

L 21 hEW T g
por To cual queda

My =M,= Jo S 200200 Ly,

4 L® 4 4R 2

como se (ueria demostrar,
Bl valor de Ra es inmediato conociendo Jos ante-
riores,

s, II.QESUME;'.

a) I‘n as vigas apoqrada.\ e sis dos extremas 0
isostaticas para h.lllar las dos 1cacc1onos Ry y kg,em
los apoyos, basta igualar a cero la suma de los no-
mentos de orden cero (suma alg 'ebrai(:d de las cargns)
y uno de Jas cargas y reacciones con respecto a 'ml/-
quier punto (esto es ob]eto de la lxstcltxca) Iis un
problema isostatico de dos ecuaciones de pr imer grado
con las dos incognitas R; y Ry,

D) En las vigas apoyadas en un extremo y cipo-
tradas en- el olro, para obtener las reaccicnes 0 v R
en.los apoyos y el mamento de cmpotmmlcnto Ra»
basta igualar a cero la-suma de los momentos de or

“den 0,1 y 3 de las cargas, reacciones y momentos ¢

teriores con respecto al apoyo simple. s un prohl un.
de los llamados de:un grado de hlpexestatmdad
resuelye con tres ecuduonee de ])1‘1111(21 grado con 1\1%
tres lncoofmtas

c). Tll las vigas mu/)o!v'adas ensus dos ealreios
las reacciones R R, ylos momentos de’ empommlcn—

Cto M; 'y M, se obtlenen ignalando a cero la suma de

los momentos de-orden’o,1, 2-y 3 de las cargas, 1i¢
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ciones y momentm exterlores respec*o a un p\.nto
2 grados de hiperes-
taticidad Y se resuelve por medio de ctiatro™ ecuacio- |
nes de )rlmer glado con las cmtro incdgnitas, R,, Rd, ‘

cualquiera, - Es tin problema de 2

(L’ls “caxgas pueden ser no solo fueuas vertm'l-

7 ‘\M' B o A
é ] $ 1.

-
—— M
a \B/

Figura 8§*

les, sino también pares de momento dado; sus mo-
mentos ‘se toman. en 1'1 forma que ya C\pusxmos)

S, DL"l‘FRMINA'R KL MOMENTO DE EMPOTRAMIENTO EN

8. WORDE EXTERIOR EN UNA PLACA CTRCULAR DE RADIO

(1 CON' SOBRECARGA UNIFORME p POR UNIDAD DE SUPER-
FICIE O CON UNA CARGA VERTICAL P BN SU.CT‘NTRO

IIn el prlmel mso, 'si lhmamo% Ry M a'la reac-
¢ién vertical y:al momento e el contorno, ambos por
unidad de longitud, resulta igualando a cero-la suma
de Jos'momentos de orden. O y 2 (pues los de orden

I'y 3 son idénticamente nulos por sunetrm) de ‘las -

tirgas y réacciones con respecto al centro de la placa,
nhtmemos (fig. 8“)

Roat, p—2zca R=0; e : [1]

a
f r-‘p(21crdr ~}~2 M a. 21:a~—°1u1.R at=0 . (2]
0

De estas ‘dos -cduac‘iones,il'i] y [2‘] se deduce que
las dos incognitas, Ry M; valen: -

R=_P_a_ .“[é]" : M:%’— o

BN o6 iy ok bov

Aunque tendria que- justificar més  debidamente '
el poder establecer dichas ecuaciones, es indudable que
constituye ‘un procedimiento mucho méis sencillo y -
facil de recordar que el expuesto en los tratados usua-
les de Resistencia de Materiales, en los. que se liega
a estas férmulas no tan rapidamente, sino después de
diferentes lnpotesm v Lonsmlemuones que ocupan
varias piginas,

De modo analogo, para una placa circular con la
carga P en su centro, se escribe inmediatamente ;

Momento de orden cero con respecto al centro,
o sea, anulacién dc 1(1 suma (al gebrxca) cle cargas ver-
ticales:

P—2%,a.R=0, ()

Los momentos de orden 1 y 3 son idénticamente

nulos. )
Los de segundo orden nos da:

2M.2xa*—2naR ., a*=0, A

P e
pop() 1 | T

=

a
P=/"2nrp(r)a’r.
Jo

e

Il
PR
- ]=\

I

S
‘ e ] -
M w(‘ )

.Tigura 0.
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Entre [1'] y [2] se deduce ;

R=—-| 13 M=
2xa 4r

4]

0. MOMENTO DE EMPOTRAMIENTO DE UNA PLACA CIKCU-
AR CON DISTRIBUCION DI CARGAS CON STMETRIA RA-
piaL (fig. 9.%).

Si esta distribucion es segiin la ley p =0 (1),
©Og r£a), oper'mdo como antes hemos hecho, r*btc
nemos las dos ecuaciones

(¢
fp(r)?wrdrmhaR:O; 1
. ,
a
2M.27ca+f pir). 1. 2ardr—2raR.a¥=0, [2"]
0

de las que se deduce:

R = .-,P_m (3" M=Ji.. — _J__, (4"
2ra : : 45 47t

en que;

. )
Pmlo=/ 25rp () dr,

es la suma de todas las cargas, y

jga[ p() 2mndr,
Jo

¢l momento de inercia polar ‘de las mismas con res-
pecto al centro, -

'

Comparando las férmulas [4'] y [4”1 se observa
(que en ésta, el momento M es el mismo que el pro-
(lucxdo como si toda la carga estuviese. concentrada

en el centro de la placa, disminuido en —[—, que re-
4T a

presenta el aligeraindento del momento ocasionado, por
estar exfendidas las cargas,

Sipor p= |/Js: P indicamos el radio de inercia
de las cargas con respecto al centro, resulta inmediu-
tamente que la distribucion de cargas p = p () es
cquivalente, o sea produce las mismas reacciones en
¢l empotramiento, que si toda la carga estuviese dis-
tribuida de manera uniforme sobre la circunferencia
de radio p, Tsto es analogo a lo que obtuvimos pars las
vigas, en la féormula [6] del articulo anterior citado,
del mes de abril de 1958, de esta REVISTA,

IEntonces

O
2

M= —_— S |lm]

P _Pe _| P )
4r 4rat 4w

o]
L)

De esta formula son casos particulares: T.a L],

haciendo p = constante = P , con lo que p? = a":2:
T a
M= wa‘.!p | a'.‘.)—- na:!
4% ( 2a° 8
“Tal :4’], haciendo p=10:
M = -—£~-- '
4n
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