CALCULO DE PRESAS-BOVEDA

Por MARIO COLL ALAS

Ingeniero de Caminos,

Se wfwra el antor a wn lrabajo, que jusga interesantistmo, publicado por el Sr. Haegelen en

la rewiste ‘Dravaux de diciembre de 1954, en el que desarrolle el cilenlo de presas-béveda

por el métoda de diferencias funitas, proponiéndose en el presente wrticulo unas modificacio-
nes de procedimienta, que desarrolle § aplica a un ejemplo,

En el céleulo de presas-boveda se recomienda
(drch dam vaeslzgatwn, tomo 111, pag. 7) estudiar
la distribucidn de la presién hidrostatica entre la mén-
sula central y los arcos horizontales,

La revista Travauy de diciembre de 1954, publi-
ca un interesantisimo trabajo del Sr. I-I'lcgelen, Tns-
pector General de “Ponts et Chaussées”, en el cual
desarrolla el calculo de presas-béveda por el métado
de diferencias finitas,

il calculo se realiza para determinar, a lo largo

FRigura 1.?

de la ménsula central, los valores del momento flec-
tor M y el esfuerzo cortante T° (fig, 1), supuesto
el embalse lleno. ,

Llamando Y, al desplazamiento radial de las cla-
ves de los arces, y U, la tangente del dngulo que
forma con la vertical:

b =17
' dx

Si F, es el desplazamiento radial, en clave, dei

o
Tn-r "T '*‘\n u-i-l'A‘\'—_f_ 1
n.n
Mn+1=M,,+T,, n+1‘A‘V;' .
" u +[ nn+1+288 T .(lriQ
= nn-}! R
n-1 ' zn 1 dx

yu-|—~l=yn+un.7l+1f Ax.
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arco correspondiente a la abscisa #, supuesto que esta
libre, bajo el efecto de una carga uniforme de 1 to-
nelada/m2, llamando ¥, al desplazamiento que co-
rresponde a la parte de carga hidrostatica que le co-

Y,
rresponde a embalse lleno, ésta serd —>-, Por tanto,
. FN
\/

X

li ménsula estd sometida a una carga & — -——, ya

. X
que la carga hidrostitica total vale & (Tn,/m.2),
IEn la ménsula central puede cstablecerse el siste-

ma - de ecuaciones [1| donde y=£EY; u=EU,;
f=E U, siendo /£ el madulo de clasticidad del hor-

migon:
dT v — .2
dx ' '
v 0
dx
du M 2,88[9, X — l—) + T—‘Z-Q-].
X I j f dx

Donde I es ¢l momento de inercia de la seecion de
la.ménsula y Q la inversa del 4rea de dicha seccion.
Como en el vértice Mo =0, T = (, puede resol-
verse el sistema por diferencias finitas manteniendo

como incognitas los valores de 4o, 19, de forma que

Y, 1, son siempre funciones lincales de 4o, 1. Al
llegar a los valores v, u;, del tramo inferior de
entronque con el terreno, las condiciones de empo-
tramiento de la ménsula hacen que estos valores sean
conocidos (generalmente y, = 0, u;, = ()), con lo que
quedan determinados yo, .

El sistema establecido es el siguiente:

(yn-f— -A»——u )Ax;

) ]Ax+2'88911,n+!(Tn+1_Tn);
w1
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Los subindices », # -+ 1 indican que debe tomarse
un valor intermedio . a los correspondieﬁtes any
w4 L

T.a tinica hipétesis admitida es la de que el re-
parto de la presion hidrostatica, entrc ménsulas y ar-
cos, sea constante a lo Jargo de cada arco, lo cual no
es totalmente cierto, pero la mayoria de los procedi-
mientos de caleulo corrientes dan leyes arhitrarias
como la de Guidi, que da distribucion parabdlica de
distinto grado, begun la altura del arco. Por el con-
trario, no, cbt'lblece ninguna hipétesis previa, en dicho
reparto, a lo largo de la ménsula central, y asi, este
reparto sale como consecuencia del caleulo, ya que el
valor de la parte absorbida por el arco en el punto a4

s ——,
X
lLas ventajas de este procedimiento son evidentes
-y tinicamente cahe sefialar Ja acumulacion de errores
inevitable al tomar incrementos finitos de & v valores
medios para las funciones M, T, v, #, {, en cacla tra-
mo, para obtener los del tramo siguiente,

Un procedimiento distinto, tomando como hase de

partida el sistema de ecuaciones [I], vuede condu-
cirnos a una solucion de tipo general obteniendo, de
forma aproximada, la ley de momentos flectores de
la ménsula central en funcion directa de la forma de
la cerrada cdonde csta encajada la presa, o mejor di-
cho, de.la curva de entronque de los arcos con el
terreno.

Despejando en la ]mmcm ceuacion del sistema [T
el valor de g y derivando dos veces, obtenemos:

y=s—= T

dry du 7 - , " e
L= = i = T 2 = Th) = /. T
y COmo: .
To= My Tow= Mg | Ta=MY,

I cenacion tercera de |T] pasa a ser:

I” " o —
Lt QSST(QM +-—-—[f(M —N\)]..o,
0 sea.,

M [ : i ‘ " + r"e
S 288 O M+ M (2880 + fa) 2 . M

FfMY —f x—2f=0.. iy

Ista ecunacidn diferencial lineal de. cuarto.orden,
con relacion a la variable dependiente 17 (a), quedara
definida si conocemos las funciones [ {x) v Q (x).
Esta dltima depende del proyectista, que dehe elegir

- los espesores en clave de los arcos, seglin crea opor-
tuno. Una vez definidos éstos, queda también fijuda
la funcién. f () de los desplazamientos en clave al
ser sometido el arco a una presién unitaria,
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"2l procedimiento apropiaclo a seguir serd obtencr
la ley de momentos flectores por desarrollo en serie
de Mac Laurin:

X2 X
M (x) = Mo+ M= o+ M ;, +M"'p—g~!-+...—1ik,l<.\->,

de esta forma, la aproximacién obtenida sera funcion
del resto R, (.L) y, en consecuencia, tan cr'mdg como
se desee, -

No obstante, parece lbgico buscar una soluuun
aproximada que tenga un cardcter general, y para
cllo habra que fijar un criterio para d(‘ﬁmr la fun-
cidén Q (&),

Es corriente partir de la formula de los tubos:
r:i’f-, donde t es el espesor del arco y p la presion
G

radial; y el radio y @ h tensién a que se somete el
anillo,

La curva de arranque de arcos estd dada por:
2= (X);

1

y=21(x)

“en los ejes de la figura 2.

Debe tenerse en cuenta que esta curva es la de
arrancue de arcos, o sea su union con ¢l recalee peri-
férico y adopta una forma geométrica que sigue, i

2

(X

lineas generales, la forma de¢ la cerrada deshués dc
realizar en ella las excavaciones necesarias para llegar
a la roca-sana, y las convenientes para obtener uni
simetria en 'unl)as laderas, ya que, aunque no sea obli-
gado, se tiende siempre a- que la presa tenga un plano
de simetria,

Ta formu]a que.nos da el espesor-adopta la forma:

{ = .£-—. = _P...(.)f.)_. ....P'_,g..\._)...
o G sen @

Como se trata de definir unos espesores ¢ que sir-
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van de punto de partida, suele adoptarse la hipdtesis
de que los arcos soportan la totalidad de la presion,
O sea, p = x. Se toma, ademds, una tensidn o haja (de
120 a 250 Thn,/m*), Las sucesivas aproximaciones
con variacion de espesores y acartelamiento ce arran-
ques, ast como la superposicién del efecto ménsula
¥ peso propio conducen al resultado apetecido,

[is evidente que las tensiones disminuyen al ha-
cerlo el radio, pero tal disminucién implica una des-
lavoraoble incidencia del arco en ! terreno, Se admi-
te que el angulo minimo que debe {ormar la tangente
en el extremo del arco con Ja linea de nivel dehe ser
de 30°% En estas condiciones cs logico considerar que

ol proyectista tenderd a conseguir dngulos p iguales -

‘0 mayores de 60°, siendo’ dificil que logre pasar de

los 70,

Para valorar la deformacién en clave de un arco
circular sometido a una presion de 1 Tn./m2, utili-
zaremos las formulas obtenidas por W. A, Perkins
enosu trabajo “Analysis of arch dams of variable
thickness”, publicaco en Proceedings, mayo 1952,

Para el caso de un arco de espesor conslante /,
radio » vy apertura angular 2.¢, Ia deiormacion ostd

-~ I,
dada por /"= —E-f', siendo;

‘ I 2
) (I — cos. @)(1 )l = sen . 0) 4+ 2,88 —E (4 4 sen )
f:..’..-... 12rt — 12r il
f £ sen. 2o | —cos.2¢ 1 sen 2 ‘
| S e I - 2 088 o — SENZ2Y
( 1 12 4 )( F 2 ) p 2 2\ 2

Las dos variables 7 y ¢ son funciones de adoptadas arbitrariamente por ¢l proyectista, y si éste sigue
los criterios anteriormente expucstos, procurando disminuir los radios, siempre que no se comprometan las in-

cidencias, procurard adoptar un valor medio P = 05°

La férmula [TTT] toma la forma:

siendo

Donde los valores de vy y ya estin dados por:

TR

SRR S [v)

(2 = sen . o) (1 — cos . )

—C0s .20

1

sen . 20
J 2

.« Senw
o v
¥

hisen . ©(3,83¢ —094sen .2 ) — (1 .005 . ¢) (3,88 ¢ 4- 1,88 sen o)

'I‘!=T1 JLINR. D viin. SR Yol

12{o —sen , @) (1 — cos . r,.a)’

lixpresiones que aparecen en la figura 3.

Una vez adoptado para g, en cada raso particular,
¢ correspondiente valor medio, quedard definida la
lancion vy ().

Si consideramos unitario el ancho de la ménsula,
S sceeién y momento de inercia quedan definidos en
funcion del espesot { clel arco,

1 13
Q= [=—,
t 12
Con las hipétesis adoptadas, llamando s al seno
del dngulo medio ¢, sus valores son:
3 a
0— .S E X

) I= p
Xy 120383

(s =seng).
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La ecuacion diferencial J11] toma la forma:

) 3
120", 88 M --[—2,88~(-1—- $.6 .M’) +
Xt dax \x,p
d* (VI
ey (M7 = x)] =0,
P e T = )
La curva © ('L () tiene una extraordinaria im-
y =2 ()

portancia en la bondad del proyecto y no debe pre-
sentar inflexiones o marcados cambios de curvatura.
El cilindro y = A (+) debe elegirse para jugar con los
desplomes de las ménsulas, consiguiends que el efec-
to del peso_propio sea favorahle v compense, en lo
posible, los momentos flectores que actfran sobre las
ménsulas, Descomponiendo los pesos propios en fuer-
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“zas que sigan la linea neutra de la ménsula y otra
horizontal, vemos que en la parte superior la com-
ponente horizontal del peso propio sigue la direccion
de la presion hidriulica, en tanto que en la parte
inferior es contraria a ella, Asi deherdn considerarse

At

5
74

73
” \
p

V/

7
b/ 5° 00 . 45° 70°

Figura 3.

sobrecargados los arcos superiores y aligerados los
inferiores. ' '
Ll cilindro 2 = p (#) interviene en la obtencién de
la ley de momentos flectores de la ménsula central,
Como esta ley la obtenemos por desarrolio en serie de
Mac Laurin, nos hasta conocer-el valor de la funcion
z=p(¥) y de sus tres primeras derivadas para
+=40, o sea, los cuatro primeros términos de su
propio desarrollo:

z=}n(x)=a+bx+cx2—}—dlx“'.
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Igual ocurre con la funcién y (#):
0]

. . : x
1) = s ==
X o]

x4
o8

in el vértice de la ménsula central sabemos que
My=0y T =M'"o=0. Ademis, si consideramos la
ecuacién diferencial,(V), vemos que, de ser distinto
de O el valor de M",, tomaria para 4 =0 la for-
ma indeterminada w — w , independientemente de la
funcién p (#), ya que en ésta p (0) = a ==0, por ser
a la semicuerda del arco de coronacion, Por tanta, la
ley de momentos tiene por desarrollo:

f X6
2w, X

! pooxt 2
M (x) = Mty 22ty :

N Y
31 7 M

IEntrando, con este desarrollo en la ccuacion dife-
rencial, tendremos:

G%,12,8% MWO MIVn M”Io.b -
e e i me— vy (———————— x v —f
[ o E

a’l

288.6.s [ M” MY, M'Lb o .
~|_ ! [ 0_{_"( 0__ n )x"l""'l'['

a 2

.G

f i " b
+ 2 l('{l co— Tc"g“) (M7= 1)+ 1 = M"Y -
1, ,.‘_l.éf_.M"o }-}« 6 l (T: de—1, %) (M"'y — 1) (Tl s~

0,3 , agc o
5 T'T'M\O‘f“'rx':;{‘M\lo ln‘"i‘m‘“

lista ccuacion hn de ser idénticamente nula pard
cualquier valor de #, Igualando a cero el término
independiente y el coeficiente de a, obtenemos los
valores de MY, y M¥en funcidén lineal de m7gy 0% B

MY, = f’-lA e (~,._.-2~ B LA P i 1,44—%) -
L g2 a at a- :

b J 1
N “'M“O”i“g('fl'%“ — Ta )]v

a

W M. ] 6D 6d b.at
A’]“o'=""—|:M O(TQ.._ﬂ_T‘____,*_G_SR - .i..
Tt (23} a a

b 3
+2,88. 5. — )+ MYy [y, — —
t-2,88.s, aa)+ o(T. praluh U 2

— 0,96 'S_)_ i L MY+ 6 (Tx L T2 "b—.")] Vi
a* a a ac?

Parece suficiente detener el desarrollo en la sext
potencia.
Para proseguir los cilculos, daremos a estas cci
ciones [VII] la forma simplificada:

MYy =y Mo+ By MY - 55
‘MVlo = qq M'”g +ﬁ0 Ml\'o _1_ 66‘! ‘
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,,[,__.6_. Tei— “;___c__gvs‘x, o —~ 144 2
no\ o a at - a®
b .
fi=— —
a
. 1 ¢ 1
b =TT .
T\ a a?
2 60 6d b b
"'ﬁ““""‘('(‘:““““:"'ix"‘""‘|“6 : ) -~
7 a st a
31.—-3’4“ '“__3___ fl"“c"“'s"”"g"""og()'“' — 24— §
‘" o2 a 2 at :
N 4
ou__-»!—i (.’1——(1———"" b o)—24-£)_?;,,
1 a. . at a

Por ahora solo son desconocidos los valores de
M,y My. Para determinarlos, es necesario tencr en
cuenta la% condiciones de ompotl cumeuto de la base
de la, ménsula.

Los dmp],tzanncntos son nulos para ¢l valor
=, siendo /i la altura de la presa, O sea, v, = 0,
Iy, = 0

[istas funciones estén deﬁmdas por:
y=rfx—-Mm)

g : /1]
T RIS 7ON SR
Por tanto, debe verificarse:
h—M' (h)=0;
1— M" (h)=0,
Sistema de ceuaciones que nos da los valores
III M
~ B [ lzd
1 — B 3| 6 4’ +B +$o
e h h2 I3
1—'55”—7—%—; - 8 ‘"l"ﬁc*,"
wo= L 21 31 1 21 31|
mo, o h e !
l'f"f'a3—!-r"s4!- 21 Ir*..3|'i vy
nt ns h h I
1 &g i . -
+(2[+“r3!» 1!+552'+563!
o Y/ I
"l-%j—"i‘“c';—ly 1 — T TR
h? n 12 h3
4@ g —; 1 — 83— — 8 —
e r“21""“3! YT
D ety g I
Py e 21 Ty T,
h h2 h
L . S
1’*“1 +( I" 1y+552!|(03!

quedando,asi totalmente definida la funcién [VI].
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Si se desea tener en cuenta las deformaciones del
terreno, en la base de la ménsula, hastard tomar los
valores y,, i, cuya obtencion, mediante coeficientes
de forma y coeficiente de Poisson, estin dados por
Abacos ya conocidos. :
La,ley do repartos de la pre

si6n hidrostatica es
sobre Ja ménsula: :

Pp (x) = My X L Lxi o B8 M"'o - Bs M"Yy - B

1 21 31 - '

314 G M A B Mo -0 (J ) ,-

' )

me

v sobre los arcos:

P,(x) = x — P (x)s (t/m?),

Las féormulas [VIII], divididas por £, nos dan
los desplazamientos radiales y angulaves,

En Ja coronaciéon de la ménsula central, estos
desplazamientos valen ; ‘

Vo= L2 a( — mmy),

ii

v g I s a L
Up = P b (1 — M) — = MY |
E 2
- N [
Quedando con esto definidos cuantos datos son
necesarios para comprobar ¢l comportamienta de la
ménsula central y de los arcos horizontales,

Errverno.

Una presa de 25 m. de altura Ul“'l]’l(ll en una
cerrada cuyo cilindro proyectante segim el eje ¥,

estd dado por los puntos (Ag. 4.M):

x=|"0 2 10 25
2= 2198 | 21,43 | 19,16 | 10,99

La ecuacidén 2 = p (&) es:

2= 121,98 — 0,2816. x - 0,004141 . x* — 0,000418. x5,

Por tanto:

a=2198;
¢ = 0,004141 ;

b= — 02816,
d = — 0,000418,

tomando como valor medin de la apertura angular:

w = 57° y para G: 125 t/m?,
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La ley de espesores de la ménsula central estd Con lo cual queda definida fa ley de momentos

dada por: : flectores de la ménsula central:
fe KB N M (x) = — 0,0142, X¥ - 0,00171 , x* +-0,000174 ., x5 —
csen.y . — 0,0000035 , x¥,
21,98 — 0,2816 x* 4 0,004141 x¥ — 0,000418 x!
104,83 ' Ia ley de esfuerzos cortantes:

T (x) = — 0,0426, 2 - 0,006 , x¥ - 0,00087 , x4 —
— 0,00002., X7,

X 0 2 10 25 - m

t | o | o041 18| 2063 m

y el reparto de la presion hidrostética entre ménsula
y arcos, correspondiendo a la ménsula una ley de
presiones dada por:
Py (X) = — 0,0852 X - 0,0200 . x* - 0,0035 , x¥ —
— 0,0001 x,

que aparece en Ja figura §*, Il haber considerado
empotramiento perfecto en la hase, hace que la orde-
nada y tangente en el punto B queden automatica-

0

Figura "

La funcidén y queda definida, para ¢ = 57°, por:
T = 2,2580; 12 = 8,4800,

Con estos datos obtenemos los siguientes valotes:

ag= —0,21588; B = 0,07687; A, = — 0,000023;

a“',: — 0,09{02 4 ﬁli = — 0,20020 | 66 = - 0,002480 ’

2m

Las condiciones de empotramiento en la hase
(h = 25 m.) nos dan los valores de M;)" y My,

Fignra 3.

My = — 0,0852; MWy =0,0412 . . :
0 ’ ’ o ! mente definidas por las ccuaciones de partida
y con éstos, los de My y My, que valen: S Pop () =115 Pl () = 1. Si se admitiesen desplaza-
‘ mientos, los arcos participarian tamhién, en la hase,
MY, = 0,0200; MY, = — 0,0025. del reparto de presiones.
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