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CALCULO DE PRESAS BOVEDAS MEDIANTE
EMPLEO DE ORDENADORES ELECTRONICOS

Por ALFONSO ALVAREZ MARTINEZ
y JOSE A. BAZTAN DE GRANDA

Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos.

Tin el presente trabajo sc da a conocer el procedimiento scguido para aplicar los ordenadores
clectrénicos al cileulo de presas bovedas ¥ sc vesciian los resultados obtenidos cn algunas

presas calenladas por este procedimicnto. Sc hace lambién una revision del estudio clistico
de bovedas. Por la extension del trabajo sc dizidird cn tres partes, publicindose a continua-
cton la primera.

PREAMBULO

n la Seccion de Estudios Hidrdulicos del De-
partamento de Construccion de AUXINIT, nos en-
frentamos desde hace algiin tiempo con el estudio de
diversas presas, varias de las cuales, de tipo boveda,
dadas las caracteristicas del terreno.

Ya que en el proyecto de una presa hoveda es
muy importante la parte de calculo para llegar a de-
ducir tensiones, pensamos desde el primer momento
en la conveniencia de preparar un programa, parda
poder realizar el calculo con auxilio de los ordenado-
res electronicos. '

Después de la correspondiente labor de adiestra-
miento con las caracteristicas de la mdquina tipo
UNTVAC de la casa Remington, llegamos, tras cerca
de dos afios de trabajo, a la confeccién de la serie
completa de instrucciones que deben suministrarse a
Ia calculadora, reflejadas en un voluminoso paquete
de fichas perforadas (programa segun el lenguaje
wilizado para ordenadores electrénicos). Inmediata-
mente le aplicamos a la presa de la Barca, boveda de
78 m. de altura, obteniendo resultados plenamente
satisfactorios y que coinciden totalmente con los de-
ducidos posteriormente por el I.aboratorio Central,
mediante ensayos en modelo eldstico.

Mas tarde hemos realizado el calculo de otras tres
presas, llegando a la conclusién de que el problema
de determinar esfuerzos, corrimientos y tensiones,
(ue antes requeria bastantes meses de trabajo a un
equipo experimentado, puede lograrse con nuestros
procedimientos en solamente unos dias.

Tl presente articulo tiene por objeto dar a cono-
cer el planteamiento matematico de que hemos par-
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tido, con una revision cuidadosa de las hipdtesis es-
tablecidas v el método que hemos seguido.

Todos estos trabajos se han realizado con la
colaboracion de D. Miguel Pérez Cabo ¥ D. José M.
San Miguel, ayudantes de Obras Pdblicas y alum-
nos de tercer curso de la Escuela de Ingenieros de
Caminos.

Notacién empleada.
T'riedro de reierencia fijo.

Priedro de referencia particular de cada dovela,

Fuerza de masa tangencial (sentido de x).

Fuerza de masa radial (sentido de a).

Fuerza de masa vertical (sentido de 2).

Fuerza normal (sentido &, seglin arco).

Fuerza normal (sentido 2, segin ménsula).

Tsfuerzo cortante (sentido 4, segin arco).

Esfuerzo cortante (sentido v, segun ménsula).

Esfuerzo tangencial (sentido =, segin arco).

Esfuerzo tangencial (sentido x, segiir ménsula).

Momento flector (sentido =, segiin arco).

Momento flector (sentido x, segtin ménsula).

Momento torsor ((sentido &, segun arco).

Momento torsor (sentido s, segiin ménsula).,

Angulo en plano horizontal.

Angulo en plano vertical.

Radio de curvatura en plano horizontal,

Radio de curvatura en plano vertical.

Altura de una dovela de ménsula.

Iongitud de una dovela de arco (medida segin la
directriz).
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Espesor de la boveda en el punto que se considere.

me Deformacion de la cara superior ( Segin eje .

Uym ¢ dela dovela de ménsula con res- ¢ Segin eje y.
zm{ pecto a la inferior. Segin eje =

Zorrimicentos totales del centro de ..

U"”‘g gravedad de una dovela de mén- ?Segl’n ce &
Uym * sula cuando se deforman todas | cht’m ce v
Uz”’( Ias inferioves. ' Sch m e 2

U gq S])uommcmn de la cara izquierda ’\chﬁn cje .
Uy, de la dovela de ménsula con res- - Segtn ¢je .
Uy ( pecto a la derecha. ’ Segin cje 2.
g’;: \ Corrimientos totales del centro de gzzuz ?‘Z ;
U, ) eravedad de una dovela de arco. Segtin e}e -
S, Scccion horizontal de una dovela de ménsula.

I, Momento de inercia de la seccidn Sp,.

S, Seccion vertical de una dovela de arco.

I, Momento de inercia de la seccion S,.

I, Momento de inercia ficticio de la seccion S,.

] Cocficiente de reparto de esfuerzos cortantes, cs

decir, ¢l que liga ¢l esfuerzo cortante media con
la deformacion media,

t Incremento de temperatura en ¢l parmmento de
aguas arriba.

t, Incremento de temperatura en el paramento de
aguas abujo.

K Coeficiente de dilatacion térmica.
d, Distancia del centro de gravedad de dovela de mén-

sula al centro de dicha dovela (situado sobre la
super ficic mediana).

d, Distancia de la fibra neutra del arco al centro de
In dovela.

“iro de la cara superior de la do- L
xm Segiin cje 4.

v vela de ménsula, con respecto a0

Wom ( 1 inferior. Sbcfznn cje 2.

i Suhindice que representa una dovela genérica,

Y, Suma desde o cimicnte hasta la dovela 2 consi-
derada,

¢; Angulo horizontal correspondiente i uni dovela de-

terminada 1.

Coordenadas genéricas del centro de una cara

g {izquicrda (arcos
Xe ) frontal)2AC ( . ) de dovela, respecto de
y {superior (ménsulas) ’

e .

los cjes fijos (X, Y).

X Coordenadas del centro de una dovela genéricn, res-
Y pecta de los ejes (X, ¥).
pr
Qxp [ Fstuerzos genéricos en una seccién del arco, de-
Typ bidos exclusivamente a las reacciones hiperes-
M,, taticas.
Dy,
274
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Q,

T, ¢ Reacciones hiperestiticas del-arco.

M,

D,

J Subindice que representa la seccidn en gue se hallw

esfuerzos.
INTRODUCCION

0.1. SUPERFICIE MEDTANA.

Llamaremos superficie mediana de la béveda l
superficie continua engendrada por las directrices o
fibhras medias de los arcos horizontales.

0.2. ILLEMENTO DIFERENCIAL DE BOVEDA.

Para analizar el comportamiento eldstico de la ho-
veda se considera una dovela o elemento comprendi-
da entre dos secciones horizontales a la distancia in-
finitesimal d /s y dos secciones verticales radiales sc-
paradas un ‘mwulo infinitesimal d « y los paramci-
tos de aguas arriba y aguas abajo de la presa.

Se define como clemento de superficie mediana,
la parte de dicha superficie comprendida dentro el
clemento de hoveda.

J2JES DE REFERENCTA.

Los ejes de referencia, forman un triedro tri-
rectangulo cuyo origen coincide con el centro de cle-
mento diferencial de superficie mediana.

Un eje es vertical. Otro es la interseccion del
plano tangente a la superficie mediana, en su punto
medio, con un plano-herizontal. Tl tercer eje es nor-
mal al plano definido por los otros dos (fig. 1.).

} fxaa 5

Dz ]

X
Dx-%: do

Daye %-\'dd

rz dy

Fig. 1.8 — Acciones referidas a la superficie media.

Il error cometido por referir el equilibrio al tric-
dro descrito, v no a otro que pasara por el centro
de gravedad de la dovela es despreciable.
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0.4. HIPOTESIS ADMITIDAS.

De acuerdo con Love (Elasticity, Nueva York,
i944) y con Lombardi (Les barrages cn vofite 1min-

ce, lausanne, 1953) se admiten las hipdtesis si- |

guientes
12 El comportamiento de la boveda es elastico.
23 Tl material es homogéneo e isotropo.
34 Las deformaciones son pequefias comparadas
com los espesores v con los radios de la béveda.

+* Los puntos situados en planos normales a la
superficie mediana siguen siendo coplanarios después
de la deformacién, y los nuevos planos son normales
a la superficie mediana deformada.

34 Las tensiones son funciones continuas y deri-
vables de las coordenadas del punto al cual corres-
ponden. Son también cont#iuas las derivadas primera
v sceunda de dichas tensiones.

6 Las deformaciones son funciones lineales de
los corrimientos v de sus derivadas primera y se-
cunda,

= 11 empuje hidrostitico se puede considerar
hien como fuerza de masa o bien como fuerza de
superficie. Jin uno y otro caso las resultantes de las
fuerzas elementales pasan por ¢l centro del elemento
de superficie mediana.

Hipitesis 7.4 — Empuje lidrostdlico.

De acuerdo con los estudios sobre subpresion ¥
percolacion de Harza, Leliawski, Laginha Serafim,
ctedtera, podemos establecer que sOlo una parte del
empuje hidrostatico actia realmente sobre el para-
mento, repartiéndose el resto, como fuerza de masa,
en ¢l interior del hormigon.

Aunque las modernas investigaciones se encami-
nan a ello, es todavia dificil precisar qué poreentaje
de la presién hidrostitica actiia como fuerza de su-
perficie v, por lo tanto, ué parte actia como fuerza
de masa.

\) Empuje hidrostdtico como fuersa de masa.

Si se considera una fibra radial horizontal de sec-
con d o1, podemos suponer que la presion hidrosti-
ticn varia linealmente desde el valor £ en el paramen-
W de aguas arriba, a cero en el paramento de aguas
abajo,

Cada particula clemental de longitud Ac de la
fibea considerada. sufre un empuje en sentido radial,
(e es:

Z.dA
e

Ae,

cmstante a lo largo de la fibra. Por consiguiente, la
resultante de empujes sobre estas particulas elemen-
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tales actuara sobre el punto medio de la fibra que
pertenece a la superficie mediana.

B) Empuje hidrostdiico como fucrza de superficic.

En el caso de considerar el empuje como fuerza
de superficie, si la inclinacién del paramento no es
muy grande y tampoco los espesores, puede conside-
rarse sin gran error que la resultante pasa por el
centro de la dovela.

Fuersas sismicas. — Cuya resultante tendrd unma
componente radial y otra tangencial, pasando tam-
hién por el centro de la dovela por tratarse de fuer-
za de inercia. También existe una componente ver-
tical, de menor magnitud. cuya importancia es pe-
(uefia frente a las otras dos componentes.

Dado que ¢] dngulo d @ es pequeiio, tomaremos:
Cosda=1
Senda==da.

Finalmente, se desprecian los términos infinitesi-

males de segundo orden.

Teniendo en cuenta todas las simplificaciones an-
teriores. las condiciones de equilibrio de un elemento
diferencial de hoveda son:

Iherzas:

N, eT
Eje XeTror.— X, A Qe — Zor,= 0.
2 5. ; 2e
Q. 3
Eje Y:Rr r,— ~-"~ry—Ner,— —Xr,=0
o ) da
. 3N, 5 T,
Fle L:Vr r,— - ry— =T, = 0
’ 3 a
Monientos .
_ am, 3 D,
Fie XiMpror, =Dy ro— o Ix =~ Iz~
g% ca

— Nor rysens QI T, cose=0.

3D 3D
. 2y xy
Fie Vi Myror.— Dyr,——/——7Ix——57 12 -
: <5 ca
b T re Tz — T,r,rycose= 0.
QMX 8D.'.'
Vie ZeMyrp rp— o = T Qu ry Iz
2u e

- Tyrerpsene =0,
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Carituro I.

EQUILIBRIO DE UN ELEMENTO DIFEREN-
CIAL DE BOVEDA

1.1. SIMPLIFICACIONES QUE SE ADMITEN.

Tratindose de un elemento de dimensiones sufi-
cientemente pequefias, puede considerarse que el cen-
tro de gravedad de la dovela estd en la superficie
mediana, y coincide con el centro geométrico de la
dovela, al cual referiremos las solicitaciones para es-
tablecer el equilibrio.

Sobre el elemento de boveda supuesto aislado de
los demas extistirdn:

a) Acciones transmitidas por los demds elemen-
tos de la boveda.

D) Fuerzas exteriores.

Como fuerzas cxteriores consideraremos:

Peso propio. — Segun  direccion vertical y con
resultante aplicada en ¢l haricentro que coincide con
el centro geométrico.

Empuje hidrostdtico.— Como vimos en las hipo-
tesis. se considera como fuerza de masa y como
fuerza de superficie, a lo largo de este estudio. Su
direccion es radial, con una componente vertical en
los casos de paramento inclinado. La resultante se
supone, también, aplicada en el centro de la dovela.

1.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA ELASTICO.

Hemos visto que las solicitaciones actuantes so-
bre un elemento de boveda han de satisfacer las seis
ccuaciones de equilibrio que se han obtenido.

Como el nimero e incognitas, que son las ac-
ciones transmitidas por los elementos contiguos, es
igual a doce, resulta un problema hiperestatico, inter-
no, v para resolverlo hemos de acudir a las relacio-
nes existentes entre esfuerzos y desplazamientos, te-
niendo en cuenta, ademdas, las condiciones de con-
torno.

Podria resolverse el problema deduciende una
ecuacion diferencial de cuarto orden, cuya variable
independiente es el desplazamiento radial, segin hace
B. Gilg, en su trabajo “Die Anwendung der Schalen-
statik auf die Berechnung von Bogenstaumauern’™
(Stockholm, 1660).

Esta ecuacién diferencial ha de aplicarse a todos
los puntos de la béveda, y deben satisfacerse ademas
las condiciones de contorno. I.a solucién general de
la ecuacién diferencial no ha sido hallada hasta aho-
ra, y solamente se ha integrado en casos particulares,
recurriendo a simplificaciones mas o menos discuti-
bles: tal es, por ejemplo, lo que hace Tolke en el
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caso de hovedas con angulo central de 360°, o Lom-
bardi si se trata de bovedas delgadas.

Sin embargo, siempre puede hacerse una integra-
cién aproximada por el método de incrementos fini-
tos, obteniendo un sistema algebraico de ecuaciones
lineales, que aunque sean en numero elevado, puede
resolverse facilmente con auxilio de los cerebros elec-
tronicos.

De este tipo de resoluciéon nos ocuparemos en otra
acasion. Ahora trataremos del estudio de la boveda
suponiéndola descompuesta en una malla de elemen-
tos horizontales y verticales (arcos y ménsulas).

Carituro II.
CALCULO MEDIANTE ARCOS Y MENSULAS
2.1. DESCOMPOSICION EN ARCOS Y MENSULAS.

Una dovela de hoveda puede considerarse for-
mando parte, bien de un arco o bien de una men-
sula.

Tas acciones sobre las caras horizontales serdn las
transmitidas a través de la ménsula de que formu
parte.

Las acciones sobre las caras verticales laterules
estardn transmitidas por el arco.

Las fuerzas exteriores se pueden counsiderar des-
dobladas en parejas de componentes, de tal modo «uc
de cada pareja, una componente, se equilibre con las
acciones transmitidas por el arco, y la otra, con I
transmitidas por la ménsula.

Segtin esto, Jas seis ecuaciones de equilibrio s
descdoblan en las doce” signientes:

Areos:
\
Torer, —- xrz-!,-erz—_—o,(
Sa
2Q
Ryryr,— N r,——2=r,=0. Fuerzas.
oa
STJc
Varx: — r,=0.
du
an \
MTarxrz'}'nyrz"' ™ r,=0.
Mporyr,—Dyr,—
anJ! Momentos.
- 3a rz+ Txrxrz=0-

x
My, ry rz—wrz-—erxrz--O.

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS




Ménsulas -
Tprel.— ’ r,=20
do
n
R_r.r, — 2. r.=0 7 Fuerzas
m'x'z x = ! s
3y
3N, - e
Vo Fefy = ——= Iy = 0.
X
M.,
z o
Mpprefpm——r,—N,r rysens -

; Momentos

3D,,
Mpm Ty 2= PR T, ryr,c083=0
u‘? N L
3D, o
E \ _
My ryr;— T T T,r, rpsene=0,

debiéndose ademds verificar que:

T, +T =T..

a m
R, +R, =R.
Vo, +Vp, =V.

Myo~+Mg =M.
Mpo+Mgp=Mg .
MV¢z+MVm=MV .

2.2, RESOLUCION DEL PROBLEMA ELASTICO.

~ Como ya se dijo en 1.2, el problema es hiperes-
tatico ¥ hay que acudir a las relaciones entre defor-
maciones y tensiones, teniendo en cuenta las condi-
ciones de contorno para poder conocer el estado elas-
tico de la hoveda.

Ils evidente que cada dovela debe sufrir los mis-
mos  desplazamientos considerada como formando
parte del sistema arcos o del sistema ménsulas, ya
que no se trata de dos sistemas independientes, sino
de un artificio de calculo.
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Por consiguiente, llamando Uyur Uyyr Uzes @
los corrimientos del centro de una dovela en sentido
de los ejes &, v, 5, cuando forma parte de un arco,
Usme Upme Uzm, @ los corrimientos de la misma
dovela formando parte de ménsula, v W pqo Wy,
0 eie Weme W yme I:If":m,_ a los giros que experi-
menta la dovela, debe verificarse para cada uno de
los elementos de la boveda:

UXH: U.rm'

Upe= Uym~ Cortimientos
U= Uz

Wya=Wen-

I"Y/ya = Wym- Giros.

‘WZ =Wzm

Pero ademas:
Uxa'=U(Nx' Nz' Txl Tz'Der:IMx!M.” nyszy)
Wxa = W(Nx, Nz ),

y.analogamente todas las demas.
IEn definitiva tenemos:
72 incognitas de esfuerzos internos.
- -6 incognitas de desplazamientos como arco.
6 incognitas de desplazamiento como ménsula.
6 incognitas de reparto de acciones externas en-

.. tre arcos ¥y ménsulas.

En total, 30 incigmitas.

'Y han de satisfacer las siguientes ecuaciones:
12 ecuaciones de equilibrio.
"6 ecuaciones de identidad de desplazamientos.
.12 ecuaciones de desplazamientos en funcion de
tensionés’ internas.

En total, 30 ecuaciones.

£l problema queda resuelto teéricamente de una
forma general sin mas que aplicar estas ecuaciones
a todos v cada uno de los puntos de la hoveda. Na-
turalmente esto es imposible, v en la practica hemos
de conformarnos con la solucién aproximada que se
obtenga aplicando las ecuaciones tinicamente a unos
cuantos elementos, elegidos con criterio adecuado.

(Continuard).
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