CALCULO DE PRESAS BOVEDAS MEDIANTE
EMPLEO DE ORDENADORES ELECTRONICOS

Por ALFONSO ALVAREZ MARTINEZ
y JOSE A. BAZTAN DE GRANDA

Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos.
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nicid en nuestro nimero de mavo iltimo, v que terminard en el préximo.

Carfruro IIL
CALCULO POR DOVELAS FINITAS
I. PLANTEAMIENTO GENERAL Y SIMPLIFICACIONES..

I'lanteado el problema tedricamente, y en toda su
extension, pasamos a la fase de calculo practico por
¢ sistema de arcos y ménsulas, del que se hablé en
el capitulo precedente

Como se dl]O en 2.2, se pretende expresar el equi-
libriv en un ntmero finito de puntos. Estos puntos
son los nudos de-vna malla-de arcos y ménsulas.
Pari que este equilibrio ‘parcial refleje lo més fiel-
meniz posible el trabajo real de la estructura, es pre-
tiso que el sistema de arcos y ménsulas se elija de
modu que queden representadas tanto las singulari-
dades de la Dhéveda como las discontinuidades del
cimiento,

Tanto los-arcos como las memulas se dividen en
i nimero finito de dovelas, que sustituyen en el
cileulo practico a los elementos diferenciales de ho-
veda, . -

Las dovelas se designan por 1 2...1 ..., empe-

zndo por la margen 17qmerda en arcos, v por la
toronacidn; en ménsulas.
. Sobre cada una de estas dovelas actuaran los es-
luerzos y las acciones exteriores indicadas en la figu-
n 22, estando estas wltimas aplicadas en el centro
del elemento de’ superficie mediana.

z\p'lrte de las. hlpotesxs ya resefiadas en 0.4, ad-
Mitiremos en lo que sigue las siguientes simplifica-
ciones:

L. Sevun se vid . en 1.1, las fuerzas exteriores a
con51derar .;actuando sobre el centro . de Ta dovela,
Son: peso. propio, . fuerzas sismicas y empuje hidrcs-
titico. Por:. conswulente y. salvo casos especiales en

J,ULIAQ.v‘.r_g.d_g.,;;.. Co B : )

que actlien fuerzas distintas dé las resefiadas, las
fuerzas exteriores no producirin momentos al refe-
rirlas al centro de la dovela.

2. Por existir continuidad de unas ménsulas a

Fig. 22 —Los sentidos positivos de las fuerzas exteriores

son los sentidos de los ejes. Asimismo, las fuerzas de reac-

cidén hiperestitica se consideran positivas en cicho sentido
de los ejes.

otras, y de unos arcos a otros, puede considerarse que
Dyy =D,y =

-3. Se desprecian los giros alrededor de ejes ra-
diales, en el estudio de.deformaciones.
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4. Para cada dovela se supone A« lo suﬁc1ente~
mente pequefio para que

cosdae=1,

sendag=3a.

En los apartadm sucesivos se van a obtener las
formulas que intervienen en el cdleulo, en el siguien-
te orden:

1. Expresién de los esfuerzos que actian sobre
cada dovela, en funcidn de las fuerzas exteriores.

2. Determinacién de deformaciones de dovelas,
tanto en ménsulas como .en arcos, en funcién de los
esfuerzos relativos a la dovela.

3. Determinacién de corrimientos totales en fun-
cion de las deformaciones de dovelas ya obtenidas.

4. Obtencién de reacciones hiperestaticas en arcos.

Iin definitiva se tienen todas las expresiones ne-
cesarias para pasar de acciones exteriores a corrimien-
tos totales de cualquier seccion, tanto de arcos como
de ménsulas.

3.2. DEFORMACION DE DOVELAS DE MENSULAS.
3.2.1. Consideraciones gencrales.
Entendemos por deformacién de una dovela de

ménsula los corrimientos y los giros segun los tres
ejes de la dovela, del centro de la cara superior, res-

Fig. 32 —Dovela de ménsula.

pecto de la cara inferior, debidos a los esfuerzos ac-
tuantes.

“En' cada dovela se determinan las deformaciones
uxm, Uyms Wsm: segiin'los tres ejes x, v, 5; y los dos
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giros Waem, Wems, alrededor de los ejes x, 5, de la cara
superior con respecto a la inferior.

Se consideran ménsulas de ancho umd'ld medido
sobre la superﬁcm mediana (fig. 3:%).

Segun Jas condiciones de contorno, 1'1 ménsula es-
tard 11])1‘(. en su extremo superior y elasticamente em-
potrada en el terreno por su extremo inferior. Por
consiguiente, en los desplazamientos de cada punto
de la ménsula influiran solamente las deformaciones
de las dovelas situadas por debajo del mismo.

Los sentidos positivos., tanto de deformaciones
como de giros, son los mismos que los elegidos para
fuerzas v momentos exteriores.

Se designan por S, la seccion horizontal de una
dovela de ménsula, v por §, la seccion vertical e
una dovela de arco.

Asimismo, [, repre;entq ‘el momento de inercia
de la seccion S,,; I,, el momento de inercia de la
seccion S,, y distinguimos por d, y d,, respegtw'l-
mente, las distancias del centro de gravedad de do-
vela de ménsula. al centro de la dovela y de la fibra
neutra del arco al centro de la dovela corresponchentc

Para determinar los desplazamientos de cada pun-
to es preciso conocer previamente la deformacmn que
sufre cada dovela elemental bajo las diversas accio-
nes que actan sobre ella. Se tienen en cuenta las so-
licitaciones siguientes:

a) Las fuer7a5 N.. T. Q. v momentosD,, I
transmitidos por la ménsula.

b) Las deformaciones que, segiin el médulu de
elasticidad transversal producen. 1as acciones transmi-
tidas por el arco que pasa por la dovela.

¢) Las deformaciones que, segin el médulv de
elasticidad transversal, produce el remrto de presion
hidrostatica. w

d) Las detormquones provocadas por una varil-
cion de temperatura, con distribucién-lineal desde un
incremento # en el paramento de aguas arriba a ot
{2 en el paramento de aguas abajo.

Se tienen en cuenta las hipdtesis siguientes:

1. Los esfuerzos considerados en’ ‘el caleulo. por
unidad de superficie, se suponen distribnidos uniior-
memente en la cara de la dovela correspondiente. 1.4
distribucién real no es. uniforme. Sin embargo. ¢
toman .unos esfuerzos de caleulo, tales que prodw\dll
la misma deformacion total que los realmente cxis
tentes

2 Los esfiierzds de arco se consideran constan-
tes, chdo que la altura de la dovela es pequefia.

3.* Las deformaciones transversales son propor-
c1omles a las corre:pondlentes deformacmne: langt-
tudinales d1rectas

4.2 La presién hidrostatica acttia en sent1do nor-
mal al plano tangente al paramento de aguas arribd
en el centro de la cara de la dovela. -

'Hay que tener en cuenta’ que los momentos U
M. producen un corrimiento segn el eje v de la car
superior de la dovela respecto de 1 inferior, debido

s S
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a la curvatura que adquiere el eje de la dovela en su
flexién, tal como se puede observar en la figura 4.%

‘E1 momento de inercia de torsién se refiere al ejc
normal a la diniensién menor de la pieza. En nuestro
caso, pues, sera ¢. PP =e.
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Figura 4.

El coeficiente 5 que aparece en las forniulas es el
d.e reparto de esfuerzos cortantes; es decir, liga el
cizallamiento medio con la deformacién media cuando
las tensiones cortantes varian, anulandose en ciertas
partes de contorno'de la seccion.

3.2.2. Deformaciones.

l.as deformaciones seran:

_ 2049, T,e

xm = L H
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~ Como la seccién es trapecial, el drea, momento de
nercia v distancias ‘caracteristicas seran:
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3.3. DEFORMACION DE DOVELAS DE ARCOS.
3.3.1. Consideraciones generales.
Son los desplazamientos y giros de una cara res-

pecto de la opuesta que se considera perfectamente
empotrada (fig. 3.%).

!

IFig. 5.0 — Dovela de arcu.

Se tienen en cuenta:

«; Las fuerzas Ny, Q, Tx y 123 momentos M,
D, del arco medidos por unidad de superficie me-
diana. i

v) La fuerza N. ¥ momento M ,, medidos por
unidad de superticie, que transmite transversalmente
la ménsula que, pasa por la dovela considerada.

¢y Las deformaciones producidas por el reparto
de la presién hidrostatica. '

d) Las deformaciones provocadas por una varia-
cién de temperatura con distribucién lineal desde un
incremento £, en el paramento de aguas arriba a otro
t» en el paramento de aguas abajo. - .

- La distribucién lineal de temperatura significa. una
variacion lineal en los incrementos de la misma, a los
cuales son.proporcionales las deformaciories. ‘en las
distintas fibras. . : SUR

" En consecuencia, las secciones planas seguiran
siendo planas después de la deformacién. En las do-
velas de ménsula estas secciones se conservaran para-

.
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lelas a si mismas, vy en las dovelas de arcos sufriran
un giro, debido a la distinta longitud de las fibras.

Siendo s3 ¥ s» las longitudes de las fibras extre-
mas, #; y f» los incrementos de temperatura corres-
rondientes y s la longitud de la fibra media, se ten-
drd que el aumento de longitud debido a tempera-
tura es:

£ Sy — s S,
khs t_s_’
s

o bien:

K(t,(l+ ze )—-tg(l— 2e ))=K((tl—f._.)+
'.fx rx

+ (A 1) )

Tx

Se suponen arcos de espesor vertical unidad.

El planteamiento general de calculo es semejante
al caso de ménsula. La tinica diferencia estriba en que,
a causa de que la dovela se corta radialmente, influ-
ye en la deduccién de tensiones y deformaciones la
diferencia de longitudes de las fibras a distintas al-
turas,

3-3-2. Deformacion de secciones radiales en plesa
curva.

Resolveremos el problema, en lo que aqui nos in-
teresa, siguiendo el procedimiento de Timoschenko
en su obra Teoria de las Estructuras.

Todo giro debido a tensiones de flexién tiene la
forma:

ML
EK

siendo M el momento de flexién, E el médulo de
elasticidad del material, ! una longitud y K un coefi-
ciente funcién de las caracteristicas geométricas de
la seccidén considerada. _ :

En el caso de pieza recta este coeficiente es el
momento de inercia.

En el 'caso de pieza curva, su expresién es distin-
ta, siendo la pieza recta un caso particular cuando el
radio de curvatura es infinito. Por extensién lo de-
nominaremos momento de inercia ficticio.

- Supéngase una solicitacién en la dovela de arco
que sea un momento flector puro. ,
Esta solicitacién equivale a un par de fuerzas

M ‘ -

= — [1], tales que su momento intrinseco sea M.
r, . .
5

Una de ellas normal a la seccién en su centro de gra-
vedad, y la otra pasando por el centro de curvatura.

Estudiamos: el efecto de cada una en particular
para superponer los.giros parciales y obtener el giro
definitivo de la seccidn. ' - '

-
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A) Fuerza normal o la seccién de arco.

Esta fuerza da lugar a una distribucién uniforme
de tensiones que producen un giro alrededor del cen-
tro de curvatura, debido a la distinta longitud de las
fibras de la dovela (fig. 6.4, a).

Tx

Figura 6.2, a.

El giro sufrido por la seccidn sera:

s bien, seghin [1] Ms
0.bien, seglin : —
r.ek SR FeE
X

giro =

B) Fuersa cn cl centro de curvalura.

En virtud del teorema de reciprocidad, una fuer-
za en el centro de curvatura da lugar a un giro alre-
dedor del centro de gravedad de la seccién. La dis-
tribucién de tensiones que resulta no es lineal, sino
hiperbélica (fig. 6.2, b).

Figura 6.4, 0.
En este caso el giro vale:

—e2 1 =Y
N L r‘X’.‘

ter
ﬂdondel’ =f ——y——dy.
Er ; ‘
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Es decir:

1 £

. , 2r,
I'=—er, + rylog, ———.

) 1 — _e_

2r

C) Momento flector aplicado al centro de gravedad.

Este caso es la superposicién e los dos anterio-
res (fig. 6.8, ). ‘

eje pl . .
[t
28y i '
ir0 [Rbgiro total )y,
I

~
~

T

-

Figura 6.2, c.

El giro total sera:

Ms | Ms
T ET
reE . El

Para que esta expresion tome la forma general
de que ya hemos hablado:

Ms
. !
El;

en la cual el momento de inercia ficticio es I, ha de
verificarse :

1
Ip=s e

! (2]
e

**,— -r-

] x

Por otra parte, vemos que el eje neutro no coinci-

ge con el eje baricéntrico. La distancia d,, entre am-
05 es:

e
dn=rx - e
1+
2r,
log, ,
.
2r,
¥ por tanto: '
. ert, d,
- Ty —d,.

JULTO ro6s

Luego la expresion [2] serd:
If =er, dn '
v el giro sera:
Ms _ Ms

UH‘O = ——

Elf Eerxdn.

w

“=€.

3

~
[

|

a=

I

(]

Los valores s, ¥ 5, de las longitudes de la linea
neutra de la dovela y de la linea b'lrxcentrlca de las
ménsulas cruzadas seran:

3.3.3. Deformaciones.

Una vez estudiados los giros en pieza curva, pa-
samos a determinar los valores de las deformaciones
definitivas en dovelas.

La deduccién de dichas deformaciones es inme-
diata a partir de la teoria desarrollada:

U e S __N"e___.M"ed + 15 Noe
e E S " E\S,

a m
M, e .S [vo
_..—S-—dg)-r—;(——-——-—{—]{(fl—v—ta)
m -
291 4+v)sQ.e¢ st M,e
uya=_‘ —tmm —
ES, 2E ¢
M (4 X

- 2% LKt — )
e == K )

_204n (Txe

u,, ==
2a E S,
6(1l+v)sD,e
K
—sM_ e vs,M, e
e L R -3
E[f Erl, e E

LKt —t) + K (1)

e )
2r,

Conocidas las ‘deformaciones producidas en las
distintas dovelas, pasamos a determinar- los cornmlen-
tos.en una seccién cualquiera.

3.4. CORRIMIENTOS TOTALES.
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Los corrimientos en las secciones de ménsulas,
son debidos a las deformaciones parciales de todas y
cada una de las dovelas que se encuentran por debajo
de la seccion considerada.

En los arcos, el caso es distinto, por tratarse de
una estructura hiperestatica. Las fases de calculo son
las siguientes:

a) Suponer el arco libre en su extremo izquierdo,
sometido al sistema de fuerzas exteriores.

Tanto las deformaciones, como corrimientos Y es-
fuerzos, relativos a esta fase, los denominamos isos-
taticos. Su obtencién es semejante al caso de mén-
sulas.

) Suponer el arco libre en su extremo 1zquierdo,
y sometido al sistema de fuerzas y momentos en la
seccidn libre, tales que anulen los corrimientos isos-
taticos. Estas solicitaciones las denominaremos hiper-
estdticas, por coincidir con las reacciones de empo-
tramiento izquierdo. Asimismo denominaremos hi-
jrerestaticos los esfuerzos y corrimientos debidos a
estas solicitaciones.

c) Superponer los dos casos anteriores, tanto en
deformaciones como en esfuerzos, con lo que se tiene
la situacion real de la estructura.

-

3-4.1. Corrimicntos de sccciones de arcos.

A) Ljes de referencia. — Los corrimientos totales
de una seccién determinada, son la suma vectorial de
los corrimientos parciales debidos a las deformacio-
nes propias de cada dovela.

Estas deformaciones estin referidas a unos ejes,
fijos para cada dovela. pero distintos entre si. Es pre-
ciso determinar sus proyecciones sobre un triedro
fijo, que sea el mismo para las diferentes dovelas.

Tedricamente. el triedro fijo puede ser cualquiera,
siempre que sea fijo respecto a la ladera. Sin embar-
go, se han deducido las férmulas suponiendo un eje
Z vertical, otro eje X, tangente a la directriz del arco
de coronacién. y un tercer eje ¥ normal a los dos
anteriores.

El origen puede ser un punto cualquiera de la di-
rectriz del arco de coronacién. En el caso de boveda
simétrica se debe tomar para mayor comodidad, como
origen, el centro de la directriz del arco de corona-
cién.

Obtenidas las componentes de las distintas defor-
maciones de una dovela, segfin estos ejes, volvemos
a proyectarlos segtin los propios de la seccién, cuyo
corrimiento total, se halla.

Hay que tener en cuenta que las flexiones produ-
cen también corrimientos horizontales, vy que las tor-
siones originan corrimientos verticales.

B) Corrimientos. — Designamos por Uses Uny,
U, los corrimientos totales de una seccién cualquie-

Ta, Segun sus ejes &, v, 2, ¥ Waq Wa, los giros

totales de dicha seccién alrededor de sus ejes &, o,
La = engloba todas las dovelas, desde la seccién
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de empotramiento, hasta la seccidn cuyos corrimien-
tos se estan hallando. El subindice # se refiere a la
seccion en que se estd hallando el corrimiento. La 4
representa una seccién genérica, .

Los desplazamientos y giros totales seran:

|

Uyg=c0s 0, X (U gcosa—uy sena+w,, Y,); +
. 1
+senan2(uxasena—{-ayaCOSa—wzaXe)i -+

T (X sena— Y, cosa), ¥ (w,,); .

Uy o= —sen % L (Uyq COSa— Uy sena+w,, V), +

T cos a, X (Uggsena+ u,,c08 a — W, , X,); +

F (X cosa+ Y, sena), B (w,,); -
Upa=E(Uyq—WxgSen a (X, , — X)+Wy , cOSa (Yen =Y.
Wea =X (Wy0)i 5
Wyq=C05a, X (Wy,C08a) +sena, S (w,,sena); .

U

X

Uy

U.

z

3.4.2. Corrimicntos de secciones de ménsulas.

El procedimiento a seguir es anilogo al caso de
arcos.

Designamos por Uzm, Uym, Uszp los corrimien-
tos totales de una seccidn cualquiera, seglin los ejes
2,y 5y Wam Wep los giros totales de dicha scc-
cién alrededor de los ejes x, £, de su dovela corres-
pondiente,

Igualmente, hemos de recordar que los giros de
una dovela cualquiera dan lugar a corrimientos lo-
rizontales v verticales, en las dovelas posteriores a
ella. .

La X engloba, como en el caso de arcos, todas las
dovelas comprendidas entre el empotramiento v la
seccién considerada n.

Los corrimientos totales seran:

1
e Wom — ch:mscnu)( T

m=¢0sa, X (4, pcosa—u, sena—VY, w
N !

+sen o, B (U SN a Uy, COS @ — X Wy g + Zp Wy g €OS @) T
+ (X sena — Y, cos a), B(W, )i +2Z, , €08 @, T (W 5en8)i ~

© .
— Zpsena, T (W, COS a); .

m=—8ena, ¥ (U, pcos a — U psena+ Y, wy,, —

cosa—

o . N
— Z, WymSen a); + cosa, T (U, sen e,

— Xe Wyt Z, Wy py €05 @); + (X, cOs &+
+ Y, sen a), & Wem)i — Zepsene, 5 (wxmsen a); =
—Z,pc08a, ¥\ (W, ,, COS @1); . ‘

m=% (uzm-{-(Xe‘sen e— Y, cosa) W, ); —

—X,n 2 (Wxymsena), +Y,, 8 (Wxmcosa); -
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3.5. ESFUERZOS EN LAS. MENSULAS.

Se trata de determinar los esfuerzos que actiian
en una seccién cualquiera de una ménsula, en fun-
cén de las acciones ‘exteriores.

En el calculo de deformaciones de una dovela se
tuvieron en cuenta Gnicamente los esfuerzos sobre
la cara superior, que son, tratindose de una ménsula
cuyo extremo superior estd libre, la suma de todas
las acciones que actGin sobre las dovelas situadas por
encima de la considerada.

Este calculo de deformaciones seria exacto en el
caso de que sobre la dovela en cuestion no actuasen
fuerzas exteriores. Si como ordinariamente ocurre,
acttan fuerzas exteriores sobre la dovela, habrd que

J

sumar a las férmulas de los parrafos 3.2 y 3.3 las
deformaciones que en el interior de la dovela produ-
cen las acciones exteriores que actiien sobre cada sec-
cién horizontal de ella, y que son’ variables en fun-
cién de Z.

Se prefiere, sin embargo, utilizar por ser mas sen-
cillas las formulas Clt'ld’lb de los parrafos 3.2 y 3.3,
pero introduciendo en ellas unos esfuerzos que pro-
duzcan las mismas deformaciones totales que las su-
mas de las que originan los esfuerzos en la cara su-
perior, mas las acciones en el interior de la doveld.
Las fuerzas exteriores que intervienen en el calculo
son fuerzas por unidad de volumen, asi como los es-
fuerzos son por unidad de area.

Ias expresiones de los esfuerzos seran:

Jj j 1
7'_,,,,=senaj Y (h(Rcosa—+ Tsena));—cosa; & (hj(Rsena — T cos a)); — -5 (Th)j.
1 : 1

J J
Q.p=seng; ? (7 (R sen @ — T cos a));+- cos ; S (h(Rcos a + Tsena)) ~—---(Rh)

J
. 1
N.n= S (VE); — — (Vh);.
1 2

o
i
14

1
— Tcos a)); — —9-(/1 (Td,+M));-

j .
M.m=(Z sen a); X (A (R sena—Tcos a));+ (h(—-———-—
1

Jj
' (B (M, +-(Xcosa+Ysena) R+(Xsena—Ycosa) T)); —
1

i)

,c._.(h(Rcosa-{-Tsena)) e U (h(Rsena—
1

J ,
(X sena— Y cos a) (Vh), —seno; \“ (h (Z(Rsena— Tcos a)+ X V—Mpsen a)); —c0s g; T (h(Z(Rcos o+
1 1

+Tsena)—YV—Mp cow)),- .

La j representa la seccion en que se calculan los
esfuerzos.

Prescindiendo cle estos términos 7 tendremos los
esfuerzos en la cara inferior de la doveld.

Todos los esfuerzos se refieren al centro de gra-
vedad de la seccidn.

J j
Ny o= —sen a; 3 ((Rcosa+ Tsena)s); - cose; ©
-1 . . 1
. J j
Que=—sen a; Y ((Rsena —T cos a)s); — cOS @; p
1 1
J 1
T'xa == E (Vs)i—}-———(Vs)j.
J

M‘xa =—3 ((Xcos«z-;—Ysen a)R+(Xsen a—Ycosa) T+M,) s);+ X; &

T
—R Td M.
~— T cos a) s),-—(s (—?’—g—-———éﬂ———z—"—)) .
» i

3.6. ESFUERZOS EN LOS ARCOS.

Llamando ¢ a una dovela genérica, y j a la do-
vela que se estudia, los e:fuerzos isostéticos, debidos
a las fuerzas exteriores, sin incluir ]as reacc10nes hi-
perestaticas de arco, son:

(R sena—T cos 2) s); + %(Ts)j N

((R cos a 4+ Tsena) s); + Rs)

(s (R cos e+ T'sen a); -{-YJ }} ((Rsena —

Dye=(Xsena—Ycos a)‘- (Vs); — — (MT s); —sena; & ((X V—Mqgsena)s); +cosz; X \" ((YV—i-MT cos a) s)‘ .
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3.7. DETERMINACION DE REACCIONES HIPERESTATLICAS
EN LOS ARCOS.

Los arcos estan empotrados en ambas laderas. Por
lo tanto, el problema de determinar las reacciones de
empotramiento, y en consecuencia, los esfuerzos de
las distintas secciones, es hiperestatico. Para resol-
verlo, hemos de hacer intervenir las deformaciones
del arco.

El método de calculo, que empleamos para resol-
ver este problema, es el siguiente:

1.° Suponer el arco libre en su empotramiento de
la margen izquierda, con lo que se tiene una estruc-
tura 1sostat1ca cuyo cdlculo es semejante al caso de
ménsula.

Las fuerzas exteriores producirdn en esta estruc-
tura unos esfuerzos isostaticos; y en el extremo libre,
unos corrimientos y giros. Tanto los corrimientos
como Jos giros, ¥ los esfuer/os han sido c11cu]ado>
en Jos apartados anteriores.

2. Llevar la seccion de corte a su posicién real,
mediante la introduccién de unas fuerzas hiperestati-
cas en dicha seccién, que anulen los corrimientos y
giros anteriores.

El estado final del arco, tanto en esfuerzos de las
distintas secciones como en deformaciones, serd la
superposicion de los dos estados parciales: el debido

a los esfuerzos hiperestticos en el extremo, y el ya’

determinado, considerando el extremo libre.

Es evidente que las reacciones hiperestaticas del
arco coinciden con los esfuerzos introducidos, que
anulan los desplazamientos del extremo izquierdo.

Las fases que se van a seguir en la ordenacién de
célculos, son las siguientes:

a) I:\presmn ncnenl de esfuerzos de cualqmer
seccién debidos a las reacciones hiperestaticas intro-
ducidas.

b) Desplazamientos totales del extremo izquierdo
debldos al sistema de esfuerzos hiperestaticos apli-
cados.

¢) Igualacién de dichos desplazamientos a los Ila-
mados isostaticos, obtenidos anteriormente, cuando se
suponia libertad de movimiento del extremo izquierdo.

'1) Expresién de esfuerzos. — Designamos a las
reacciones hiperestaticas por N, Q,, Tp, My, Dp.

Los esfuerzos hiperestaticos (debidos tinica y e.\-
clusivamente a las reacciones hlpereqtatmas) llevan
también subindice p.

Asi, pues, tenemos en cada dovela:

Nx—-N'x=pr=—Np cos(a, — )+ Q,sen (a, —a).
Qe — Qx=Qup=—N,sen(a, —a)—Q, cos (a, — «).
Tym T =T,,=—T, :

M —M =M, ,=—M,+(Y,— Y, )(N,cosa

p —

;—'ste11ap)—(X ~X.)(Npsena, +Q,cosa,).
D, —D, =D ——D cos(a—ap)—
Xe‘)sena.

- T (Y - Y )cosa+T (X
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Con estos esfuerzos determinados, pasamos a la
segunda fase, o sea a la determinacién de corrimien-
tos debidos a estos esfuerzos hiperestaticos.

b) Desplazamientos totales del extremo izquierdo.
Las deformaciones de dovelas de arco, debidas a las
hiperestaticas introducidas, las denominamos: U ps
Uyps Yep, Wep, Wap, ¥ vienen dadas por las:mismas
ecuaciones obtenidas anteriormente, sin mas que sus-
tituir Ny, Ty, Qu, My, D, por:

»
Nep, Txp, Qup, Mxp, Dy

v haciendo:

Asimismo :
63=0f{=£=0.

Asi, pues, queda:

N, M
tyy =S ___EL____i{’_dn)e,
_ 27](1 —}-V)SQXPC' s2 Mxp e
p.—- - !
’ ES, 2E I
g =204 (Tep
=P E S,
- 6(14)sD,,
w = —_————
P Ee
sM .
sz=_____xp e. .
El

Conocidas las ¢eformaciones de la cara izquivrda
de la dovela con respecto a la cara derecha, pasamos
a determinar los corrimientes totales del extremo iz
quierdo del arco, para lo cual empleamos las mismas
férmulas deducidas en el caso de pieza curva, con ex-
tremo izquierdo libre:

P

;
Uy p=1c0say ¥ (U, COSa — Uy psena~+w, , ¥ )i o
1

P
F-sena, T (4, sena—+ Uy, cosa— W, 5 X ) T
1

: ‘ P
T (Xeseno — Y, cosa), ¥ (W, 5 );-
P R
Uyp=—sena, Ny, cosa —u,, sena-+w,p Y, )it
: A
P ' ‘
+c05a \“(uxpscna-i— pCosa—w,, X, ) or
. P '
+ (X, cosa— Y, sena), N (Wyp )i-
N ’ l
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- ) P g
Upp =S (Upp —Wxpsena(X,, — X; )+
o1

+wxp cosa(Yep — Yo ))i-

P
Wep =3 (W zp )t
1 .
5 P
pr’_ cosa A ( p Cosa); +
: 1
P

!
=+ sena, 2 (W, , sen «); .
1

¢) Condicién de igualdad de corrimientos. — La
condicién definitiva sera que el corrimiento, superpo-
sicion de los dos estados anteriores sea:

u p+Uxa=le;_.

Uyp+Uyo=U,

v P+ Uza =U’z 4
. P +'Wxa = W’x’
sz+Wza =W,

. . e ' .

Iin estas expresiones, dejamos constancia de unos
corrimientos remanentes. IZstos corrimientos son nu-
lus, es decir :

re=Uy=U =W ,=W.=0, si se su-
pone empotramiento perfecto en la ladera.

Fn caso contrario, estos corrimientos tendran un
valur, que coincidird precisamente con la deformacion
del cimiento en ‘el extrémo derecho.

38 FORMA PRACTICA DE ABORDAR EL PROBLEMA HI-
PERESTATICO EN'LOS ARCOS.

Con vistas al calculo .electrénico, es mejor plan-
tear el problema lnperestdtmo por partes. En defini-
tiva, consiste en ir obteniendo por separado y orde-
nadamente - los - dlstmtos coeficientes del sistema de
tcuaciones.

En efecto, el sistema viene dado por cinco ecua-
ciones del tipo: Usp+ Urq=U"y, v sus homé-
lO“‘:la -

Pero

»=Ki N, + K, p—,—KsT +K4M +K,D

Uy xq €S conoc1do en funcmn de un reparto de car-
gas dado. ‘

S nos fijamos en la: e\preswn de U, p, vemos que
Ky es el valori-de. Uy, en. el caso de que- fuesen
Vy=1;y.0,=T,=M,=D,=0 .
. I"ualmente K,, sale para Q) =1."y los demds
igual a ;v asi suce51v1mente

"De modo que estos coeficientes se obtienen inme-
diatamente mediante los cinco sistemas de valores su-
cesivos :

Sistemas | Np | Qp | Tp | Mp | Dp

e | 1lojojolo
20l 0| 1]0]o0}o0
3 ool 1jo}o
0ol o0j0 10
50 | 0(.0] 0} 01

introducidos en las ecuaciones obtemaas antenor-
mente.

Cariruro 1V

DEFORMACION DEL CIMIENTO Y LEFEC-
TOS TERMICOS

4.1. EsTUDnio DE LA DEFORMACION: DEL CIMIENTO.

Seguimos el procedimiento de F. Vogt, publicado
en su articulo * Uber die Berechnung der Fundament
Deformation”.

Sus formulas estin basadas en estudios de Bous-
sinesq y Cerruti, para obtener las deformaciones de
un sélido elastico isétropo, cargado uniformemente,
con fuerzas normales a su superficie, con fuerzas tan-
genciales, y con pares en sentido paralelo y normal
al planc.

Estas féormulas dan las distintas deformdcmnes
del cimiento, relacionando las deformaciones con las
fuerzas, y las caracteristicas geométricas v eldsticas,
mediante unos coeﬁmentes. debxdos prec1samente a
Vogt.

Tas caracteristicas geométricas introducidas en cl
calculo son:las de un rectangulo equivalente a la su-
perficie desarrollada de la cimentacién. Este rectin-
gulo ha de ser equivalente a los efectos de cargas-
deformaciones, a la superficie desarrollada de cimen-
tacién. Sus dimensiones seran a v-b (b > d).

2. COEFICIENTES DE VOGT.

Las deformaciones del cumento vienen d'ld’lb por
Vogt en la siguiente forma:

a) Rotaciones producidas por un momento unidad
de eje paralelo al lado mayor b; del rectingulo de ci-
mentacién

.
E bat’

n T rablamones produc1das por una’ fueua uni-
dad de direccién normal a la buperﬁme de c1ment1-
cion

;‘:,"__' K" L B '
ﬁ_ bE,. [T RN




' '¢) Traslaciones producidas por una fuerza unidad
de direccion paralela al lado menor a, del rectangulo
de cimentacion
l'____ K.’{

b E,

d) Rotacién producida por un momento de eje
normal a la superficie de cimentacién
v K

Eba’

¢) Rotacion de eje paralelo al lado mayor b, pro-
ducida por una fuerza unidad paralela al lado q,

" K5
QA = —
E.ab

f) Traslacién paralela al lado a, producida por un
momento unidad de eje paralelo al lado b,

” K
Y= .
E.ab

g) Traslacién producida por una fuerza de direc-
cién paralela al lado mayor b, del rectingulo de ci-
mentacién

"El médulo de elasticidad empleado E,, es el que
orresponde a la roca de c1mentac10n

Los coeficientes Kj, Ka, K3, Ky, K5y K's, son los

coeficientes de Vogt. Sus valores se obtienen para

b .
distintas relaciones —, segtin graficos dados por el
, a

autor.

Sin  embargo, el Bureau of Reclamation sigue la
practlca. de determinar. los coeficientes; entrando en
el grafico con un valor, que en el caso de K;, K3 y

Ks esi, en el caso de K., Ky'y K's, vale —-9— siem-
a 2a

pre que las superficies desarrolladas de las cimenta-
ciones’ de ambas margenes sean sémejantes.

*En el caso de una c1mentac10n heterogénea, no
hay nada establec1do

4.3. DESPLAZAMIENTOS DE LOS APOYOS DE LOS ARCOS.

El angulo ¢, tal como se indica en la figura 7.7,
repre:enta el formado por la seccion de arco, y el
plano del cimiento.

Las acciones sobre la cimentacién estarin produ-
cidas por los esfuerzos'transmitidos por las dovelas
contiguas. Estas acciones ‘seran iguales y de sentido
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contrario a las que actiian sobre la cara de la dovels,
frontal a la cimentacidn, tal comio se 1nd1ca enla ﬁvu-
ra 7.%

(Tz)

Figura 7.2
Refiriendo lo‘s esfuerzos al plano de la cimenta-
cién, se tendra:

(Ny)=—Ngsen'l — T;: cos'¥.

(Tx)= Nycos¥ —T,senl¥.

@)= Q-

(Mg )= — M senW D, cos¥.

(Dy)=— M,sen¥ +M cos¥.
Basandonos en las expresiones de Vagt, tendre-

mos los corrimientos referidos al plano del ciimiento,
siendo ¢ el ancho de la cimentacion:

. M) K, (— M, sen¥ + D cos ') K,

a = =

b Ec e’ " —1/sen'¥ Ec ¢t
g = (Nx) K _ (—Nysen¥ — Ty cos¥) K,
b E, —1/sen¥ " E,
' (Qx) 'ﬁ_ Qx K
b E —1 E,
: sen '
5 (Ox) K, _ (= Dy sen ¥ — M, cos¥) K,
b E,é v —1 ' E, ¢
S ~ sen¥ '
6("= (QS) K5 — Qx I{5 .
b E,e -1 E.e
4 .sen ¥ ‘ _ ,
o M) K, (— M, sen¥ + D, cos ¥) K
. b 'Ec e —1 E [4
; sen ¥
v (Tx) K5 _ (Ng cos¥ — Ty sen¥) Ky
Lt E =Lk

sen W ..
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Queremos obtener los desplazannento: en las di-
recciones definidas por los ejes indicados. Para ello,
los corrimientos referidos a la cimentacion han de
referirse de nuevo a la cara vertical del arco.

Asi, pues, tendremos:
i =—71"cos¥ 4 &' sen I'=

_sen v

——(a T, (K.— K's) sen ¥ cos Y4+aN, (I'(2 sen= Y-

C

+ k'a cqsé ).

L = — (a2 w _ sen ¥ '
ye=— (" T7)= E,e Q.eK;—+

+Dycos¥ Ky — M, sen ¥ Kj).

= fs' cos¥W 47" sen¥ =

= 3 (N e(K:— K'y)sen¥ cos W' +

—eT, (Kg cos, I 4~ K'y sen* 1) ).

Weo=¥sen¥ — (¢’ +a”) cos ¥ =
_sen¥ (M

—=sen ¥ cos ¥ (K, — Ky) -
e E,

e

D : ’
0% (Kysent U o Ky cost 1) +- Q Ky cos ‘E)

W,.=28 cos ¥4 (a'+a”)sen 't =

v (M
Lk ( X (K, cos? 'V + K, sent ¥) —
2 :
D, .
- Q. Kysen W' + —= sen ¥ cos 1" (K, — K))] ..
e

Los sentidos poumos de estas deformaciones son
los adoptados tante en arcos como en ménsulas, para
cualquier tipo de deformacion.

4.4. DESPILAZAMIENTOS DE APOYOS DE MENSULAS.

De forma semejante al caso 'mterlor, se tendra

(ﬁUura 8a):
(Nz) =N,seno—T,cos .
( T,)=N,coso+T,senop.
(Q)=2Q; -
(Mz) =D, coso+M,sen .
(D,) =D, seng M, cos:;.

Conservamos la notacién de Voat (¢) para el an-
gulo md1cado en la figura.

.TULIO 1963

Basandose en las e\presmnes de Voat podremos :
escribir: : L
M K D,cosy+ M, senv o ‘
v Z) L= E K seny; ‘
b E, e - E, e : - ;
( ) K N,.sen«p—T cos
= 227 ¥ Kyseno; ;
bE, E, _ : ‘;
K :
(@) & =~9£—Ksseno, ;
bE, E, )
(D,) K, D, seny — M, cos ¢
V= e——= K seng; :
E.be* E, et
Q) K.
= QK _ Q Kgseno;
¢E b E e
(M)K, D,cosp+M,sens
7 = = Kyseno;
E.eb E e
(TDK's N,coso+T,seno
= = = K's sen g, ‘ |
E,b E,

Figura 8.

Con estos corrimientos referidos a la cimentacién
obtenemos los definitivos, en la direccién de los ejes:
de la dovela:

sen ¢

U ,=7" sen

s —f cosg= (eN, (K's— K sen o

4

cos =)+ e T, (K'gsen® o 4 K, cost o) ;

u,.=v

. . sene .
ve ~;=—e-E2-(eQzK3+DzK5c05cp+ -

c

+ M, K;sen o) ;

sen o

u,,= B sen g+ cos = (e N, (Kysen® o+

c

+ K'scos*o)+e T, (K's— K.} sen o cos o).

AT

2489 .




sen o

. M. ’
. z .
Wy =¥ coso+ (" a")seno= (—C(K4cos-qa+

<

.\, D,
-+ K, sén® <p)+—-—-f-(f{r—K4) seng coso+ K, Q, sen o);
e

W, =-+8seng--(¢' 4 «")coss =

_sene
E.e

M, '
(Ky — K )senzcoso -
e ,

D |
+—= (K, sen® 5 - K, cost 5) - Q, K; cos u) :
[4 .
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4.5. EFECTOS ' TERMICOS. ©

El efecto de temperatura se hace intervenir en los
calculos actuando sobre arcos y ménsulas.

Su ajuste se realiza a través del mismo procedi-
miento seguido para repartir la presién hidrostitica.

En efecto: en las férmulas que dan las deforma-

ciones de dovelas, se ha supuesto una deformacion

temperatura en arcos y ménsulas, que se ajusta pos-
teriormente, como las deformaciones debidas ‘al resto
de las solicitaciones.

(Continuard.)
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