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INTRODUCCION

La aparicion de un articulo en lengua exteaniera en nuestra Revista — que a mads
de centenaria es el Sraano de expresion profesional de un cuerpo nacional que se funds
hace mds de ciento sesenta U Cinco anos — justifica una corta ylose de los antecedentes
del tema.

Hace bastantes arios la Revista portuguesa “Electricidade” . que es cocera del yran
movimiento de construccion hidroelictrica en el vecino pats. crene acogiendo en sus muy
solventes paginas  la colaboracion dJe ingenieros espanioles con el aesto cortés y signifi-
cativo de no traducir nuestro tdioma. Comentando este hecho con los colegas portugue-
ses. la sugerencia de una ceciprocidad en g REVISTA DI: OBRAS PUBLICAS se IMpuso. na-

turalmente.

“Electeicidade’ considers que debia teamutar su solicitud a través del Comité Na-
cional de Grandes Presas. entendiendo. acertadamente. que este Organismo era el llamado
a ponderar. en razén de su autoridad técnica en el campo internacional, las calificaciones

de “Electricidade’ en otro plano. ya que la cordialidad habia que darla por descontada.

El Comité Espariol de Grandes Presas no resolvid a la ligera. ni movido por su es-
pontdnea simpatia hacia la pretension de “Electricidade™ consulto con el Ministerio de
Asuntos Exteriores. y antes de trasladar su recomendacion al Comité de Redaccion de
la REVISTA DE OBRAS PUBLICAS, midié la trascendencia de
cuenta la importancia que implica amalgamar el mds puro uten

dectr, el idioma. su instrumento de precision con otra lengua. q

su decision. teniendo e
stlio de nuestra técnica, es

ue no por fraterna deja de
ser fordnea. Frg impostble no plantear el problema en iérminos de Hispanidad v, .

Iberidad. Seria dificil pronunciarse ante tal ecuacion — y nunca mejor llamada asi — q

la preposicion que sitia la raza. en términos igualatorios. con el corazén y el destino geo-
grdfico.

Afortunadamente. el Comité Lspariol de Grandes Presas encontro el “considerando’”
clave para decidir. ¢Es que nuestros dos paises no dependen. por encima y antes que

cual-
quier otra razén vinculatoria, de una unidad de destino en lo hidrogrdfico, en lo h

tdro-
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eléctrico? Los cuatro rios de la meseta. como los cuatro rios del Paraiso. son fuentes
nésicas con respecto a la existencia de ambos pueblos. Y los otros. 2sos rios que arrci--
Sus aguas y sus arenas de oro por tierras que entienden de saudades’. nuestra Galicia. -

fra antena atldntica. lanan una frontera que, desde el punto de vista de los ingeniercs
agua, no tiene realidad.

El Comiié de Redaccién de la REVISTA DE OBRAS PUBLICAS. ha hecho una vez n-

honor a su estilo hidalgo y deportivo, y refrends la recomendacion del Comité de Gre-
des Presas.

Se tnicia la colaboracion portuguesa en la REVISTA DE OBRAS PCBLICAS con un
ticulo de J. Laginha Serafim y José de Oliveira Pedro. Ninguno de los dos requiere o:
sentacion. Son amigos, grandes amigos de rodos nosotros y firmas bien conocidas ¢n
literatura técnica moderna en relacién con la Grandes Presas. Joagquim Serafim. que
mds de gran ingeniero es hombre de afiladas sensibilidades. ha acertado en la eleccidr :
tema y también en sostener el tono que cuadra con la circunstancia. Tienes ante ti. ¢
rido comperero, un articulo de auténtica calidad. enjundioso. trascendental. como
la colaboracion que a partir de ahora se inicia con entusiasmo bilateral.

J. TOorRAN

del Comité Espafiol de Grandes Presas

1. Introducso.

A acgdo dos sismos sobre as barragens ¢. fundamentalmente. de dois tipos {1):
— desenvolvimento de forgas de inércia no ccrpo da barragem que se vio s
brepor as cargas estiticas aplicadas:
— desenvolvimento de forcas de inércia nas massas de igua em Contacto o
Os paramentos, que provccam variagdes da pressio  hidrostatica aplic

sobre estes.

Estas ac¢es sio particularmente importantes quando a cstrutura tem periodos
vibragio da ordem de grandeza dos periodos da vibra¢do sismica.

A considera¢io das ac¢des sismicas no dimensionamento de barragens de betio wr
sido feita, em geral, por intermédio de coeficientes sismicos ¢ pelas formulas de Weste
gaard relativas 3 acgio da inércia nas massas de agua (2). Ultimamente, porém. estes m
todos tém -vindo a ser substituidos por ensaics dindmicos sobre modelos reduzidos. ¢

_ fase eldstica e até 2 rotura {3, 4). A observagio dos modos ¢ frequéncias de vibragio ¢
algumas barragens (5) tem também contribuido para um melhor conhecimento do cord
- portamento destas. estructuras quando submetidas a fortes aceleragoes.
.~ Nas barragens do tipo abdbada sio especialmente importantes as vibragdes na
‘rec¢ao radial, nas de gravidade tem ainda interesse a consideragio de vibragdes na direcg
~ vertical e nas de contrafortes e abdbadas multiplas t@m particular importancia as vibrag
o laterals. ¢ -
- Neste trabalho, procura-se desenvolver um métedo analitico. que consiste na anilig
- dos modos ¢ frequéncias de vibragio de estruturas com muitos graus de liberdade, adap
“tando-0 20 estudo sismico de uma barragem abébada. Este estudo ¢ feito a partir da mates
de: flexibilidade, que: ¢ definida por um método de ajustamento arcos-consolas inspity
do. no. "“Trial-Load Method” .do Bureau of. Reclamation. A consideragio da solicitac
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sismica faz-s: por intermidio das curvas esp ctrais estabelecidas por Housner {6) ¢ By-
creft (7). para o sismo de “E| Ceatro™. N S. 18-6-104¢. determinando-se os efettos mai-
ximos desenvolvidos na estrutura.

O método aqui referido foi aplicado a0 estudo
truir na Costa Rica. figura 1. uma abobada delgada de dupla curvatura,
8o m. de altura mixima acima da fundacio. cérea de 1 de re
espessura na base da consola central,

sismico da barragem de Cachi. a cons-
simétrica. com
lagio corda-altura ¢ > m. de

2. Matriz de flexibilidade da abodbada.

Considera-se uma malha de cileulo de clementes de espessura unitaria, horizontais
tarcos) ¢ verticais consolast. desligados engre st nos diversos virtices da malha o apenas
ligados nos vértices sobre a fundagio. figura ;.

As deformacdes ¢ as tensdes correspondentes, desenvolvidos na estrutura per deter-
minada solicitagio. podem estudar-se SUPOndo que a solicitagio actua inicialmente apenas
sobre um dos conjuntos de elementos. calculando as deformacdes
cada vértice da malha ¢ aplicando em segui§
tamento. de sinais opostos em cada ponto,
dois conjuntos de elementos de caleulo.

Os estorcos internos de ajustamento

a que di origem em
3 um conjunto de esforcos internos de ajus-
ue compatibilizam as deformagdes finais des

‘nitdrios sio definidos com o valor unidade
no virtice correspondente da malha ¢ varia do linearmente. segundo o arco ¢ scgundo a

consola. até se anularem sobre os elementos vizinhos. figura 1.
A matriz de flexibilidade. cujos clem ntos sio as deform
de caleulo devidos 3 actuagdo de cargas unitdrias associad
para cargas distribuidas de forma idéntica a0s esforgos internos de ajustamento.
Neste trabalho consideram-se apenas 2 ustamentos radiais, mas a formulacio ¢ idén-
tiea para qualquer nimero de ajustamentos
Os deslocamentos radiais ¢

acoes nos veértices da malha
a8 2 esses vértices, ¢ determinada

s tensoes. Gesenvolvidos nas divers
das consolas de cilculo, clisticamente apoiados sobre
radiais distribuidas ¢ rambém por cargas concentrad
calculados por intermidio de programas previame
da barragem (8). Estes programas aplicam-se
se feito a sua generalizagio para solicitacoes
dispde-sc hoje de um programa que pe
assimétricas (g) .

Com os deslocamentos radiais

as secgoes dos arcos e
a fundagio, pela actuacao de cargas
as sobre as nascencas des arcos, sio
nte preparados para a andlise corrente
d estructuras ¢ solicitagdes simétricas. tendo-
assimétricas (A péndice 1). No entanto.
rmite (azer o cileulo de estructuras ¢ solicitaces

assim calculados estabelecem-se as matrizes de flexibi-
lidade dos arcos [A] ¢ das consolas [C] funcionando como independentes, isto ¢, apenas

ligados nos vértices da malha sobre a fundacio. Nestas matrizes. jue sc-apresentam nos
quadros 1 ¢ 2. além dos deslocamentos de um dado elemento devidos a cargas que ac-
tuam sobre ¢le préprio, aparccem deslocamentos desse clemento devidos a cargas quc actuam
sobre os elementos ligados a cle através da fundagio. Estas interaccdes sio calculadas
por intermédio de cargas ¢ deslocamentos aplicados nas nascencas dos arcos ¢ na base das
consolas.

Desigando por [X] a matriz de esforgds inte
respondente 3 actuacio sobre cos arcos,
matriz de flexibilidade,
solas nos diversos vértice

rnos de ajustamento, com o sinal cor-
devidos is cargas unitirias para que ¢ definida a
a condicio de ajustamento das deformacdes dos arcos ¢ das con.
s da malha de cilculo pode escrever-se:

[A]-+[A1X] = [C] + [C) [— X]. M

Esta cquagio, escrita na forma:

[A+ C][X] = [C]— (4], 2
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DEFINICAO EM PLANTA
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PERFIL CENTRAL  MALHA DE ARCOS E CONSOLAS DE CALCULO
(m) (ALCADO PLANIFICADO NA SUPERFICIE DE REFERENCIA)
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IFig. 1. — Barragem de Cachi.
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¢ resolvida em ordem 2 IX]. permite determinar

Na equagio {2) consideram-se apenas. para as diversas matrizes, 1s linhas corresponden-
tes aos vértices de ajustamento. visto que. pela propria definicio da malha de cileule,
as deformagdes nos vértices sobre a fundagio resultam automaticamente ajustadas. A
matriz [ A + C] ¢ transformada numa matriz quadrada pelo princinio de continuidade dos
diagramas de esforcos internos de ajustamento na vizinhanci da fundagio.

As matrizes de termos independentes |C] ou [A] que representam. nos sistemas an-
teriores. ¢s deslocamentos iniciais nos vertices de ajustamento devides 3
exteriores unitarias. sio rectingul

os esfor¢os internos de ajustamento.

actuagao das cargas

ares. correspondendo as linhas aos vértices de ajustamento
¢ as colunas a todos os vértices da matha de calculo.

a carga actua inicialmente sobre as consclas ou sobre os
de esforcos internos de ajustamento [ N| ¢ rectangular. correspondendo as suas linhas acs
vertices de ajustamento e as suas colunas a todos os vértices da malha.

A matriz de flexibilidade [F]. isto ¢ o conjunto de deformacoes finais nes vértices
da malha de cilculo devidas is cargas unitdrias associadas a esses vértices. calcula-se a
partir de [X|. por intermedio de qualquer dos membros da equag
matrizes [A] ¢ {C]| como termes independentes sio m

as suas linhas ¢ colunas a todos os vértices da malha de
trizes rectingulares,

Adopta-se {C| ou {A] consocante
arcos. De forma idéntica. a matriz

Jo (). Neste caso. as
atrizes quadradas, correspondendo
cdlculo. ¢. como factores, sio ma-
com as linhas correspondentes a todos os virrices d
colunas respeitantes a0s vértices de ajustamente. Assim, a
uma matriz quadrada. com as linhas ¢ col
malha.

a malha ¢ com as
matriz. de {lexibilidade resulta
unas correspondentes a todos os vértices da

3. Equacdes do movimento.

Considere-se a abobada representada n

a figura 1. elasticamente apoiada sobre a funda-
¢d0. cOM: um sistema de m

assas distribuidas num dominio bidimenstonal.
A equacio do movimento da massa por unidade de

‘mp =pe. sendo poa massa especifica e e
grau de liberdade ideslocamentos radiats. R)

superficie associada ao ponto P,
p @ tspessura) e considerando apenas um
pode escrever-se:

m, ‘f;’;) i / Kp(SIR(S)dS = 0, (3)
Jos

em que K, (S) ¢ uma funcio caracteristica da clasticidade d

a estrutura.
Esta cquagio exprime a

igualdade das forcas eldsticas ¢ de inércia, num referencial
absoluto. em cada instante do movimento. Adeptando como referencial uma superficie S,
do interior do macico de fundacio, que tem deslocamentos radiais muito
relacio aos deslocamentos da estrutura

ragas sismica constante de

pequenos em
¢ sobre a qual actua. no plano horizontal, uma acele-
ponto para ponto. a equacio (3) resulta:

Mpry / Ke®r©1as=—m,k, (4)

¢M que r representa os deslocamentos radiais em re

tese, r. R) ¢ R, a compenente radial da
Para o movimento de conjunto d

lagio a superficie S, (sendo. por hipé-
aceleracio sismica na superficie S,

a abdbada deve verificar-se simultaneamente uma
equacio do tipo (1) para cada uma das suas massas. isto ¢, verifica-se. em cada instante,

equilibrio entre os sélidos de forcas elasticas ¢ de inércia assaciados 3 sua superficie. De-
finindo estes sélidos de forcas pelo valor das suas ordenadas nos vértices de uma malha

de arcos ¢ consolas. fig. 1. ¢ considerando varia¢Ses lincares entre zada dois elementos con-
secutives, o conjunto das equacdes do movimento pode escrever-se :

(mlri+Kri=—im &1, (3)
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em que:

[m] representa 2 matriz diagonal das massas por unidade de super-
ficie do paramento de montante da abobada:

[k} representa a matriz de rigidez. isto ¢ a inversa da matriz de
flexibiiidade, | F]. anteriormente definida:

irioe drt representam os vectores de aceleragdes ¢ deslocamentos radiais:

'R,/ representa o vector das componentes radiais da vibragio sismica
na superficie de referéncia S,,.

Usando a matriz de flexibilidade. a equacio i5) toma a forma:

(FY(m}.7i i ri = —[Flim) R, ¢ .

A consideracio do cfeito de um amortecimento do tipo viscosc. pode ser feita po
introdugio nas equacdes do movimento. de uma parccla proporcional as velocidades.
amortecimento ¢ especialmente impartante no calculo das amplitudes, mas a sua influin.
pode ser desprezada no cilculo das frequéncias.

Tendo-se definido S, como uma superficic que practicamente nio sofre deformac
a vibracio da massa de terrenc entre S, ¢ a superficie de insercao da barragem fica o
sociada as condicdes de vibragio desta Gltima. verificando-se assim  simultineamente r
vertices da malha sobre a fundacio, duas equacdes do UDo i4). para as massas de terre
¢ de betio. Sendo idénticos os termos da matriz de rigidez. pode escrever-se uma urn
equacdo. adoptando uma massa especifica midia entre as massas especificas do terrens
do betdo.

4. Analise do movimento livre. Frzquénciazs proprias e modos de vibracao.

As osalagdes livres da estrutura sio definidas pelas equacoes (5) ou (6)

i
R.. = O.

Considerando solugdes da forma r == ¢ cos w . conclui-se facilmente. por subsii
¢ao em (6), que deve verificar-se a relacio (7) entre a matriz | £ m]. 1gual ao producto ¢
matrizes [F] ¢ [m]. as (requéncias angulares W ¢ as amplitades G 1o

l[l;171]<— 1__ (1] l:.‘::U.
we

Representa-se por | 1] a matriz identidade.

Os valores ¢ vectores proprios da matriz [F, | representam entio as frequéncia

os correspondentes modos de vibragio de uma estrutura com a matriz de massas [m
a matriz de flexibilidade [F] (Apéndice 2). Para o cilculo dos valeres e vectores propr
de uma matriz de ordem N .. 63, utiliza-se um programa que permite obter os valoi
proprios por crdem de grandeza decrescente e, por consequéncia, por crdem crescente .
frequéncias. Desta ferma, ndo serd necessarid. em geral. fazer a determinacio de rod
os valores ¢ vectores proprios correspondentes 3 ordem da matriz. uma vez que 0s mo¢
com frequéncias de vidbracio muito afastadas do intervalo (0.4 - 5 H z) nio con
buem praticamente para a deformagio da estrutura. quando solicitada por um sismo -
tenso ). (8.

REIST: DE OBRAS PUBLIC
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5. Analise do movimento forcado.

Massas gencralizadas e factores de participacao.
Espectro de velocidades dos

osciladores independentes.

Sendo a matriz de massas diagonal ¢ as matrizes de flexibilidade ¢ de rigidez sim¢-
tricas. os modos de vibracio [4]. que resultam da resolucdo do sistema (7) para cada

L
uma das frequéncias proprias da estrutura. sio ortogonais (10) {Apindice 3

L im) ) = () (3)
TR w1 y), ®

em aque [w?] ¢ [M] sio as matrizes diagonais dos quadrados das frequéncias angulares

Sv 5 2 10807 0§ 05 0,4 Frequéncia (Hz)
(cmis) — . A — . ‘
i i : |
| O ! I
120 — @ e ] - [V S [ S
N~ ! 0 [
[ ]
90 = 1
BN
® ﬂ:QOZ
60 .
. o — B=@10 e
{ .
g . s i i
30 -~ . 0. :
Yol l L
& ! i ‘
0 E L ' | J
02 06 1,0 14 1,8 2,2 26 Periodo(s)

T VALORES DEFINIDOS POR HOUSNER
° VALORES OBTIDOS POR BYCROFT

Fieo 2 - - Curvas médins de velocidade espectral. ()
- b

(") Reproduzido da publicagio com a referenciad?) Sismo de <F Centrns N 3,185 164y

de vibracio ¢ das massas generalizadas ¢ [K] ¢ |
anteriormente definidas.

Fazendo a mudanca de variiveis:

m] siz as matrizes de rigidez ¢ de massas,

ri=folal,

(10)

na equagio do movimento i5). ¢ atendendo as relacdes (8) clq).

pode escrever-se aquela
€quacao sob a forma (11). {Apéndice 3.

N B

o wt] el = ) Ry, (1
1 e )

S
Ym

~!
[o )
G
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em que as equacdes do movimento representam um conjunto de osciladores lineares ing,
pendentes, com as frequéncias préprias de vibragio da barragem. Os somatdrio

estendidos a tcdas as massas de estrutura, para cada modo de vibracio. Aos coefic.en
X mé. que pesam a influéncia de cada um dos modos na deformagio total, di-se -
nome de factores de participacio. Os cceficientes ¥ m ¢*, que correspondem 2a0s el me-.

tos de matriz | M] e representam uma massa associada a cada modo de vibracio cha:qa~
-se massas generalizadas.

Por intermédio das curvas espectrais definidas por Housner (6) ¢ Bycroft (7) P
o sismo de "El Ceniro”, N-S. 18-5-1940, figura 2. determinam-se para cada modo ue
bragio as velccidades méximas 'S wvi, ¢ os correspondentes deslocamentos maximos.
Ymz Svi

1 i ™
Cvax s = e ' {12
mi - W

- -]
!

t

adoptando uma certa percentagem do amortecimento critico.

O conjunto de deslocamentos maximos nos vértices da malha de calculo pode obir.
-se pela transformagdo (10). considerando os médulos dos modos de vibracio. No -
tanto. nos casos em que varios modos contribuem de ferma importante para a defor

¢ao rtotal, e dado que ndo ¢ provivel que os miximos ocorram simultaneamente po:
adoptar-se a média geométrica dos produtos ¢ &

MAX

6. Cargas estaticas equivalentes. Coeficientes sismices. Tensdes desenvolvidas na
estrutura.

As cargas estdticas equivalentes aos modos de vibracio em regimen eldstico, [q].
obtidas por intermédio da matriz de rigidez usando a expressio:

91 =K]{2).

A partir desta matriz calcula-se facilmente o conjunto de cargas estaticas mais de
voraveis em cada vértice da malha !@yax], multiplicando cada modo pelo correspond
. *my
coeficiente =<

Smgr

deslocamentos.

, ¢ somando os modos segundo um critério idéntico ao seguido para

Os coeficientes sismicos correspondentes a fqyax! serdo, portanto:

)cg=_‘_ daax ,
g m

em qQue g representa a aceleragio da gravidade.

As tensGes desenvolvidas na estrutura calculam-se a partir das cargas estiticas equ
valentes: determinam-se, pela expresio

{xgl =Ix{ql,

os esfor¢os internos de ajustamento a que aquelas cargas dio origem no sistema de arcos ¢ <
solas independentes; os esforgos totais que actuam sobre os arcos e sobre as consolas sio re
pectivamente {X,} ¢ g — X }. no caso de carga actuar inicialmente sobras consol
e {q + Xg} e {— X,}. no caso de carga actuar inicialmente sobre os arcos: a partir di
tes esforcos determinam-se ficilmente as tensGes en cada um dos elementos de cilculo <ot
siderados (8), para cada modo de vibracio, fazendo-se a sobrepcsicio dos modos pei
critério adoptado para os deslocamentos e para as cargas estiticas.

REVISTA DE OBRAS PUBL.C.
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7. Estudo sismico da barragem de Cachi.

A barragen de Cachi ¢ uma abdbada delgada de dupla curvatura com a definicac ¢ :

formas que se indica na figura 1. Representa-se na mesma figura a malha de arcos ¢ <on.
solas de calculo adoptada.

DESLOCAMENTOS COEFICIENTES SfSMICOS
RADIAIS MAlXIMOS ( CARGAS ESTATICAS EQUIVALENTES MAXIMAS )

016 060 060 058050 060 016

7° 4
A% \n) “aVaP | o® \ ‘ 7
N L VIV 006 048 015011015 048 0,06
09 \ 6;!—‘ gﬁ:\“ Q?q i
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09‘; o 002 h’s/ 0.02
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—— ]
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T3 TENSOES NOS ARCOS
(kg/cm?) [] TvensBEs Nas consoLas
MONTANTE JUSANTE
(6] 0O &)

L/

G
5

HeH

IFig. 4.— Resposta da estrutura do sismo de Fl Centro (num. 3). 18-3-1040.

Os primeiros modos de vibragio obtidos. os dois primeiros anti-simétricos e os qa-
tro primeiros simétricos, estao representados na figura 3. indicando-se para cada um a ‘re-
quéncia de vibragdo. a massa generalizada e o factor de participacio.

Verifica-se que os modos de mais baixas frequéncias sio anfi-simétricos. enquanie
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que os modos de vibracio simétricos com maiores factores de participacio sio os que
correspondem a vibracdes simétricas segundo s arcos ¢ segundo as consolas. Pensa-se que a
forma ¢ a ordem de frequéncias dos modos de vibragio obtidos resultam do acentuado fun-
ctonamento da estrutura como arco.

De acorde com 1s curvas espectrais da figura 2 ¢ para 10 ° do amortecimento <riti-
co. <aleularam-se os deslocamentos radiais,

A3 Cargas ostaticas cauivalentes ¢ as tensdes mais
Cestavordveis. desenvolvidas na

estrutura por um sismo idéntico ao de "El Centro”™. N-6.
15-5-1940. figura 4. Vi-se aue os ceeficentes sismicos sio elevados em relagdo a0s corrente-

mweate admitidos, no entanto. as tensdes. sio relativamente pouco importantes.

8. Conclusoes.

O estudo das caracteristicas de vibragio de uma barragem do tipo abdbada a da sua
estabilidade. auando solicitada por aceleracdes sismicas intensas. parece realizavel, com re-
suitados aceitaveis. nelo método de analise modal. com base numa mairiz de flexibilidade
ceterminada analiticamente pir ajustamentos de deformacdes entre arcos ¢ consolas.

Existem. entretanio. algumas limitacdes, mas veasi-se aue nmarte delas voderio ser
em breve superadas. como. por exemplo. a consideracio o efeito das forcas de inéreia de-
senvolvidas nas massas de dgua em contacto c¢om a barragem ¢ a consideracio, para cada
uma das massas de betdo. de todos os graus de liberdade adontados pelo Bureau of Recla-
mation no “trial load” Method.

A comparagio enire os resultades obtidos nor este método ¢ vs obridos DOr ensaios
de vibracio de modelos reduzidos foi. em parte. realizada i4). Espera-se. no entanto. reali-

zar outros estudos de comparacio entre os doss metodos de caleulo

APENDICE

Calculo dos deslocamentos radiais nas seccdcs de um arce simétrico, dsvidos
a cargas assimétricas.

Estudacdo o arco simétrico representado na figera 5. pelo nrograma a aue se fez re-
feréncia +8). nara actnacao simultinea das duas cargas J. ficam a conhecer-se as matrizes

de deslocamentos radiais ¢ de esforcos hiperestiticos no fecho e} e |E,):

Ny TNy e ye Tvg
r r oo r
SN LHE S TLQ
n=] " (@)
TEN TRy -ene- e Tro
- {»HF\Y Hij ----- HFF H/,Q
(&] = ()
[ Mpn Mgy ... Mpp Mpg

Representam-se por J (J = N. 1, 2. . F) as seccdes onde se calcularam deslocamen-
tos radiais. as quais coirespondem aos vértices das cargas triangulares consideradas, por Q
as cargas concentradas nas nascencas do arco, por H o esforco normal ¢ M o momento
flector numa dada sec¢ao, ¢ por [ uma aduela genérica do arco.

Quando se retira uma das cargas J, os esfor¢os hiperestiticos no fecho, H ¢ M redu-

Zem-se para metade e aparece um terceiro esforco hiperestitico, o esforgo transverso T”. Na
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nova matriz de esforgos hiperestiticos no fecho [E’¢], apenas ¢ incdgnita, portanto, 2

2 il
tima linha:
9 I 1 1 N
—Hpn — Hep oo —Hpp —H
2 FN 2 F 2 FF 9 FQ
[Eel=| Ly o Lo 1 L (0
2 FN 9 F 2 FF 9 FQ
VI Ter  Trg

Por outro lado, também por uma questio de simetria, os deslocamentos radiais no f..
- cho devidos 4 actua¢io de uma sé das cargas J vém reduzidos para metade, de form;
que a ultima linha da nova matriz [] fica conhecida.

Fig. 5.— Arco simétriceo. Solicitado por cargas assimétricas.

Considerando entio a matriz [D]. em que cada coluna representa o conjunto de
deslocamentos radiais obtidos num semi-arco descarregado, elisticamente apoiado sobre 3
fundagac, quando solicitado por esforgos unitirios no fecho (H=1, T=1¢ M = 1):

Dnu Dnwm Dyt
(D)= |Prr Prm Dpr

L R T

{a@)
Dry Dy Dpr

os deslocamentos radiais nos varios pontos de semi-arco descarregado, quando os esforcos §
hiperestiticos no fecho sio [E’,], serio como é evidente:

[ =10} (E'5)- | o}

Considerando a linha correspondente a0s deslocamentos r” no fecho ¢ igualando com §
- os deslocamentos radiais conhecides nesse ponto (metade dos valores correspondentes 3 il §
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tma linha da matriz [r]. obtém-se uma equag que permite calcular

os esforgos transver-
sos hiperestiticos no fecho, para cada uma das cargas:

\T 1

7 1, .
(Trpe = 2D "‘—;’Fjs + 1 Dg DF.H?[EF] . )
2Der | !

Com o simbolo y tepresenta-se um vector-linha.

Conhecidos todos os elementos da matriz [E'k]. a equagio () permite fazer o cilcu-
lo dos deslocamentos radiais no semi-arco descarregado. Os deslocamentos radiais no se-
mi-arco carregado sio obtidos. por sobreposizio de efeitos. pela equacio:

(rl=1[r] = [r). (2)
Os clementos da matriz {D] sio calculados pelas expressdes R, (. ()
=/ . 3 si
— Xir Vi , SNz oSy e —3sing ) cosy g
DjH - \ _ i eE Si iN AR s‘. —a X '\0_/ qu -
/; e
i=0
%2 (Xgy sinzg ; 4wy & cos 27) — 7COs 29780 3 £ {h
“ .j
X
Dy y=~— N YU oy — @, COS 3, ;. ;
T M —_— 0 % 70 ) (0
{=0 !
£ . .
S X Xip Stz SN gy g+ 3 cos %7 COS% g
D :\ —_ s - ’ ’ o ' Sil—axy ;X2 —
J7T i [i { e. { 0/ 0F
i=0 ¢
= % (Xoy €090 s - Xp g o8 3y ,) - 7 cos %07 COS 20 5 | o)

¢m que x;;. <os;, ¢ sin,, sio definidos pelas expressdes (h). (I) ¢ (m) e sendo os so-
matorios estendidos:

Xijo (Xip —.er)cos;jF+(y,F—ij)sirl?JF~, {k)

S e hOyG S 2o sin - in e
COS ;7 = €08 3; 5 COS 5 1 +- sin g, sin UF, ()

Siz; ;= sin 9, £ COS 3 — cOS 3, 1 Sin o, (m)
a un semi-arco que se supde dividido em adu:las de compriments s,. seccio A,. momento
de inércia /;. coordenadas do centro de gravidade em relagio ao sistema de cixos com ori-
gen no fecho, X, ¢ Y, ¢ abertura angular em relagio ao fecho ¢ figura 5. a. B. v ¢ as
$30 as constantes de defermacio da fundacio nas nascengas do arco. tal como sio defini-
das pelo Bureau of Reclamation. ¢ E ¢ o modulo de elasticidade longitudinal do marterial

do arco. Supde-se, nas expressdes (h), (i) e (/). que p=o0.22 ¢ J:-Z— sendo k& a cons-

KG
tante de corte, G o médulo de elasticidade transversal ¢ 1 o coeficiente de Poisson.

APENDICE 2

Calculo das frequéncias proprias e dos modos de vibracao.

Os valores e vectores proprios da matriz [F, m], que correspondem 3s frequéncias e
modos de vibragio da estrutura, sio as solug¢des da equagio:

: 1
(Foml = — ) 1g=0. ()
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sta equacao representa um sistema de N equa¢des lincares ¢ homogéneas nas varidve::
scndo N a ordem das matrizes de flexibilidad e de massas. ¢ para que existam solucé « ¢
ferentes de zero deve ser nulo o determinante do sistema:

9
®

[Foml— ' (1] =0.
W

A resolugao do determinante conduz a uma equagio de grau N na incdgnita
a gual. resolvida. fornece as N frequéncias de vibracio do sistema.

Introduzindo agora estas frequéncias :o sistema (7) ¢ resclvendo os corresponden:
sistemas indeterminados. obtém-se a matriz | 6| de modos de vibragio da estrutura.

APENDICE 3

Equacées do movimento em coordenadas principais.
quag P

Introduzindo na cquagio do movimento:

Imjyre s K)ir = — [m) Ry, i
solugdes da forma r= ¢ cos Wi, a equacao do movimento livre (R, = 0), conduz a = -
la¢ic (u). 1déntica a (7):

([K]—w#[m}] iz =0.

COnSiderCrn-SC dUiS vectores, ol ¢ ! hi .y COTres Onden[es é rCSOluCﬁO dO SiStEma iﬂ
1P 19 ¢
terminado (@) para w*®, e w*, isto é:

K] omp=wm] o

[K]lxy=we; [m] (21,

Transpondo os dois membros da primei a equagio ¢ multiplicando 2 direita pil

vector }¢, ¢ multiplicando a esquerda os dois membros da segunda equacio pelo v

tor !¢y, obtén-sc as expressoes (d) ¢ (e) :
{ i T LR R - - T
LKL = wedim) e | Tt
il 1K) oty =wt 2] (m) 1o
Notando que (d) se pode escrever sob aforma (f):

T T 2\
2 Koy = wiie] im)T ey,

¢ subtraindo membro a membro as duas equagdes, como [K]T = K] ¢ [m]T= [m]
| K] ser simétrica e [m] diagonal, obtém-se:

0= (w2, - w7 (m) it

Esta cxpressio mostra que os vectores {¢!; ¢ |¢!; sio ortogonais.
Para o conjunto Jos vectores ¢, pode entio escrever-se:

(@)7 [(m} (@] = [M];
2T K] @] = [w?] [M],
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en que [M] ¢ a matriz diagonal das massas generahizadas ¢ |
quadrados das frequéncias angulares.

Considerando nas equacdes do movimento. a2 mudanga de varijveis:

w*] a matriz diagonal dcs

Vet e [ A
eGP RPY

’ {10)
obtém-se:
(m{Eh 2l K] [2) i = — (my ih)

Multiplicando 3 esquerda por [} ¢ atendendo 2 i8) ¢ (9) ¢ facil de concluir:

Al = — (M ) (0
Escrevendo os productos [61” [m) ﬂ{.f e [M] = {q)!T [m] [¢] sob as formas

$ N . [
T m, ¢, RU$ c( Y
= I=1
estrutura, a expressao (1), resulta:

2 .
m, ¢~1\\ tm qut os somatorics se estendem a todas as massas da

L o1, (Sm_‘j/..
,a‘—z—lu,],:,———)-rm.:':gko. (1
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