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CALCULO DIRECTO DE LOS DESPLAZAMIENTOS DE LOS
NUDOS Y ESFUERZOS DE LAS BARRAS EN ENTRAMADOS

FEBRERO

PLANOS Y ESPACIALES

Por M. A. HACAR BENITEZ

Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos.

En nuestro ntmero anterior publicamos la primera parte de este importante dra-
hajo, y en ella puede ver el I(ctm el método propuesto por el autor para resolver el
problema reseiiado en el epigrafe, que a continuac ion se aplica a los ejemplos 2.7, 3.7,
4.°, 5. y 6., presentdndose después las conclusiones del estudio.
(Conclusion )

Ejemplo 2.
Hallar el desplazamiento del nudo O de la figura 4.* en el quc concurren las 4

barras OA, OB, OC y OD de rigideces respectivas 2 K; K; K; 3 K, asi como el es-
fuerzo en la harra O B.

SoLuCION:

Lo mismo que antes tenemos para las distintas harras:

i ! i
Barra Regidez K a ’\ 3 K costa | K cos acos3 K cost 3
: 2 ' 200 ‘ 150 ,] K _L K .i K
‘ | ! ‘
! | : 3 : 3 |
| : 0 : 20° — K ‘ —K —K
oB i K !‘ 30 |‘ 12( 1 , 1‘ 1 :
0OC t K | 1359 \ 135° __l_,K ‘ x.l_.K __l__K
? o] 1 30 2 : 2 2
‘ ’ *, ‘
; 3 3
" i 50 ; 35° — K — K ~— K
oD i 3K i 45 | 135 5 2 5

Las 8 ecuaciones para los nudos A, B, C, D, son:

Uy =V =g =vg=1Up =Ve=1Up=Vpy= 0.

Figura 4.*
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Y para el nudo O:

I 3 1 3 3 I3 | 3
— K4 K4k 2 k) K Kk 2kl o p
( 9 "f 9 ‘* 2 9 ) 0 +( T + 9 ) 0

[l =
I3 I'3 1 3 3 I 1 3
Kk k==, (k- L L 3 4, =0
(2 PR 2)"(2 TR 2)“
Simplificando resulta:
= 4F

21— (4—13) v, = —

(4 —13) 4y~ 159, = 0

de donde se obtiene:

15 ! F

371483 K

Vo =

k!m

Uy =

371483

Valores muy inferiores a los del ejemplo anterior. Las barras afadidas OCy ¢
O D casi han inmovilizado el nudo O,
Esfuerzo de Ja barra O B:

— 15341

742416 /3

K[(O — u,) cos 300 + (0 = v,) cos 1209 = F (Compresién)

Esto nos prueba que esta barra se ha descm'gado.

Ejemplo 3.°;

Determinar los desplazamientos de todos los nudos y las tensiones de las 7 ha-
rras de la estructura triangulada isostatica indicada en la figura 5" Se supondrin

. .. S.E
todas las barrag exactamente iguales y de rigidez K :-Z~---

2 L

pr—

57

P

Figura s.*
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SOLUCION:

Los valores K,,, K_,y Ky, se obtienen en el cuadro siguiente:

BARRA . a 3 ‘ Kea i Kq 3 § Ky g
e l
i \ ( Tim l\
1-2 | 60° 300 LS f 13 A
l 4 4 j‘ 4
2-4 ; 0° 90° K 0 ; 0
| K : V3 3
4-5 60° 150° = b K K
i 4 : 4 ) |
1-3 ‘g 0° 90° K 0 1 0
3-5 | 0° 90° K 0 | 0
2-3 g 60° 150° s _ 13 K Sk
! ' 4 4 Q 4
3-4 ; 60° | 300 K : B e e
: } 4 4 ’ 4

i

Con ellos formamos los 3 esquemas indicados en la figura 6.* (hemos suprimido
el factor K).

2 L 2 . 4
4 A A
) W
&'
1 Z i 5
Diagrama de km Diagrama de l‘\,(ﬁ D3agfama de hp(&

Figura 6."

De las 10 ecuaciones que debieran resultar al establecer el equilibrio de los 5
nudos, 6 son muy sencillas v se pueden escribir inmediatamente:

uy =0 , -
vl — 0! expresan la inmovilidad del nudo 1;
L=

v, = 0 expresa el movimiento exclusivamente en horizontal del nudo de apoyo 5;
Vo = v, por razén de simetiia;

U, uy = 2 uy por la misma razén;

u; = 2 u, porla misma razdn.

Las 4 ecuaciones restantes corresponden a los nudos 1y 2 (con ellas completa-
mos las 10).

7

/ | /
S ——-KTu, — K u, —»]fv«l(v2 =0, —~u..——u‘-—--u_1-;-~1-43——v4 =0,
Nudo 1 e Nudo 2 = ;
I's k 3K P E V3 = 3
e Vg = —: el Vp——— V¥, =0
?\ 4 i 4 - 2! 1t 2
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Sustituyendo 1y por su valor dado antes en funcién de U2 ¥ us, se obtiene "
sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas cuya solucion es:

Vs »p I3 P P L. 1op
Uy o o Uy T ; Vy oo — ) Py rm — v

3 K 6 K K 0

Por tanto, los desplazamientos de los nudos son (ver fig, M

', T
- P Nudos : '
\§ uz_ -Y'%T\ _ % “’“‘P"“én‘u’ o udo u v
N > | o
& P P
V- = AV, s L
an \ 2 Ko o I K | | 0 0
¢ Ny P X I's p p
@ TTtie= 2= Compye€sion 2 - - I —_
’i//\(y O v “f 3k K
78 TR —
U 4 =0 // 5 ‘/} k 3 l 3 P . ;] e
V. : 0 £ teaceis U= Y5 = 0 ‘ 6 K 6 K
L F — Acion N i1 5 ) K K
Xy b » 2. p
4 0 ; -
/ 777777 ’ . K
Vyz = 4P . s P 0
5 L,
6K 3 K ‘
Figura 7.
Los esfuerzos en cada harra son:
Barra ESFUERZO
1-2 K l (li P 0) cos 00° - ( — P - 0) cos 300’ = — PI_ 3 -~compresion
3 Kk K 3
23 ) /‘H
2-4 K (0 - | . cos 0° -+ _r +- —i) cos OO°J =..P Iw3~~compresi<‘;n
) 3 K K K 3
(V3 p , /
4.5 K (~—3— P 0} cos 60°-|- (0 - il cos 150° | = — P Vs compresion
A3 K K )
| - /_.‘ -
1-3 K (—L-— P 0) cos 0° -} (——]l Lo 0) €0s 90° | = 4- £V3 traccion
1o k 6 K , 6
(13 p I p “ pVs3s
3-5 K L - — -—] cos QV P4 ) cos 90° | = 4 LV 2 traccién
( 3K 6 ) Rl U K ) + 6
( —_— : —
i ) a /
2-3 ' KI (I 3P _2 P cos 60° -}- -‘I—l«if -i) cos 150° | = - —P--La-traccién
6 K 3 K , 6 K A 3
i ,":\ﬁ ’
3.4 K’ (0 - —l“’ Ll cos 600 — (L2 -+ AL -—P—) cos 30° | = - £V3 traccién
! ] 6 K K 6 K 1 3
I

Por ser el sistema estrictamente indeform

able, o sea, sin barras en exceso, los
esfuerzos de cada barr

a son independientes de las rigideces de las mismas,
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Ejemplo 4.":

Desplazamiento del nudo 2 y esfuerzo en la barra 1-2
figura 8.", Tiene dos barras en exceso que resultan de unir, ademads, los nudos 1 y 4
vies 2 v 5 de la estructura del ejemplo anterior por barras de la misma seccidn trans-

versal [por tanto, de rigideces - K
D¢ L 13 5 A .

v T

Figura 8¢

Sor.ucION:

El cuadro del ejemplo anterior se completa con las barras anadidas 1-4 y 2-5:

de la cstructura de la

Barra ‘;’ o b : Ky
‘[,
1-4 j 300 60° I K
4
: 3.
2-5 5 30° 120° ; ~\‘ K

1

Kya

i
i
e LT
1

I3

12

V3
12

A base del mismo, en la figura 9. establecemos los esquemas de las K, , K, .

K

3o
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Lo mismg que en el cjemplo anterior tenemos lag 6 ec

U=y =y =0, Vg ==y,

Las 4 que faltan resultan de establecer el equilibrio de d

uaciones:

Uy Uy =y = 2u,.

os nudos, por ejemply,

Tyel2:
/3 ) 1 :
— .1 u:2 — .l,“_§.__ u{ — us — e 3 Va l’( = 01
4 4 !
Nudo 1 ¢ . _
|3 ] |'3 P
T Uy -l Vo — ¥ .
‘ 4 | 12 2K
N — ,
ols I3 | 13 /3) .
i { ! Uy ot — y — Uy 10— — . o t
( 4 | 1) oy Ty ‘T( 4 |
3
+ Py - 'l4 vy =0;
Nudo 2/
S R (0 U |3 ( s | 3 3)
0— " . o Py e e gt Y —uy [ 0- ) =y,
( 4 4 - 4 ) LI 4 57 4 2 -t + 12 ’r‘4 i 4 2
I

Simplificando queda el sistena.

18wt 2134w (12 Jre=0;

Go 13) uy — (0421 3) ty = vy '3y, =0,

'

uspo%_zw_@+~l;%ﬂ££~

2
D

—tr b (242]3) gy (6 +- —]»75 ) V=3 =

Del cual se obtienen los desp]uzzunientos

Son inferiores, como era de esperar, a |
Es natural que al aumentay barras, 1
mientos de los nudos mds pequerios.

El esfuerzo de la barra 1-2 es:

: P P —
T= 1(, (0,457 - o) cos 609 -+ (~ 0619~ — o) sen 30°J

que es una compresicn casi mitad de la obtenidy en el

en exceso la han descargado.

del nudo 2 que son:

—_—
- NPT
by |= 288 - 147 13 P _ —0,619 P
432-4-256 )3 K K
e e i3 P
uy |=()'3 Lo 3-L-~--—»~)u.= 0,457 -~
'3 4 )K ( P ot
- _—

0s correspondientes del ejemplo anterior.
a estructura resulta mds rigida y los des_plaza-

=| —0,300p
- .

ejemplo anterior, Las barras
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Ejemplo 5.":

Estructura espacial (fig. 10) formada por el soporte de 4 barras 0-1, 0-2, 0-3

0-4, unidas por una articulacion en O.

Los puntos o nudos de sustentacion 1, 2, 3 v 4 estan fijos en un plano horizontal.

F-4

Y oXa

[Figura 1o,

Determinar el desplazamiento del nudo O vy los esfuerzos de las barras cuando
en él se aplican I toneladas en sentido horizontal paralelamente a la bisectriz de los

ejes O X v OY del triedro de referencia.

Las rigideces de las 4 barras se suponen ser proporcionales a los niimeros 1, 2,

3y 4, siendo K la de la menor.

SoLucION:

Tomando como ejes coordenados los de las direcciones indicadas en la figura

tenemos:
Barra a i I Y Ko Kﬁ 3 Ky Ko s Kaq Kg 4
o
ﬁ ! K K K
0-1 ° ° o 0 A R 0 — 0
Ik 90 RERE: ; 0 > >
0-2 | 90° 459 1350 0 K K 0 0 —K
‘ ‘ 3K 3K 3K
-3 J 50 1350 == - 0 0 —
0-3 90 135 0 > 5 >
0-4 |  60° 00" | 1500 K 0 3K o | -l3k]| o
|
I9635
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- F ae .
Como la fuerza I' tiene de componentes [y =Fy, = -5 F. =0, las 3 ecuacy,

)
nes correspondientes al nudo O serdn:
( ,)( +K) Uy -+ (';( — l'/f:}-K)tlr.,:F:VZ-;
(K 255 et (— k4 =) re=rilz
2 2
K I K K 3K
w13 Kyt =k 25y (K k3K {-JK)W =0
( 2 l )”o ( i 2 ) ot ( 2 1 2 0
Simplificando resulta:
3 uy 4 () — 2 lg) Wy = l“'Z—F:K;
5v0»§—«wu=V§—F:K;
(1 =2V3) tty +-vo L 12wy = 0.
Sorucidw:
~ ' F
Uy = 0,450 . F Vo = 0,288 . - We = —0,0257 , ."..
K K
Los esfuerzos de las barras son:
Tg—1 = 1[(0—0,450) cos 135° -+ (0 — 0,288) cos 90° -+ (0 — 0,0257) cos 135°) = | 0,337 F (traccién)

Ty _ 5 = 2[(0—0,450) cos 90° -+ (0—0,288) cos 45°4- (0 — 0,0257) cos 135°) = | —0,370 F (compresion)

Ty~ 3= 3[(0— 0,450) cos 90° + (0 — 0,288) cos 135% 4 (0 — 0,0257) cos 135°) = | - 0,666 £ (traccién)

Ty« =4](0— 0,450) cos 60° -+ (0 —0,288) cos 90° - (0—0,0257) cos 150°] = | — 0,811 F (compresion)

Ejemplo 6.":

Estructura formada por 9 barras.

Se apoya en 4 nudos firmes (
3y4.

La barra horizont
2-5, 46 y 3.5,

Los montantes 1-5, 4-5, 2-6 y 3-6 tienen de rigidez 2 K.

Determinar los recorridos (us vs ws) y (usvs we) de los nudos 5 y 6, respectiva-
mente, cuando la estructura estd sometida a una fuerza F horizontal, paralela a
bisectriz de los ejes coordenados O X, O, y aplicada en el nudo ntimero 6.

fig. 11) sobre el terreno, que son los ntimeros 1, 2,

al 5-6 tiene de rigidez 3K, o sea, triple de las diagonales 1-6
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SOLUCION:

De acuerdo con el esquema y la orientacion de ¢jes elegida tencmos que F

X o=

=F,=F ],22 > F. = 0. Ademds, podemos establecer el cuadro siguiente:

b | K fosa | sy st | K Ky Ky K Ky | Ky,
1-5] 2 0 0,6 0,8 0 072 | 1,28 o 0 0,96
2.6 2 0 0,0 0,8 0 072 1,28 0 0 0,06
-5 2 0| —o06 0,8 0 0,72 E 123 0 0 — 0,96
3-6| 2 0 | —06 08 0 072 128 | o0 0 —096
1-6 ] 1 06| 048 064 036  0,2304 0,4006 0,288 0381 | 0216
2-51 1 |—06] 048 064 036 02304 | 04006 —0288 —0384 =—0216
4-6 1 1 06| —048 0,64 036 . 02304 = 04096 —0,288 0384 ' 0216
3.5 1 | —06] —048 0,64 036 02304 | 04096 0288 —0,384 —0216
5.6 3 | o 0 s o 1 o 0 U

A la vista del mismo escribimos inmediatamente las ecuaciones de los nudos 5 y 6.

Nupno 5.

0+ 040,36 4-0,36 4 3) u; — 0.4y — 0.1z, — 0,30 1ty — 0,36 1ty — 3115 -}~ (0 4- 0 — 0,288 + 0,288 -}- 0) v, —
—0.v, —0.v,+ 0,288 - 0,288 vy — 0.v; -+ (0 4- 0 — 0,384 — 0,384 - 0) wy — 0.w, — 0w, - 0,384 w, -1
-+ 0,384 wy — 0wy = 0. 1
0 uy —0.uy — 0.1y + 0,288 1y — 0,288 1y — 0.1, +(0,72 4 0,72 -+ 0,2304 - 0,2204 - 0) v, — 0,72 v, —
—0,72v,—10,2304 v, — 0,2304 vy — 0.v; 4 (0,96 — 0,96 — 0,216 — 0,216 ~~ 0) wy — 0,96 w, -}- 0,96 w, -}
+ 0,216 w, - 0,216 W, — 0. w; = 0. 2]
— 0,768 uy —0.u, — 0.1, 0,384 1y -+ 0,384 1y — 0 1ty — 0,432 v, — 0,96 v, -+ 0,96 v, + 0,216 v, ~}-

+ 0,216 v; 4~ (1,28 - 1,28 -} 0,4006 -{- 0,4096 - 0) ws — 1,28 w, — 1,28 w, — 0,4096 W, — 0,4096 w, —
— 0.w;=0. (3]

Nupo 6.

(0+0+0,36 40,36 +4-3) ug — 0.1ty — 0.1 — 0,36 u; — 0,36 11, — 3 15 +4- (0 4 0 4~ 0,288 — 0,288 +- 0) v, —

—0.v;— 0.v; — 0,288 v, 0,288 v; — 0,v; - (0 |- 0 - 0,384 -i- 0,384 - 0) wy — 0.1, — 0., -— 0,384 w, —

— 0384w, — 0wy =—— .

_‘t_
F
5 {4]

0.u45—0.uy~—0.uy — 0,288 11, - 0,288 11, — 0. uy 4 (0,72 -+ 0,72 -} 0,2304 -+ 0,2304 -+ 0) ve— 0,72 v, —
— 0,72v; —0,2304 v, — 0,2304 v, — 0.v; + (0,96 — 0,96 - 0,216 -} 0,216 + 0) Wz — 0,96 W4 -+ 0,90 Wy —

—-0.216w,—0,21()1v‘——0.w5=~5 . (5]

0,768 ug — 0.1y — 0.1y — 0,384 11, — 0,384 u, — 0.u; - 0,432 vy — 0,96 v, - 0,96 v; — 0,216 v, — 0,216 v, —
— 0.v; -+ (1,28 + 1,28 - 0,4096 +- 0,4C96 + 0) wg — 1,28 wy — 1,28 wy — 0,4096 w, — 0,4096 w, — 0.w, — 0.

(6]
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A causa de la inmovilidad de los nudos 1, 2, 3y 4 estas 6 ecuaciones se sim

fican, va que w;p=v; =w,; =0 para i=1,2 3 v 4, resultando:

Dl
372u5 -- 31y ~ 0,768 w, = ,
1,9008 v; — 0,432 w, = 0,

— 0,768 1, — 0,432 v, -}- 3,3792 w, = 0,

3720y, — 3 u, -1-0,768 wy =

6= 0

1,0008 vy - 0432w, =
2K

0,768 tg - 0,432 v 4- 3,3792 w, =0 ,

!

Figura 11,

Para resolver este sistema despejemos Us U5 Ww; de |

as tres primeras ecuaciones ci
funcién de wq. Asi queda:

Uy =0845u;; v, =0045u;; w,=0,198y,. (7l

Colocando este valor de s en [4]; cambiando la ecuacién [4'] por su diferen
cia con [5'], tenemos las 3 ecuaciones [4], [5'] y [6] sustituidas por el mismo sis:
tema;

1,185 1t — 1,9008 vg -+ 0,336 w, = 0

1,900 v; 4- 0,432 We = u_.u_.l;ﬁ_
V2 k
07768 Uy + 0i432 Vg ‘}" 3,3792 We == 0
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3
| |
! !
i 3
| que resuelto nos da para el nudo 6 los desplazamientos: 4
i ; F F
; g = 0,440 . — ve = 0,403 , — Wy = — 0,133 . T
e K ’ K ‘ K 3
x il

?1"
;
' y teniendo en cuenta [7'] para el nudo 5:
g = 0,372 -~ v, = 0,0198 - wy = 0,08772 / ¢
| K K K
|
| Con ellos, la tensién de cada barra se obtiene inmediatamente:
.@ |
| T,.5=2(0,372 . 00,0198 . 0,6 --0,0872 . 0,8) F = ‘ 0,082 F (traccién) |
: - | :
| Ty =2(0,440 . 04 0,403 . 0,6 — 0,133 . 0,8) F =] 0,127 F (traccién) |
| e |
|

Ty s=2(0,372.0—00198.0,6--0,0872 . 0,8) F=| 0,058 F (traccién)

fI

: Ty6=2(0440 .0 — 0,403 . 0,6 — 9,133 . 0,8) # = | — 0,800 F (compresi6n)

1.6 = (0,440 . 0,6 - 0,403 . 0,48 — 0,133 . 0,64) F =| 0,375 F (traccion)

Tys=(—1006.03724- 00198, 048 -+ 0,0872 , 0,64) F = | —0,158 F (compresion)

T, =1006.0,440 —0,48 . 0,403 — 0,64 . 0.133) F = ‘——0,0141 F (compresion)

Ty5=(—1006.0372 —0,48 . 0,0198 4 0,64 . 0,0872) F ==|—0,078 F (compresién)

T56=3(0,44 —0,372) . | F=| 0,203 F (traccion) ’

IX. Conclusiones.

No es suficiente afiadir mas ejemplos para dejar patente la eficacia del método,
dados los elementos que en la actualidad se disponen para resolver sistemas lineales
40, 80, 100 e, incluso, muchas mis ecuaciones. Esta es cuestion que no ofrece dificul-
tad. El planteamiento de las ecuaciones resulta, como venimos diciendo, sencillo,
pues los coeficientes se escriben inmediatamente.

La posicion de los nudos puede referirse a un sistema de ejes coordenados car-
tesianos rectangulares, con lo cual se deducen las longitudes de las barras y los co-
senos de los dngulos que éstas forman con dichos ejes. Con eso y con las rigideces
de las barras, se establece un cuadro con el que se obtienen los coeficientes.
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Pueden abordarse con la misma sencille, estructuras reticulares planas Gue
tructuras estéreas.
El hacer diversas hipétesis de carga en los nudos, o de variaciones de temy

Der.
tura en las barras, va explicamos que no exige mas que cambiar los términos

it l'lld(-.
pendientes de las ecuaciones lineales que dan los desplazamientos.
Pensamos en el extraordinario interés que tiene el que en la utilizacién de ol

mdtodo el niimero de incognitas (componentes de los desplazamientos de los nudo
no aumente por el nimero de barras. Es sdlo funcién del niimero de nudos, pero y,
de que estén éstos entre si unidos por mis o por menos harras. No entrafia mas cop, g
plicacién el que se interconecten mas entre si los diversos nudos. Es quiza lo g
importante de su aplicacion.

El método expuesto permite no tener que aplicar aproximaciones o simplific
ciones (no siempre legitimas) para el proyecto de estructuras complicadas o para ¢
refuerzo o pretensado de una ya construida. Para el estudio del pandeo y de las y;
hraciones también tiene suma utilidad. Son temas que dejamos para otra ocasig
Pensamos que generalizados estos métodos (utilizando programas a realizar las ¢y
culadoras cléctricas, ete.), pudieran servir de alguna ayuda a la investigacion
cuestiones relativas a la constitucion v la estabilidad de la materia mineral e inclu,
organica.
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