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CONSIDERACIONES SOBRE
EL ESFUERZO CORTANTE

Por JACINTO MARTIN PALANCA

Ingeniero'de Caminos, Canales y Puertas

il

Estudia el ‘autor algunos puntos que, a su juicio, no se encuentran debidamente tratados,
o suficientemente desarrollados, en-Jos libros de Resistencia de Materiales. Demuestra
que la ley de distribucién de tensiones en una seccién maciza, no siempre responde a
la ¢lésica forma de tipo parabdlico, siendo este s6lo un caso particular, si bien el mas
“frecuenite, Liega a determinar un procedimiento cémodo para calcular Ia tenSIon en la

fibra neutra de cualquier seccion, y lo tabula para los casos mas frecuentes. Por ultimo,
se extiende en consideraciones sobre la supuesta ley de distribucién uniforme que se

propone con frecuencia para el caso de cizallamiento puro, expresando su conviccién’
de que se trata de una burda, aunque coémoda, aproximacion por defecto, poco reco-
mendable para célculos resistentes.

Al iniciar mi labor al frente de la clase de
Resistencia de Materiales, en la Escuela Téc-
nica Superior de Ingenieros de Telecomunica-
cion, me he visto obligado, légicamente, a dis-
poner en linea de combate pedagdgico, todos
los conocimientos e ideas adecuados al nivel

"que determina el programa de la referida asig-

natura en la citada Escuela. No todos los con-
ceptos han sido déciles al llamamiento, algunos
se han resistido, obligandome a trabajar sobre
ellos hasta hacerlos entrar en vereda. Uno de
los mas rebeldes ha sido el esfuerzo cortante,
respecto al cual, no se porqué, en Jos libros
que he tenido ocasién dg manejar, se detiene
el razonamiento en resulta__dos tan poco concre-
tos, que al lector no le es facil llegar a formarse

_ideas claras sobre la cuestion. E! objeto del pre-
sente articulo, es dar a conocer los resuitados-

de mis reflexiones, con absoluta despreocupa-
cion del grado de originalidad que puedan ofre-
cer al especialista ‘en la materia.

Hago gracia al lector del desarrollo analitico
de Jouravski, para calcular el valor de la ten-
sién cortante en secciones Iongltudunales de
piezas prismaticas 'sometidas a flexion, postu-
lando la igualdad de tensiones a lo largo de
lineas paralelas a la fibra netra; lo que en mis
tiempos de estudiante con D. Bernardo de Gran-
.cuya
expresion flnal ‘es Ia S|gu1ente
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daran:.

en donde b, b, son las anchuras de la seccion
transversal a las respectivas distancias y, z de

-Ja fibra neutra, siendo Y el maximo de dichas

distancias, / el momento de inercia de la seccion
completa, A el esfuerzo de cortadura solici-
tante de €lla, y 1, la tensién cortante -a la distan-
cia z de la fibra neutra.

- Si cambiamos los limites de mtegracwn la
iéormula anterior tomara este otro aspecto:

T = [f bydy—/'-byay]%

a

L S s A

b, .1 :
en donde las 1 son los momentos de primer gra-
do, respecto a.la.fibra néutra, de la parte de
seccion situada a un lado-de ella. Esta expre-
sién,- en el.forido, no.es mas sencilla- que la
anterior, - -pero "deésde luego resulta: menos -im-

_présionante,’y se- presta’a un’ manejo.mas facil,

Si un prisma elemental (dimension-a per-
pendicularmente -al plano del papel) esta some-
tido a tensiones: cortantes en sus caras, las ecua-
ciones de: proyeccuon del equllabrlo estatlco nos

"ft;.a.‘dx+;cf¥.a.'ax'i~_o
.a. dy+1- a;'dy='0 )

de- donde resulta

el e T S

S L
Tx_ T.X Ty_' Ty'
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Aplicando ahora la ecuacién de momentos,
tomandolos respecto al centro de.la seccidn:

dy dx
2»1,- .a.dx. -——*21 .a. dy _—;
2 2

‘de Td"onde: »

Ty =Ty

Es decir, que las tensiones cortantes en las
cuatro caras habran de tener-igual valor unita-

,.jtei' o

Figura 1.*

-

et

o

E 3
dx

rio;'y deberan estar dispuestas en los sentidos
‘que representa la figura.

Por el razonamiento anterior, la expresién
de Jouravski, que habia sido deducida para ten-
siones. cortantes en planos [ongitudinales, sera
también de aplicacién a las tensiones en la pro-
pia seccidon transversal, y nos brinda una ley
de distribucion de ellas.

La aplicacién del estudjo anterior a la sec-
cién rectanguiar, nos da como ley de distribu-
cién de tensiones:

‘ A (Y2 —2z2)
S L —— —z72);
. . Tz 21

que es-una. parabola de segundo grado, con
maximg-en.la fibra neutra. Algo parecido ocurre
con: la seccion circular, en que la ley es de as-
'pecto parabollco aunque no algébrica, tenien-

do, tamblen, su maximo en la fibra neutra.

Pero :no:ocurre igual enrtodos los casos. Por
ejemplo, en la seccidén rémbica, la ley de dis-
tribucion de tensiones cortantes sera:

(Y24 Y z—222);

que es también parabolica de segundo grado,
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pero su maximo no estad en la fibra neutra, sino
a Y/4 de distancia de ella, siendo su valor:

A ) !
KryaS 9
A g v max :_8_'10'
Tm-ix:——l_'_s‘.y-

Algo distinto ocurre en Ia seccién tipo “dia-
bolo”, en que la ley (suponiendo b, = 1,5 by)
sera:

A

T, =——(2Y2—Yz-——22);
N 3/

también parabolica de segundo grado, pero con
el maximo fuera de la zona considerada, sien-
do, por tanto, lo que se produce en la fibra
neutra, no un méaximo, sino un mayor valor.

En la seccién triangular, que en realidad es
una combinacién de las dos anteriores, la ley
es parabdlica Unica, con maximo a la mitad de
la altura del triangulo, que no es la fibra neu-
tra, ya que, debiendo pasar ésta por el centro
de gravedad, estara al tercio de la altura.

Es facil establecer un criterio general res-
pecto a la cuestién que nos ocupa. Si diferen-
ciamos la funcién de Jouravski:

A (—d -q:) b:»— (n\, —_ ”q;) d b,:
d ‘I,': —

Pero como:

dn.=b_.z.dz;

simplificaremos asi:

A A ny—m,
di, =—=—.z. dz—— L gy
! 1 b2, s

A .
=——.z. dz——=.db._;
/ b "

que, _particularizada para la fibra neutra, sera:

dx. T dbz
dz )0 b. dz

Siendo b, y 1. valores esencialmente positi-
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vos, se deduce: a) la funcién 1, tendrd un ma-
ximo en la fibra neutra (d 1. :d z=0), cuando

la linea de contorno de la seccion tenga en la-

fibra neutra tangentes paralelas entre si (d b,

:dz=0), como ocurre en las secciones rec-
tangular y circular; b) las inclinaciones de las -

i N

N |
—_— —4—

j N

a

Figura 2

tangentes a ambas funciones (t, y b.) en la li-
nea neutra, son siempre de signos contrarios;
es decir, que si la seccion tiene tangentes con-
vergentes, como el rombo, la ley de distribu-
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cion de tensiones cortantes las tendra diver-
gentes, y habra, por tanto, un maximo real den-
tro de la seccidn, pero no en la fibra neutra;
si, por el contrario, las tangentes al contorno

‘fuesen divergentes, como ocurre en el diabolo,.

las tangentes a la ley de tensiones seran con-
vergentes, y no habrd maximo real, producién-
dose un mayor 'valor en la fibra neutra.

Por tanto, la ley parabdlica  clasica, Unica
de que se suele hablar, carece de generalidad,
refiriéndose sélo al caso en que; las tangente;s
al contorno en. la fibra neutra sean paralelas
entre si (ordmanamente perpendiculares a la
fibra neutra), caso desde luego el mas frecuen-
te, pero no el Unico ni mucho menos.

La funcién 7, X b, es, en cambio, la qu,e
tiene siempre el aspecto parabdlico con méxi-
mo en la fibra neutra al que estamos acostum-
brados. En efecto:

d(,-z.bz) A dn, A
dz'_,.l'dz‘ e

que para .z = 0 sera siempre nula.

La ley de distribucién de tensiones cortan- .
tes a lo largo y a lo ancho de la seccion trans-
versal, tiene indudablemente soélo un interés teo-
rico. En la practica, nos conformamos  en gené-

“ral con conocer la ‘cuantia de ‘la mayor tension

producida y en qué sitio se "produce. Alterando.
ligeramente los términos del problema, vamos
a ocuparnos de calcular la tensién en la flbra

‘neutra; si estuviéramos en ei caso de tangentes

paralelas, la reputaremos como maxima; si las
tangentes fuesen divergentes, la considerare-
mos como mayor valor; sélo si estuviéramos ‘en

~ el caso de tangentes convergentes, nos veriamos

obligados a calcular la relacidén entre la tension

‘maxima y la producida en la fibra neutra, que si

se tratase de contornos rectilineos, hemos vis-
to vale 9/8, pero para contornos curvilineos sera
preciso estudiarla espemalmente

Segln la expresién de Jouravsk| el valor

- correspondiente a la fibra neutra sera:

-
byl

El momento de primer grado referido a media
seccion, puede ser sustituido por el producto de

" la superficie de dicha media seccion, multipli-

cada por la distancia de la fibra neutra al cen-
tro de gravedad de ella; asi como también, el
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BRAZO CORTANTE
EN DIVERSAS SECCIONES
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Figura 3.°
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momento de inercia de la seccién completa,
puede sustituirse por la suma de los momentos
de inercia de cada una-de las partes en que la
seccidon queda dividida por la fibra neutra, sien-
do cada uno de dichos momenios equivalente
al producto de la superficie correspondiente,
por el cuadrado del radio de giro de ella, refe-
rido a la fibra neutra. Entonces:
A I w2

bo Ty Ny w1

Ahora bien, pasando la fibra neutra por el cen-
tro de gravedad, los momentos de primer gra-
do de ambas-partes, referidos a dicha linea, de-
ben ser iguales, y por tanto:

A W, 2 w; .2 2 i,

= + = +
b, T, ws_‘/'s w; o1/ I, Ii

Los dos sumandos de! segundo miembro,
. son las terceras proporcionales entre el radio
o brazo ‘de giro o dindmico (como media), y el
brazo o radio estatico o de primer grado, va-
lor geométrico perfectamente definido, que en
lo sucesivo denominaremos “brazo cortante” de
cada una de las partes en que la seccién queda
dividida por la fibra neutra, designando también,
como brazo cortante de la seccién .completa, a
la suma de los brazos.cortantes. de sus dos par-
tes. Tendremos:

‘A

b

:XS—}—X.:X;
00

y entonces, finalmente:

>

To=

Es decir, la tension cortante en la fibra neutra
" (sea 0 no maxima o mayor valor) se obtendra
dividiendo el esfuerzo de cortadura solicitante
de la seccion, por la superficie de lo que de-
nominaremos “rectangulo de garganta”, cuya
anchura es la de la seccion en la fibra neutra,
y cuya altura es el brazo cortante de la seccién.

Nos conviene llegar a otra mterpretamon
geométrica mas intuitiva del fenémeno. Como
la ley de tensiones axiales debidas a la flexién,
es un plano pasando por la fibra neutra, la re-
sultante de dichas tensiones nos vendra expre-
sada por un momento de primer grado respec-
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to a la fibra neutra, mientras que el momento
de ellas desde la dicha fibra neutra sera..un
momento de segundo grado o de inercia. El co-
ciente del momento de inercia por el de primer
grado, de cada una de las. partes de la seccilc’m
divididas por la flbra neutra, a la vez que brazo
cortante parcial, serd la distancia- de la fibra
neutra al centro de presiones (en nuestro caso
de tensiones), y, por.tanto, el brazo cortante 10-
tal de la seccion serd la distancia entre los
centros de presiones de las zonas comprimidas
y tendidas como consecuencia de'la flexion, es
decir, la distancia entre centros de gravedad
de los diedros de tensiones. '
Es curioso que la antérior deduccion; que
no parece tener demasiadas’ dificultades, haya
escapado a los tratadistas clasicos de Resisten-
cia de Materiales, y s6lo la encontremos desarro-
llada en el libro sobre Hormigén Armado; de don
Alfonso Pefia, que estudiando un caso particular,
la seccion rectangular de hormigén armado, lle-
ga a deducir el valor matematico exacto del bra-
zo cortante, que denomina “brazo de palanca a
flexion”. Es lastima que la definicion geometrlca
del mismo no quedé del todo clara, y que mas
adelante le asigne un valor medio aproximado
unitario de 0,80, que no corresponde a la reali-
dad, gque se aproxma més a 0,85. -

Una de las ventajas de esta forma de v'er
las cosas, €s que siendo el brazo cortante una
caracteristica geométrica lineal perfectamente
definida para cada forma de seccion, existe pro-
porcnonahdad entre ‘ella y las restantes magnl-
tudes lineales, lo que permnte facilmente su ta-
bulacion. Incluso en las figuras no del todo se-
mejantes, como son las series de perfiles comer-
ciales de hierro (dobles tes, simples tes, ues,
tubos), las relaciones entre el brazo cortante y
el canto total son suficientemente parecidas
para poder unificar resultados. Se adjunta una
tabla de valores del brazo cortante, calculada
por el autor, que proporciona extraordinaria
comodidad al calculo de tensiones de cortadu-
ra en la fibra neutra de secciones frecuentes.

Los estudios elasticos de Saint-Venant, nie-
gan validez a-la expresién- de Jouravski, en las
proximidades de los puntos de aplicacién de
fuertes.cargas aisladas, entre las cuales hay
que considerar siempre las reacciones de apo-
yo. Tal vez en ello se basa €l criterio universal-
mente admitido para calcular a cortadura los
roblones, tornillos, etc. (dos cargas aisladas muy
proximas, que practicamente no producen fle-
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xién iniermedia), consistente en dividir el es-
fuerzo cortante por la superficie de la seccion,
para obtener la tension cortante.

‘,‘ La diferencia entre ambas formas de proce-
der, no es en modo alguno despreciable, ya que
para la seccién circular se obtendran los dos
vg|ores siguientes:

H=———— =128 o

' . D2 = T

: : : 21,33
: : | A o=

Vo e——— = 1,70 . —— !

v 2T p.ose.D D

en tanto para secciones rectangulares, la rela-
CIOn es de 1,50, y para secciones rémbicas, 1,78.

No tengo elementos de juicio suficientes
para emitir una opinién sobre dicha disparidad
de criterios y resultados, pues no conozco el
desarrollo de los estudios de Saint-Venant. Pero
lo que no cabe duda es que, dividiendo el es-
fuerzo por la superficie de.la seccion, lo que
obtenemos para la tension cortante, es un va-
lor medio uniforme en toda ella, inferior, por
tanto, a cualquier valor maximo, cualquiera que
sea la ley de distribucion desigual de las ten-
siones, por pequefia que -sea la desigualdad.
Es decir, nos aproximamos al valor real, posi-
blemente mucho mas, pero siempre por defecto,
y. esto en célculos resistentes puede ser peli-
groso.

Creo, sin embargo, que lo mas grave del pro-
cedimiento anterior, es la falsa idea que sugiere
el alumno (al establecer dos criterios de célcu-
lo distintos, sin la debida ponderacion de cir-
cunstancias), de que una cosa es el esfuerzo
cortante debido a la flexién, y otra totalmente
distinta, el esfuerzo cortante puro. En primer lu-
gar, no hay esfuerzo cortante debido a la fle-
Xién, sino esfuerzo -cortante concurrente ‘con la
flexion: la resultante de las fuerzas exteriores
(solicitaciones y sustentaciones) aplicadas a la
izquierda de la seccidn, si se proyecta sobre un
eje de la seccién transversal, nos da un esfuer-
Zo cortante, y si se toma su momento respecto
a.otro eje de la misma perpendicular al ante-
rior, nos da un momento flector; cada uno de
dichos -esfuerzos (fuerza y momento), “produce
en la seccion determinadas tensiones elasticas,
_de tipo cortante en un caso y de tipo axial en

316

el otro; y cada clase de tensiones tiene su ley
de distribucion de forma caracteristica. Dentro
del amplio ambito constituido por la simultanei-
dad de ambos esfuerzos, lo mismo que exis-
te un caso extremo de flexiones sin cortadu-
ras, existe el opuesto de cortaduras sin fle-
xiones o cortadura pura. El fendémeno de la cor-
tadura o cizallamiento es, por tanto, tnico, vy
como Unico debe ser estudiado, lo cual no es
obstaculo para establecer criterios de calculo
distintos segln las circunstancias, si realmente
estuviera justificado.

La evidencia de lo que antecede, sg,comprue-
ba por el hecho de que la separacién entre am-
bos casos no sea en modo alguno absoluta. Su-
pongamos, por ejemplo, un eje de maquina eléc-
trica horizontal, en que el devanado dei rotor
ocupe practicamente todo el espacio entre coji-
netes. Si podemos suponer que el rotor consti-
tuye una masa compacta y rigida, el eje deberia
calcularse por la expresién cldsica de cizalla-
miento puro, en la reducida zona de holgura en-
tre devanado y cojinete, solicitado por la mitad
del peso del rotor. Pero la hipétesis es demasia-
do optimista, o en todo caso, si puede conside-
rarse real en los primeros momentos, va perdien-
do validez con el tiempo, al cuartearse el barniz,
dejando cierta libertad de movimiento entre los

.paquetes de hilos; el devanado va pasando a ser
_una carga mas o menos uniformemente reparti-

da, y la tensién cortante debera calcularse, a
igualdad de solicitacién que antes, por la expre-
siébn de Jouravski, obteniendo valores aprecia-
blemente mayores que en el caso anterior.

No se ve claro hasta qué punto la variacion
de circunstancias antes expuesta, puede dar lu-
gar a dos leyes de distribucién de tensiones
cortantes en la seccién de apoyo, tan absoluta-
mente distintas; teniendo en cuenta que habla-
mos de esfuerzos cortantes, y no de momentos
flectores, para los cuales la referida variacion
de la hipétesis de solicitacion, justifica plena-
mente la diferencia entre las correspondientes
formas de trabajo. Creo mereceria la pena re-
visar estos conceptos, por quien se sienta con
fuerzas y medios para elio, pues la impresion
que producen es que el supuesto de distribucion
uniforme de tensiones en el caso de cizallamien-
to puro, no pasa de ser un artificio cémodo, pero
sin justificacion real.
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