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Se estudia en este articulo un modo consistente de determinar la superficie de in-

" fluencia o tuncién de Green para ‘una losa ortotropa rectanguiaf con dos bordes opues-

tos s:mplememe apoyados ¥ en los otros dos con condiciones de bordes generales. La
solucién se presenta en torma matricial adecuada para el célculo con ordenador.

1. Introduccién.

En ciertos tipos de tableros de puente, el estudio del reparto transversal de la
sobrecarga adquiere una fundamental importancia. Y dentro de los métodos de
calculo existentes, interesa destacar la aproximaciéon desarrollada por Guyén-Mas-
sonnet-Rowe, que consiste fundamentaimente en sustituir la estructura real del ta-

blero por una losa ortotropa equivalente.

La ecuacién general de la losa ortotropa y homogénea es:
| | kn W;,nn + 2 kye W, 1100+ Koo W;:Es‘: = P (xu' xs),
o mas compactamente utilizando el convenio de Einstein:
k,-,-w,,-,-”=_p(x.,x,‘)v iy—'l 2 ‘4(]) . k:k
" Y los esfuerzos son: |

M= "I(kn W T k'w’w) : .
My = — (kles Wy +kw,y) . '
M]g':“_ (‘(12 _’,() W,,g=M-_;1 .

Q, : = kyy Wru,a—kxzkw»nze o o (1, @)
Q, = —kug Wy200 — kig W) 11e

Ry = Qx »+_M12,2=“k11 Wi — (2 k1° k) Wn°2 Y

R, = Q,—i—M»,,,:-—k?n W, ss0 — (2 k,,—k) a

En donde p (x4, X2) es la carga actuante por unidad de area en el punto (x1, X2) de Ia
placa La SItuamon de’ ejes pueden verse en la figura 1.2,
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Figura 1.*
‘W = w (X, X2) es la flecha:
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M;;, Q, y R; son los esfuerzos, con el convenio de signos indicados en la figu-
ra 2.2 (i,j =1,2). :

P (x1, X2) ¥ W (x4, X5) positivos en la direccidn de x; positiva.
La resolucién de la ecuacién (1) puede verse en () para el caso de simple apo-

-yo en dos bordes opuestos. Sin embargo, la solucion alii presentada, de un gran
- valor practico, no es consistente en el sentido de que el coeficiente de Poisson es
" despreciado al plantear las condiciones de borde y en el interior de la placa es re-

tenido. Mas conveniente resulta la solucion indicada (ll), pero se restringe a las
condiciories de simple apoyo o de borde libre a lo largo de xo = 0y x, = 1..

| m2| '9-'/2 mai,2 412
Y2+7 Q2,2 dle

Moz + /2 maz,2 dxy

—_—r

-2 mn, dx o+ 2w, dxg

| . / Y
le‘/ZMIZ,IJ)h - / — ——

d T ; l MIZ +l/2 M2yl J:q
- ,
%) /2%’91' xi - x CLI+ '/2 %,’, J:l’_l
~ l w22 -2 ma2,2 dx,
*3
MZ’—'[/ZWQJ’Q. JZ q/g_ - 1/2 q,Q_,?_AXZ

Figura 2.

En la solucién que se obtiene aqui, se considera a lo largo de dichos bordes la
condicién de viga flexible, que incluye como casos particulares los estudiados en
(). El-planteamiento matricial es analogo al realizado en (lil) para la resolucién de

laminas cilindricas.

2. Definicion de los parametros de la placa.

Para la losa representada en la figura 1.2 se considera una solucién del tipo
Levy, es decir: -

. =] n~
w= % F"x)senk, x, (2) con A o=,

n=1

Si p (X, %) =8 (X, — oy, Xo — ) = & (X; — ) § (Xo — &s), donde § representa la delta '

de Dirac, entonces:

23 (xg — ay)
I,

©
p(xllxﬁ): 2
n=1

sen A, «;sen A, x,
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' sUst'ituye'ndo (2) en (1)'y considerando el término n-simb se o'_btie‘ne:

ey ™ 2 k22 F’Sg) + ko F,(zggq —20(xs—) sen (3)
1
La ecuacién caracteristica de (3) es
k“ —2k,”\ ke pyt =0, -
l/ kln—O—‘/kln kn 32
. K25 -
En el caso de puentes, normalmente 3 ;{2 < 1y se puede poner entonces:
: 11 Az :
cosa=¢— ’ » B:-I/-El
| View kes ke

« 'y  son los parametros que definen la ortotropia de la placa; con lo que la expre-
sién de las raices de la ecuacion caracteristica toma la forma:

P, ===}, 6(cos —;——_—+_—isen —;—) =n(==ris)
con:
r=10 N cosi=ﬂicbs-ﬁ—>0;
2 I
s=10x sen —— = —- sen —?->O;

Nl

3. Solucién complementana de Ila ecuacion (3).

Es Ia solucnon de la ecuacidén (3) con el segundo mlembro lgual a cero. Se-uti-
liza un super-indice para indicar el. orden-del arménico n-simo.
La solucion complementaria F ™ (x,) tiene la forma:

F™ (x,) = e~ ""*(a," cos n s xo + a,(" sennsxn)—{—e"”"" (Mcosnsxs+a/Msennsxy), (4)
ps 1 g as 2

en donde a®,, a®,, a®, y a®, son cuatro conStariteS'éitbitrarias.
Si se hace el cambio u, = I.— x, en el segundo término del segundo miembro
de (4) y se reordenan las constantes conservando su antenor notacion, se Hega

( ) )
F™ (x5) = —t— p, " (g - 22 Pl (ug) + == ps™ (ny) , (5)
“con
) (xg) = h . sen )\?n % """ X cosns Xy
2n? \/kn kes A
(n) (xz)': I ) sen lsn o . e—'nrxz senn s x,.
2 n? \/kn ks n A
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Se pueden obtener las sucesivas derivadas de F(C"J (x2) por medio de una férmula
de recurrencia; en efecto si

_ (m) ()
P Fc(n) (xs, Ug)s = Ak(n) [ a:, Pl(") (xs) + ____st Ps(n) (Xg)] +
3 xq

(n)
1

" qu(m) '
+ Bk(n) [_C'zs_ Pl(n) (xs) — g Pz(n-) (xz)] =
=AM " (x) + B 24" (x3),

entonces puede comprobarse que:

K1 .
o ‘ i '
3 xk T ;Fc(") (Xg, Ug)g = A,‘(")_*_I ¢1(n (xi) + B;(")_i_ | @2('1) (XQ)
con
A == [r A"+ 585 (©)
B v = n[sAM—rB™].

Con las férmulas de recurrencia (6) se puede deducir la derivada de cual-

quier orden de Fin (x.), teniendo en cuenta la igualdad siguiente:
dkF ™ kg™ ok F (M

< — (=D @

d xgk axk 3 uy

4. Solucion particular de la ecuaciéon (3).

Se considera como solucién particular F ‘O'ﬂ(xg) la correspondiente a una placa
infinita en’ la direcciéon x..

Las condiciones. de borde en este caso son:

10 F" (x,) = o cuando |%2| > oo

2.0 ng (x,) = o para x, = a,

' sen A, o1
- 3.0 F(()?zjzz (x2) = =+ ] kn para Xx: = a: ¢ (e—» + 0).
1 Koy

Sea:

a‘(n)
s

(n) (n) (m)
a , a , a ) .
) ‘Fo(n) (xs) = *‘r Pl(n) (x's) + “2? Pz(n) (x'g) + ——3’ P|(n-) (V') + Pz(") (u'g),

con xy=x,—a, » Y vy = vy — Iy .

'Si se considera x> 0 la primera condicién conduce a al” =a” = 0y de
las dos restantes se deduce: a” =al"” =1.

Analogamente cuando x’; < 0 se obtiene: & =al” =0; al” =al” =1,

La soluc}ic’m particular es:

1
B ) = p® @t L p® ) para xeZa;

1 , 1 ,
Fo™ (x) = - pi™ (x'g) + -~ p™ (x's) para Xy,
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5. Expresién de los desplazamientos y de los esfuerzos.

A partir de los resultados.obtenidos anteriormente la solucion general de la ecua-
cion (1) es ' '

® "
W= E wi con: W = w‘(']’) + w?‘") = F‘g) (xe) sen?, x, T FC(") (x5} sen X, X,

n=1

Y cualquier esfuerzo genérico T puede obtenerse mediante las (1, a), alcanzan-
dose el siguiente resultado general: : A

T con r(nj —_ To(") + 7™ .
c

T =
. .

n

148

; siendo:

TH = g™ | P‘F)_(xg, o) e-al™. SN xp,
1M = g by - P (', u') - esoe Mn X1
En donde:
g(") es Un_ coeficiente, dim. (1 X 1).
I, =(A,B,C,D) dim. (1 X 4) .
lo = (A, B, 0, 0) dim. (1 )X 4) si xz> 0y,
ly= (O, O, C, D dim. (1 X 4) si x; < as.
PO (xq, ug) = 5}“’ (x2) y  ps™(xa), o |, o} dim. (4 X 4)
' _pg(n)' (,;2), p™ '(XZ,,, 0 ;. O
o . o , N P (uy), o™ (ug)
\ ‘ o , o , —p (vs), , £, (uy) ’

e=di09~(—]— L 1 ’l) matriz diagonal, dim. (4 X 4) ;
C\r s r s ,
. LR I R
e, = matriz columna (— y— 1 — —) dim. (4 X 1),
r s r s

o = matriz columna (a 1, g el a.(")) dim. (43X ’I}).

\\\I

Las expresuones de A, B,Cy D se dan en el siguiente cuadro, obtenido utilizan-
do las férmulas (1, a), () y (7), no dependlendo del orden n-del arménico y solo
del tipo del esfuerzo T.

El coeficiente g puede verse en el ‘mismo cuadro

En las formulas anteriores y en las que siguen se representan las' cantidades

matnmales con un trazo inferior.
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FUNCION | g™ | A B C D o Ny X

w(® 1| 1 0 AL B | senn,x,
wi g A a o A | B cosh, x,
|
w
g n -r s —A| — 8B sen %, x,
ME':) nt ki dg® —k (r — s%) 2krs A B sen A, x,
M;:) nt kX2 — koo (12— s?) 2kosts A B sen k, x,
|
Mi:) n® (kye — k) r — (kys — k) s 2y —A| —8B cos A, X,
ki 23 :
Q(n) 3 11 ™ ‘
! n — ko (r?— sH) Ay Zkiprsh A 8 cos hy X
ksg (r3 — 3 7 s2) koy (s3 — 3sr%) :‘
Qi 3 ; - —~A. —B| -sen)
2 n kg r A Tk sy A senh, x;
- » k23 -
R(n) 1N B . .
’ " Qkp— ks, | PReT sk A8 cosk, X,
. (n) koo (r* — 3 rs?) koo (s3 —3sr?) i
Rz .| ..n? — A i —B sen )\, X,

— (2kyy — k) r ke +(2kys — k) s k2

6. Condiciones de borde.
Se considera la existencia de vigas flexibles a lo largo de los bordes x. =0y

Es conveniente definir ahora unas nuevas cantidades matriciales en las distintas
partes de la esiructura.

Placa.

Se designa generador de desplazamientos a la matriz:

w :[ wt ]2 G %mc . P (xg,us) . @ 0(">+ Mg - pin (x's) U'y) - eo%sen l(n) Xy (8)

W,2(")
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AN

con:

h(ﬂ):_-] ,<-O m, = 1 ’ 0 ’ 1 ’ 0" .
. LO' n —rv/ s, r ., —S

m=19 , 0.1, T, 0]si x: <0y
6, 0, r , —s

Y analogamente se define el generador de esfuerzos:

=T M;Z) 1=k™ .gnc . ptm (x3,u) . . alm +ny . pim (x'gus) . e”g sen )‘(n) Xy ; @
Ré(ﬂ)'J . |
con: _ A
kM — [n”.,' 0] n’cb-_—[ al‘ , by, a b, ];
{0, n ] @, by, —ay , —b,
m=la , b , 0, o] o simem
a , by, , 0,0 ,
M=o, 0., & ., b‘] | nsn
_'.0 , 0 ., —:02 ; — by o
ay = kA2 — kg (rF — s2) b,=2kewrs,

Gy = ke (1 = 3752 — (2kyo — k) r Ao, bo = kog (s3 — 35 12) 4 (2kyo — k) s 4,2.

fn})

Se designa por W' , x , W{ y x!") los valores de W™ y x para x, = 0
y x» = Iy, respectivamente. - .

.Bor‘de Xo = 0

‘La V|ga en este borde se defme por las caracteristicas mecéanicas 14:d, y se su-
pone que posee un eje vertical de simetria a la distancia x, = —d, (d, es una
cantidad posmva)

"Los esfuerzos que actian directamente sobre la viga son:

I

@ -}
MR = 32 ml")senn, x
n= n=1 M, 4 v R, 4 son el momento torsor

Mvd

(m ' y la fuerza vertical, respectivamente)

. @ @
R,g= X RV")d= Y nysenk, x

. Se definen, de manera analoga, el generador de desplazamlentos W(d y el de

esfuerzos x ) como:
Wv"ll = [wvn‘){ —‘ = [ (") ]sen )\n X
: ( .- ,
wJ-'L, 21 (V"ZJ 2

?(an)!:[M(znz)vdilz[m(z’gvdJ . sen }‘n X, .
( ( . :
‘ R2n)vd '2")vd‘ ‘
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Y existe entre ellos la siguiente relacién constitutiva:

xint)i - Fd . W&"& (]0) con Fd = 0 . _. )\n2 G Jd
MPElG, 0 '
siendo E el moédulo de elasticidad y G =2—(1ﬁ.
v
Condiciones de equilibrio: ,
va"‘), =14 . xg')—{— pf,"L .senk, x; ] an

con ty=|[1 ,  —dy4 pl") = m{
0 1 RS

Condiciones de compatibilidad:
Wik =tq. WY, (12)
De las ecuaciones (8), (9), (10), (11), y (12) se obtiene:

ag') .a"+ 32,") =0; o (13)
con o) ={Fy .ty AV m Aty KL PM(0L). e  dim. (2X4);
B = — Pl + (Fg g b my — g K no| PV (0, ) . &  dim. @X D).

Borde x, = I
Analogamente se definen I, J; y xa=d,+ /L " (d;>0):

-] «©
M, ;= & M= % misend x;
=1 n=1

vi= ¥ rjpsend x,.

S i e
VY n
va: h2 RV = 1
=1 n=1

Las siguientes igualdades se cumpien:

= Fp . Wi (14)  con  F= l 0o, —)'G J,]
)\n4 E ’fl O
xf,"} = —t. x(f") —+ p(v")f senk,x; (15 conty=11 , d;
0, 1
P} = [m)
{ r("f) .
win =t wi) (16) v

De las ecuaciones (8), (9), (14), (15), y (16) se obtiene:
' o . o™ g =0, (17)
en donde: af = {F . t; . b . m 44 K 0 [P, 00 e dim. (23X 4).

B = — p g B D my e ™ 0[P (1 — 6., 0) . e dim. (2X ).

506 REVISTA DE OBRAS PUBLICAS



" JUNIO

1967

(13) y (17) constituyen el sistema de ecuaciones que sirven para determinar las cua-

tro constantes a(™, es decir:
M =7 4P =17 g ' : .
. agn) ﬁ;") ' . (18)

Una vez conocidos a de (18) se sustifuye su valor en las expresiones del pa-
ragrafo 5 para obtener los desplazamientos y esfuerzos en cualquier punto de la
placa, y. en particular, de aqui mediante-las ecuaciones (11), (12), (15)-y (16) se de-
ducen los desplazamientos y esfuerzos (*) a lo largo de las vigas del borde. .

1 1

Para los casos: 1.° ly=lg=Jg=Jy=0 y ?"”—:—"“ =y =1l=0
: . d f

han sido presentados-resultados en (ll), con indicaciéon de la rapidez de la conver-
gencia al incrementar el nimero de arménicos n. Para el caso de una carga aisla-
da se comprueba que los resultados obtenidos -mediante la regla usual de incre-
mentar un 10 por 100 el valor obtenido para el pnmer armoénico, no siempre que—
dan del lado de la seguridad.

(*) En realidad, las férmulas (11) y (15) dan bla defivada respecto a x, de los esfuerzos actuénj-
tes en las vigas de borde. ‘ :

|
i

4
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