NUEVAS PERSPECTIVAS EN EL CALCULO -
DE PRESAS DE MATERIALES SUELTOS

En los ultimos treinta afios, el concepto sobre la presa
de materiales sueltos ha evolucionado esencialmente. An-
tes se la consideraba como un tipo de construccion se-
cundario, empleado preferentemente en obras de poca
importancia, y cuya seguridad era relativamente dudosa,
si se la comparaba con la que podian ofrecer las presas
de fabrica mas consistentes, de comportamiento mas co-
nocido y calculables por métodos mas cientificos.

Hoy, sin embargo, no existe una diferencia de esti-
macién entre ambas clases de estructuras, y mas bien
se cree que la presa de materiales sueltos es mas apta

para conseguir garantia suficiente en los casos de con-

diciones .geologicas dudosas, ya que no impone al terreno
tensiones tangenciales ni gradientes hidraulicos tan gran-
des como las presas compactas.

El camino recorrido en el arte de construir presas de
materiales sueltos ha sido largb, y el ingeniero, al estam-
par hoy su firma en un proyecto de esta clase, siente
incluso menos ansiedad por la responsabilidad contraida
que en el caso de otro tipo de presas. Esto se debe a que
la experiencia demuestra que bien pocas veces el terreno
de cimentacién, o las canteras de materiales, dejan de
guardar incognitas, y las presas de materiales sueltos se
adaptan con facilidad mucho ‘mayor a variaciones respecto
a las condiciones previstas.

Por otra parte, alyau'mentér la altura de las obras, las
solicitaciones sobre el cimiento crecen. Las rocas, aun
las mejores, no tienen una resistencia infinita, por o cual
parece claro que se alcanzard un limite de altura, por en-
cima del cual tan solo la presa de materiales sueitos re-
sultara viable.

Los brillantes resultados obtenidos se deben a per-
feccionamientos en las técnicas de proyecto y construc-
cion. De la presa homogénea hemos pasado, en la ma-
yor parte de los casos, a la de zonas diferenciadas, y
entre estas ultimas, los materiales de transicion o |os
filtros graduados impiden la erosién interna aun en el
caso extremo de formacion de grietas. En cuanto a la
construccion, el enorme desarrollo de la maquinaria de
todo género permite desmehuzar, seleccicnar, mezclar y
compactar cada vez mejor y mas econdmicamente.

Todo este progreso ha sido bastante para hacer pa-
sar inadvertido un hecho que, sin embargo, es impor-
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tante: el método empleado en [a comprobaciéon de los
taludes de’ las  presas de materiales .sueltos, no ha evo-
lucionado apenas desde desde que fue creado, en 1917,
y es, por otra parte, tan primitivo, que no ha sido capaz
de aportar progresos apreciables a la técnica de las
mismas.

El perfil de las presas no ha variado de aspecto. En
cuanto a sus taludes, a pesar de estar constituidos por
materiales mejores, son mas tendidos que en las presas
antiguas, lo. cual conduce evidentemente a mayor segu-
ridad, sin necesidad de comprobacién por calculo alguno.

El .método de calculo empleado_es un procedimiento
de comprobacién a la rotura, a Io'lérgo de lineas esco-
gidas arbitrariamente, y no nos da informacion alguna
sobre la manera real de trabajar de la presa, de distri-
buirse las_tensiones ni sobre la aparicion y propagacién
de zonas plasticas focales. :

El primitivismo de! método fue reforzado durante mu-
chos afios por la trivialidad en su aplicacion. El mé-
todo original de la circunferencia de rozamiento, si bien
elemental en su planteamiento, tiene cierto rigor teérico,
especialmente a partir de las precisiones de Taylor, pero
pronto quedo desplazado para el calculo de presas de
tierra por una version simplificada del metodo de las
fajas de Fellenius, presentada por May en e] Congreso
de Grandes Presas de 1936 (May, 1936).

La circunstancia, que estimamos desgraciadas, de que
tan esquematico método quedase recogido en el Manual
de presas del Bureau of Reclamation, aseguré su difu-
sién. El método de May, sin embargo, no tiene en cuenta
la transmisién lateral de fuerzas entre las diversas fajas,
y ni siquiera insinta la existencia de la misma. El error
debido a ignorar las presiones efectivas en los planos
verticales de separacién de las fajas es apreciable, pero,
en el caso de presas de tierra, no es grande, .especial-
mente si son altas, ya que entonces el efecto de la co-
hesion se difumina y las posibles lineas de rotura son
de curvatura relativamente pequefas. Pero, como ha sido
mostrado por diversos autores, y en particular por V. Es-
cario (1961), el error cometido al no tener en cuenta
la transmision de fuerzas por medio de las presiones
neutras -€s ya decididamente inaceptable.

El _per»iodo de mayor difusién del método de May
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debe considerarse, por lo tanto, como de regresion en
el tratamiento del problema. Coincide con un periodo
especial de relativo decaimiento en la Mecanica del Sue-
lo, en el que, después de los entusiasmos iniciales, segin
los cuales parecia que en plazo breve esta rama de la
técnica iba a ser tan precisa y sistematica como el calcu-
lo de las estructuras fabricadas, se comprueba la gran
complejidad de las propiedades de los suelos y la difi-
cultad de definirlas, dadas las heterogeneidades de las
masas en estudio.

En este periodo, en el que los filos de los machetes
de los primeros pioneros se han mellado, y fodavia no
se han forjado otros nuevos, prolifera la idea de que,
siendo el suelo tan complejo, no merece la pena aplicar
métodos analiticos complicados para estudiarlo. Poco fal-
taba para darle postumamente la razén a Fillunger (1936),
en su célebre polémica, y reconocer que lo mas a gue
podla aspirarse era a una Geologia ingenieril con un me-
jor conocimiento fundamental de los procesos de defor-
macién del suelo, pero con pretensiones cuantitativas casi
nulas.

Esta regresion, cuya causa principal fue, sin duda, las
catastroficas circunstancias mundiales, llego precisamente a
truncar la linea sefialada en un momento muy prometedor.
En las Memorias del citado Congreso de Grandes Presas,
de Washington, hay varios trabajos de analisis realmente
profundo de las condiciones de estabilidad de las pre-
sas, como son los de Frontard y Mayer y los de Ehren-
berg, Jonson y Brahtz, este ultimo particularmente inte-
résante, por ser la primera tentativa que conocemos de
mtroduc:r en el analisis el hecho de que la presa no es
un cuerpo creado fuera de la accion de la gravedad, y
sometido luego a ella, sino que esta construida paula-
tinamente, capa a capa, de forma que cada masa de
tierra anadida incide sobre un cuerpo ya deformado por
st peso propio, y, por lo tante, con un estado tensional
ya. existente. Intenta igualmente apreciar, por medio de
un coeficiente, el efecto de precompresion que el apiso-

‘nado induce en las tierras, imponiéndoles ciertas tensio-

n‘es‘residuales que se sobreponen a las de peso propio.
E! método de Brahtz no era, evidentemente, correcto,
ya que no tomaba en cuenta la variacion que en el estado
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de tensiones inicialmente calculado produce el hecho de
gue se alcance la condicién de plasticidad en una zona
determinada. Por otra parte, estaba presentado en una
forma de complicada aplicacion practica, demasiado com-
plicada para las tendencias de ague! momento, en el que
se suponia que la complejidad matematica ‘diluia la rea-
lidad fisica. Aun asi, este método daba una cierta idea de
las zonas débiles del macizo de la presa, que no podia
obtenerse de otra manera, y asi lo aplicamos en su dia,
conjuntamente con el método sueco, a los estudios pre-
liminares para el Proyecto Reformado de la Presa de la
Sotonera. En la figura 1.2 vemos los resultados de esia
comprobacion. A la derecha, el estado del talud aguas
abajo, para embalsar lleno, y a la izquierda, el del talud
de aguas arriba para desembalse instantaneo. Los nume-
ros significan el coeflc:lente de seguridad de cada punto
respecto a la aparicién del estado plastico. Vemos que,
en el caso de embalse lleno, ningun punto llega a entrar
en este estado, por lo cual el método empleado resulta
tedricamente licito.

E! trabajo de Brahtz, sin embargo, no alcanzd reso-
nancia notable. Quizd uno de los pocos casos en que
pudo realmente utilizarse sea éste de la comprobacion
del peffil antiguo de la Sotonera (homogeéneo), pero ca-
rece de flexibilidad para adaptarse a heterogeneidades,
formas complicadas y, especiaimente, a zonas de mate-
riales distintos.

En el proyecto definitivo de La Sotonera {con espal-
dones permeables), no pudo, por esta causa, aplicarse.
Faltaban todavia algunos afios para que la complejidad
matematica dejase de inspirar temor, 1o cual llegé con
el desarollé de los ordenadores electrgnicos, y para que
se reconociese que es precisamente aquella la que per-
mite que el aparato analitico se cifia, como una piel,
a la presencia viva del fenémeno. Es necesario liegar
a 1952, diecisiéis afios después del Congreso de Was-
hington, para encontrar un progreso importante, con la
tesis doctoral de Bishop (1952).

El método de Bishop, sin embargo, no difiere esen-
cialmente del método sueco original, sin la simplificacion
indicada por Fellenius y vulgarizada por May. No tiene en
principio mas valor que el de marcar el momento ael

Fig. 1" — Resultados de la aplicacion del método de Brahtz a! perfil tipo original de la presa de la Sotonera.

(Results of the application of the Brahtz’s method to the original section of the Sotonera dam).
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‘retorno de la marea y, por otra parte, el de sustituir el
delicado método grafico propugnado por Fellenius vy
Ehrenberg por-un método.analitico en diferencias finitas.
El desarrollo de los ordenadores electrénicos alcanzé muy
pronto a este método, y permite hoy calcular el coefi-
ciente de seguridad de un circulo en algunos segundos.

Con todo, este mismo método, asi como el de Janbu
y el -reciente de Nonveiller, aplicables estos dos ultimos
a - lineas de forma cualquiera, no ha servido tampoco
para perfeccionar la concepcion de la obra, siendo asi
que .ésta es la principal'misién de los. estudios de re-
sistencia. de materiales. No es dificil, por ejemplo,. lle-
gar- a formular leyes empiricas para construir un deter-
minado ‘tipo ‘de bdveda, pero la creacion de una nueva
forma conduce a una indeterminacion de grado tan ailto,
que sblo se puede salvar si‘-conocemos la influencia que
en la distribucion .de tensiones tiene cada variacién in-
troducida. Todavia es mas sensible este problema en in-
genieria ‘mecanica. Nada mas facil que proyectar una
pieza de maquina, probando una forma tras otra, hasta
~ encontrar aquélia que resista. Pero soélo un estudio por

“medio de la resistencia de materiales nos indicara la
forma racional en la que todo el material resulte apro-
vechado y en la que no existan concentraciones peligro-
sas de tensiones. ’

La razén de la incapacidad del método de compro-

bacion de taludes para promover el progreso de ias pre-
sas de materiales sueltos, radica en que no nos ha dado
una pintura real del estado de tensiones. Sélo este ana-
lisis permite averiguar donde sobra material y donde falta,
y distribuirio adecuadamente. Una presa de materiales
sueltos, ademas, no es un elemenio que se construya de
una vez, ni tampoco es una pieza de maquina en la que
las tensiones originadas por el peso propio son insignifi-"
cantes 0, al menos, secundarias: una presa de materiales
sueltos se construye poco a poco, y el peso propio es la
fuente principal de tensiones. En consecuencia, el estado
de tensiones depende esenciaimente del.proceso de cons-
truccion y, dadas las. propiedades de los materiales:emn-
pleados, de los asientos relativos posteriores.
- . Un ejemplo muy claro del primitivismo de los métodos
de caiculo empleados en las presas de materiales suel-
tos lo ‘constituye la comprobacion de la estabilidad de.
presas con nucleo delgado, para el caso de embalse lle-
no. Durante mucho tiempo el calculo se efectud por cir-
culos ‘céncavos hacia arriba hasta que quedé claro por
medio del trabajo de Samsioe (1954) que la forma pro-
bable de rotura tenia la convexidad en esa direccion.
‘Pero la forma real de calcular esta liena de rotura sigue .
sin conocerse, ya que no se sabe la direccion de las ten-
siones en el contacto entre el nucleo y los espaldones,
que dependen sin duda de la deformabilidad y de los
asientos en el tiempo de los materiales respectivos.

“Tan soélo recientemente se ha llegado a sospechar que
el empuje de los espaldones tiene necesariamente que
provacar en muchos casos condiciones de plasticidad con-
tenida en el nlcleo, situacion que, de acuerdo con Non-
veiller (1961), resultaria muy favorable ya que impediria
la produccion. de grietas en aquél. Sin embargo, se de-
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duce también queé ésta condicion de plasticidad se pro-
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duce con mayor facilidad en nucleos relativamente an-

c_hos y no puede por menos de pensarse si las grietas lon-
gitudinales observadas en las presas de la T. V. A. pu-
dieran ser debidas a un efecto desfavorable de esta con-
dicion. .

Resulta necesario, por lo tanto, hacer un esfuerzo para
reanudar el camino olvidado y poner el calculo de las pre-
sas de tierra a una altura tedrica comparable al calculo de
las demés estructuras. Este esfuerzo es similar al que per-
mitié pasar de la Resistencia de Materiales clésica a la
Mecanica Elastica en el primer cuarto de este siglo. Tene-
mos que prever que la tarea serd mucho mas complicada,

‘'ya que las tierras presentan caracteristicas de heterogenei-

dad, anisotropia, 'y de p|asticidad y de deformacidon re-
tardada muy complejas, y aun en los casos en que deci-
mos que permanecen en estado elastico aplicamos el
sentido més lato de esta expresién. Es decir, que existe
una ley, por complicada que sea, que permite relacionar
tensiones con deformaciones. Afortunadamente, si bien la
tarea es de una complejidad mucho mayor que aquella
con la que se enfrentaron los creadores de la Mecéanica
Elastica, también nuestros recursos son mayores, espe-
cialmente en lo que se refiere a.los méiodos.que des-
componen el continuo en elementos finiios y a la aplica-
cion a los mismos de los ordenadores.

Las fases en la resolucién del problema del estado
tensional de un macizo de materiales sueltos, en general,
y de una presa constituida por ellos, en particular, son
dos: por una parte, ‘estd el pianteamiento del sistema o
sistemas de ecuaciones diferenciales que, junto con las
condiciones de borde describen el estado tensional del
macizo. Por otra parte, estd la resolucion de este sistema
de ecuaciones. ' .

La primera fase constituye por si sola uno de los te-
mas béasicos de la Mecanica del Suelo e implica el co-
nocimiento del comportamiento real del terreno para cada
nivel de carga. Dicho de otra manera: para resolverla,
es necesario saber la relacion entre tensiones y deforma-
ciones en cualquier estado de solicitacion. .

No vamos a entrar ahora a estudiar este complejisi-
mo" asunto que de manera permanente es uno. de los
campos favoritos de los investigadores, y en el cual que-
da ailn una enorme extension sin explorar. Con todo, co-
nocemos hoy ya lo suficiente para, mediante algunas sim-
plificaciones, llegar a formular modelos matematicos su-
ficientemente aproximados. Este es, al fin y al cabo, el mis-
mo camino que se sigue en el estudio de los estados de
tension de macizos de otros materiales, en los ‘que se sue-
le tomar la priméra aproximacion, expresada por la ley de
Hooke. Se llega asi a soluciones basicas, muchas veces
adecuadas para los casos usuales, y en otros, en los
que por una u otra razén se requiere exactitud, se in-
troducen los demdas factores (retraccion, temperatura,
fluencia, etc.), como efectos secundarios-que se suponen
al principio, y que se afiaden en forma de correccion.

En principio, la superposicion es raramente aplicable
al caso de suelos. No es licita cuando existen 4reas en
plasticidad, ni tampoco cuando las leyes de tensién-de-
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formacion toman la forma habitual en materiales sueltos,
mas compleja que la lineal de Hooke.

Sin embargo, siempre que la correccion sea pequefa
respecto al efecto principal, puede dar aproximacion acep-
table, conduciendo al mismo tiempo a simplificaciones a
veces enormes en el planteamiento del sistema de ecua-
ciones. '

La resolucion de éste representa, como hemos dicho,
la segunda y uitima fase del problema. Durante mucho
tiempo, ha constituido una dificultad insalvable, aun para
condiciones en los bordes muy sencillas y adoptando un
mode'o matematico del suelo extremadamente simple.
Basta que recordemos que fue necesario esperar a 1935
para que Mindlin resolviera el problema fundamental de
la carga aislada en el interior de un semiespacio de Bous-
sinesq.

Hoy en dia el panorama se ha transformado por com-
pleto, gracias a los ordenadores electrénicos, y esta par-
te del problema ha pasado a un segundo plano de dificul-
tad, cediendo el puesto a la primera fase de plantea-
miento de las ecuaciones y previa seleccion del modelo
matematico apropiado.

Con todo, es necesario que el método de resolucion
esté de acuerdo con la naturaleza intrinseca de! proble-
ma. Hoy comprendemos que la expresion matematica esta
ligada a la realidad en un plano fundamental, y no es
solamente una pintura aproximada con la que queremos
remedar a aquélla.

Desde este punto de vista podemos clasificar los pro-
blemas que aqui estudiamos en elipticos e hiperbdlicos,
segln el tipo de ecuaciones diferenciales implicadas.

Si el problema que tratamos de resolver acepta una
representacion segin un modelo matematico elastico, su
trama consistira en un sistema eliptico de ecuaciones
diferenciales. En un modelo de esta clase, la modificacion
del estado de un punto modifica el estado de tcdos los
puntos del cuerpo, produciéndose en ellos una pertur-
bacion que se reduce a medida que aumenta la distancia
al punto modificado inicialmente. Claramente se ve que a
este tipo de problemas se adaptan bien los métodos de
relajacién, en los que han de producirse convergencias
relativamente rapidas. -

Contrariamente, hay casos en los que todos los pun-
tos del dominio estudiado alcanzan la condicién de plas-
ticidad. En' estos casos, la perturbaciéon introducida en
un punto se propaga solamente a una region, sin influir
en general en la totalidad del macizo. Un problema de
este género entrafia un sistema de ecuaciones diferencia-
les hiperbédlicas, y el método adecuado para su estudio
es el de las caracteristicas, ya que a .lo largo de estas
lineas se puede decir que se propaga el estado tensional
a partir de las condiciones impuestas por los bordes.

Pero existen casos de una complejidad mayor, que son
precisamente los que practicamente habian quedado sin
tocar hasta el comienzo de la aplicacién de los ordena-
dores electronicos. Son aquellos de “plasticidad conteni-
da”, en los que coexisten zonas en estado plastico con
otras en estado elastico, con fronteras que generalmente
no se conocen. Cada zona se rige por su propio sistema
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diferencial, debiéndose mantener ia compatibilidad de
tensiones y deformaciones en las fronteras.

La presa de materiales sueltos, en general, se supo-
ne que se encuentra en un estado de plasticidad conte-
nida, por lo cual cae por completo en el tercer grupo
citado de problemas. Bishop indicé que un determinado
tipo de talud, representativo del caso general de estas
presas, encierra zonas plasticas aun cuando su coeficien-
te de seguridad respecto al deslizamiento total sea rela-
tivamente elevado, por ejemplo, de 1,8, superior a lo ha-
bitual en este tipo de estructuras.

No es muy seguro que este supuesto corresponda en
todos los casos a la realidad, lo que tan sélo podra ave-
riguarse cuando se ejecuten los calculos teniendo en
cuenta las leyes reales de deformacion de los suelos, el
modo de construirse las presas, y no tan soélo el esquema
elastico simple empleado por Bishop. Observemos, por
ejemplo, en la figura 1.2 antes citada, que aguas abajo,
con un talud cuyo coeficiente de seguridad es de 1.5,
segun el método de Bishop, no aparece zona piastica
alguna segun el metodo de Brahtz.

En todo caso, resulta claro que e! procedimiento de
calculo empleado debera tener en cuenta la posibilidad
de aparicion de zonas plasticas, y tener prevista la for-
ma de tratarlas.

En el momento actual, esto solo es posible por los
métodos de la clase antes indicada, preparando-las ecua-
ciones para el uso del ordenador electrénico. Todavia no
se ha llegado a planteamientos |o suficientemente gene-
rales para que podamos decir que los problemas hayan
sido ya resueltos en forma susceptible de aplicacion prac-
tica, pero las dificultades parecen salvables, y creemos
que el plazo necesario para alcanzar esa meta es ya
breve.

Vamos a intentar hacer, en lo que sigue, una breve
sintesis de los distintos caminos de ataque que hoy se
recorren. Como veremos, el problema de la presa de ma-
teriales sueltos no puede por menos de ser vencido a
partir de alguno de ellos, y probablemente por varios. Ese
dia llegaremos a comprender, efectivamente, la forma de
trabajar los materiales en los distintos puntos del perfil,
y podremos proyectar éste de una manera racional,
abriéndose asi una nueva época para esta clase de es-
tructuras.’

Método de Allen y Southwell.

Comenzaremos con la exposicién del método de rela-
jacidon de D. N. de G. Allen y R. Southwell, aparecido en
1950 y que, aunque poco generalizado, tiene el mérito
de ser uno de los primeros resultados practicos del cal-
culo tenso-deformacional de un material elastoplastico
perfecto.

Aungue hoy en dia el método de Allen y Southwell ha
quedado algo anticuado y su validez, como veremos mas
adelante, es discutible, ha proporcionado valiosas indica-
ciones sobre la marcha de la plastificacién en algunos
casos especiales de materiales puramente cohesivos.
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Para el calculo de presas de tierra este método és
complétamente inadecuado, pero podria haber sido una
via de investigacién que, por desgracia, no fue seguida
en absoluto. .

Ailen y Southwell calculan un estado bidimensional
con las siguientes hipdtesis basicas: '
‘ 12 E| material es elastoplastico perfecto y la condi-

cion de plasticidad es el criterio de Mises-Hencky.

2.9 En ‘el dominio elastico’ las deformaciones estan
regidas por las ecuaciones de Hooke generalizadaé y en
dominio plastico” por las de Prandtl-Reuss.

3.° Simplifican el criterio de Mises-Hencky para. el
caso de deformacién plana suponiendo en el dominio

1
plastico qgue el coeficiente de Poisson es—.
2

4° Hay continuidad tanto en tensiones como en de-
formaciones en el limite entre regiones plasticas y elas-
ticas. :

5.0 El contorno es simplemente conexo.

6. ° No existen fuerzas de masa. .

7.2 Se llega-al estado de carga mediante un proceso
monétono creciente. s

La determinacién de tensiones y deformaciones se rea-
liza para una serie de escalones de carga hasta llegar
a la carga total a partir de aquél, para el cual aparece el
primer punto en estado plastico.

Para cada escalén de carga se distinguen dos etapas
de célculo. En la ‘primera se obtienen las tensiones en
todo el plano mediante un proceso de relajacion. En la
segunda, se calculan las deformaciones 'y corrimientos:
en el dominio elastico, directamente a partir de las ten-
siones; en el dominio plastico, por un proceso iterativo,
a partir de la frontera entre las zonas; en las que se co-
nocen los movimientos (ya calculados para la zona elas-
tica). En este proceso, iterativo lo que se determina son
los incrementos de deformaciones y corrimientos que se
han producido sobre los del escaldén de carga anterior.

Allen y Southwell parten de que la solucion elastica
de un estado plano es una funcién de Airy, biharmonica,
cefinida por las condiciones de.contorno.

Por medio de una relajaciéon en diferencias finitas tra-
tan de encontrar la correspondiente funcion de Airy, ajus-
tada a los valores del contorno y biharménica en cada
punto de una malla cuadrangular, que sustituye al con-
tinuo. ’

Durante la marcha de la relajaciéon se comprueba me-
diante el criterio de Mises-Hencky, que cada punto sigue
en. estado. elastico. En caso contrario, la condicion que ha
de mantenerse en dicho punto- no es ya la de biharmo-
nicidad, sino la de plasticidad, para el cumplimiento de
la cual debe modificarse entonces, en ese punto, el pro-
cedimiento de relajacion.

Cuando un punto cambia de estado pasando de elas:
tico a plastico, suele arrastrar consigo a varios otros, ya
que se modifican grandemente los residuos de la relaja-

cion de los puntos contiguos, al variar el criterio de re-

lajacion del punto en cuestion. Esto hace que la zona
plastica, una vez iniciada, se propague rapidamente.
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Ajustada "completamente ia malia, después de liegar
con los residuos de-la relajacion a un limite prefijado,
se determinan las tensiones, que estadn ligadas a las
segundas derivadas de la funcion de Airy, cuyos valores
se conocen en los puntos nodales de la malla.

La segunda etapa del célculo comienza con la deter-
minacion de las deformaciones y corrimientos en la re-
gion elastica, a partir de los valores de las tensiones.

Desde la frontera entre regiones, se determinan los
incrementos de las deformaciones y corrimientos en la
zona plastica, lo que se realiza por iteracion. Las ecua-
ciones de iteraciéon estdn basadas en las expresiones de
Prandtl-Reuss, que se apoyan a su vez en los valores de
las tensiones, calculadas en la primera etapa del calculo.

Varias limitaciones reducen, en principio, el interés de
este método para la Mecanica del Suelo y, en particular,
para el estudio de las tensiones en el interior de una

" presa de materiales sueltos.

Los materiales que constituyen una presa, en general,
no son puramente cohesivos, sino que disponen de un
cierto rozamiento interno; el criterio de plasticidad de Mi-

12

ses-Hencky no es entonces aplicable, debiendo ser sus- .

tituido por el de Mohr-Coulomb.

Las fuerzas masicas, aparte de algin problema de ci-
mentaciones en que carecen de importancia, frente a los
esfuerzos transmitidos por la estructura al terreno, tienen
una influencia no despreciable, especialmente en los es-
tudios sobre la estabilidad de las presas de tierra y esco-

llera. . . i

Hay otros aspectos, que este método tampoco consi-

dera; que, aunque son mas de detalle, no dejan de-ser
influyentes. Tales son las distintas anisotropias del terreno;
geométrica, tensional e inducida, etc., que hacen al mé-
todo de Allen y Southwell inadecuado para el cdlculo de
las tensiones y deformaciones en un macizo granular.

Sin embargo, no parece dificil introducir en ‘él algunas
modificaciones para conseguir un modelo del suelo bas-
tante simplificado, aunque util en una primera aproxima-~
cion.

Se podria sustituir el criterio de Mises-Hencky por el.

Fig. 2.* — Avance de la plastificacién en un elemento plano
con dos entalladuras simétricas sometidas a traccidn, - seglin
Allen y” Southwell.

(Progression of tensioned plastic regions in a symmetrical
notched plane element. After Allen and Southwell).

799

TTITTIIT Tt



de Coulomb introduciendo, claro estd, las correspondien-
tes modificaciones en las ecuaciones de Prandtl-Reuss.
También parece posible introducir las fuerzas de masa,
ya que éstas no intervienen en la funcién de tensiones; la
reiajacion en las regiones elasticas permaneceria igual,
complicandose, en cambio, bastante en las regiones plas-
ticas.

La validez del método de Alien y Southwell, aunque
adoptado por muchos autores para el andlisis de proble-
mas elastoplasticos, es discutida por Hill (1956) y D. Ju-
risci (1964).

Segln este ultimo autor, las condiciones de compati-
bilidad en la regién plastica no son consideradas en ab-
soluto por Allen y Southwell. Se sigue, en consecuencia,
que las componentes de la deformacion en la region plas-
tica pueden tener una magnitud arbitraria.

Toda consideracion adicional sobre las condiciones de
compatibilidad, como la que Allen y Southwell propone,
parece inaceptable. Suponen que la solucién para la fun-
cién de tensiones estd ya de acuerdo con la compatibi-
lidad entre tensiones-deformaciones y desplazamienios-
deformaciones. Sin embargo, esta funcién se ha deter-
minado considerando solamente las ecuaciones en ten-
siones, que no tienen conexion con deformaciones o des-
plazamientos en la regidon plastica.

Por todo esto, la unicidad de la soluciéon en las ten-
siories puede ser puesta en duda.

Sin embargo, segun Hill, aunque este método da resul-
tados que llegan a ser cada vez menos seguros segun
aumenta la carga, la extensidon general de la zona plas-
tica y su forma de progresar debe ser aproximadamente
la real.

Métcdo de las caracteristicas.

El método de las caracteristicas para el calculo de las
tensiones en un macizo bidimensional totalmente plastifi-
cado, es una aplicacion de un método matematico muy
general de resolucion de los sistemas de ecuaciones dife-
renciales de tipo hiperbdlico, iniciado por D’Alembert, se-
guido méas tarde por Monge y desarrollado finalmente
por Riemann.

El método consiste, en esencia, en determinar dos
familias de lineas (las caracteristicas), y que en el caso
de la plasticidad son las de deslizamiento, que gozan de
la propiedad de que sobre ellas se mantienen unas cier-
tas funciones invariantes (invariantes de Riemann).

Es precisamente en esta propiedad donde radica la
bondad del método, ya que se puede llegar a los puntos
del interior del macizo por dos lineas caracteristicas, que
parten del contorno, en el cual se pueden determinar pre-
viamente los valores de los invariantes.

Para cada punto del interior del macizo plastificado
existen, pues, dos valores de los invariantes correspon-
dientes a las caracteristicas que pasan por él.

En funcién de estos dos invariantes se puede deter-
minar |a elipse de tensiones y su inclinacion.

El método es un procedimiento iterativo en que, a par-
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tir de un contorno y siguiendo las lineas caracteristicas,
se van determinando las tensiones en los distintos puntos
de cruce de las dos familias de lineas.

Dos caminos se han seguido para la ejecuciéon prac-
tica: grafico y numérico.

E! método grafico de Josselin de Jong, es muy expre-
sivo y de gran utilidad para casos sencillos, sin embargo,
participa de los inconvenientes que adolecen todos los
métodos graficos: la gran dificultad de sistematizar la
marcha del calculo.

El método numérico ha sido puesto a punto por V. V.
Sokolovski. Su aplicacién estd revolucionando los méto-
dos clasicos de calculo de muros, cimentaciones y taludes.

Es precisamente en este uitimo punto, donde radican
las esperanzas puestas en el método para su aplicacion
a las presas de materiales suelios.

S. Uriel (1967) lo adopta para el dimensionamiento de
presas isorresistentes, es decir, que bajo la pérdida de
un coeficiente de $eguridad dado, entraria toda ella en
plasticidad, iniciando un camino absolutamente nuevo en
el proyecto de presas de.tierras.

Grandes perspectivas quedan abiertas y es de esperar
rapidos progresos en 1o sucesivo.

Método de elementos finitos estructurales.

La aparicion de los ordenadores electrénicos en la
década de los afios cincuenta, significo una revolucion
para la técnica en general, en lo que se referia al enfo-
que matematico de todos los problemas de calculo.

Los métodos de aproximacion de sistemas diferencia-
les por elementos finitos, rehuidos hasta entonces por la
prolijidad de los calculos, comienzan a emplearse profu-
samente. En particular, la determinacion del estado ten-
sional de un medio continuo es tratada mediante un mo-
delo matematico, que lo representa por un conjunto de
elementos conectados entre si en un numero finito de
puntos nodales.

Turner, Clough y otros introducen en 1956 este con-
cepto de elementos finitos, suponiendo en los puntos no-
dales unas fuerzas virtuales que equilibran a las tensio-
nes sobre el contorno de los elementos.

El método consiste simplemente en una aplicacion del
calculo matricial a la teoria de las estructuras, consecuen-
cia de la linealidad de las relaciones entre tensiones y
deformaciones en el estado elastico, estado para el cual
fue concebido inicialmente.

La introduccién de otras hipotesis reoldgicas complica
el método, debiendo realizarse un proceso de linealiza-
cién de las leyes reoldgicas por medio de incrementos
finitos.

Siguiendo de cerca a Zienkiewicz, gran expositor de
este método y unc de sus creadores, resumiremos sus
ideas basicas, para el caso bidimensional, que es el que
nos interesa.

1.2 El continuo se divide por lineas imaginarias que,
para mayor senciilez, deben ser rectas. Se define asi un
conjunto de elementos poligonales que lo representan.
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20 Los elementos se suponen enlazados en los pun-
tos nodales, que deben tomarse sobre los vértices de los
poligonos. .

3. Se fija una ley que define univocamente los corri-

mientos de los puntos de cada elemento, en funcion de
los corrimientos de los puntos nodales, que serén las ‘in-
cognitas bésicas del problema.

ARENISCA DE GRANQ FI
SILTSTONE -

A S MASIVAS
MASSIVE SS DE GRANO”NO
SILTSTONE .
A S.MASIVAS
. MAS5SIVE SS
.
&
*,
. &7

ARENISCA DE GRANO GRUESO
SANDSTONE °

PIZARRA
. SHALE

Macizo rocoso.

(Typical rock mass.)

8.0 Se expresan las condiciones que deben satisfacer
los nodos en el contorno general del continuo,

9.9 Se resuelve el sistema planteado en 7.° y 8.°, de-
terminando los corrimientos. A partir de ellos se obtienen
las deformaciones y las tensiones,

_En este método las ecuaciones de compatibilidad de
los corrimientos en los nodos quedan establecidas auto-

Tensiones principales mayores.

(Major principal stress.)

E=24x10%psi-- < f

£

! €231 1Fpsi
TifRgo i

-

t
Tensiones principales menores.

{Minor principal stress.)

Figs. 3* v 4.°— Aplicacién del método de elementos finitos estructurales a terrenos elasticos heterogéneos con accidentes
singulares. Segun 1. G. Taylor y otros.

(Application of the structural finite elements method to elastics and heterogeneous rock mass with singular accidents after
I. G. Taylor and alter).

4.0 La ley de corrimientos liga univocamente las de-
formaciones con los - corrimientos nodales. '

5.9 Las tensiones viznen .relacionadas a las deforma-
ciones y a las deformaciones iniciales segin la reologia
del material.

6. Se determina un sistema de fuerzas, concentradas
en los nodos, que equilibran las tensiones del contorno
del elemento y las fuerzas de masa. .

7.° Se expresa el equilibrio de cada punto nodal bajo
todas las fuerzas que le transmiten los distintos elementos.

AGOSTO 1967

maticamente, ya que satisfacen las ecuaciones planteadas
en 7.0 y 8.2 para todo el continuo, sin embargo, la com-
patibilidad puede no verificarse en las lineas de separa-
cion, ya que ello depende de las leyes adoptadas para
los corrimientos en cada elemento. La convergencia de
la solucién obtenida a la solucidn exacta del continuo ha
sido demostrada, comprobando hue este proceso es equi-
valente a buscar el minimo de la energia total del sistema.

Para la extension del procedimiento a un material elas-
toplastico se puede seguir un proceso incremental por
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escalones sucesivos de carga, como en el método de
Allen y Southwell, partiendo de aquella carga para la cual
se alcanza la condicién de plasticidad en un elemento.

Como supuestos basicos del calculo hay que fijar la
condicion de plasticidad y las relaciones tension-deforma-
cion.

Cualquiera que sea la relacion tensién-deformacion du-
rante el escaldon de carga considerado, pueden tomarse
constantes los parametros que la definen, asimilandose,
por lo tanto, a una relacidn lineal, siendo aplicable enton-
ces el método matricial.

La complicaciéon radica en que la matriz general del
sistema se va modificando en los escalones de carga su-
cesivos, segin van entrando en plasticidad nuevos ele-
mentos y segun se va modificando el estado tensional en
los anteriormente plasiificados.

También se puede aplicar el método a la consideracion
de esiados viscosos, solos o combinados con estados
elastoplasticos, la deformacion viscosa se ahade a la
elastica y a la plastica, la solucion se encuentra ahora
procediendo por escalones sucesivos de tiempo.

El método descrito tiene una potencia extraordinaria
si.se considera la facilidad con que puede adaptarse &
cualquier contorno. Por el mismo motivo, es adecuadisimo
para atacar problemas de heterogencidad de los materia-
les, ya que se puede dar a cada elemento sus propias
leyes reolégicas y delimitar perfectamente las zonas hete-
rogéneas; condiciones de anisotropia pueden introducirse
también faciimente.

Para la Mecanica de las Rocas como para la Mecénica
del Suelo, aparte de las limitaciones que hemos sefalado
sobre la complejidad del célculo para casos fuera del do-
minio elastico, tiene la extraordinaria ventaja de que, ade-
mas de la introduccion de condiciones de heterogenei-
dad y anisotropia, pueden incluirse con gran sencillez los
accidentes singulares del terreno, tales como lechos de
estratificacién, fracturas, etc., con su comportamiento es-
pecial. .

La aplicacién de este método al calculo del estado
tensional en una presa de materiales sueltos es posible,
pero no hay que olvidar que los resultados obtenidos co-
rresponderian siempre a un modelo de la misma en el

Fig. 5.* — Avance de la plastificacién en una barra entallada
con simetria axial. Segin Marcal y King.

(Progression of plastic regions in a notched axi-symmetrical
bar. After Marcal and King,
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que se ha simplificado el comportamiento reoidgico. Sin
embargo, es indudable que esos resultados darian una
vision mas clara y mas real del estado de la presa que
el prcporcionado por los métodos convencionales actuales.

Como ejemplo de aplicacion de este método a ja de-
terminacion del estado tensional de un macizo heterogéneo
afectado también por accidentes singulares, presentainos
en las figuras 3.2 y 4.2 un caso resuelto por |. G. Taylor
y otros, suponiendo que el suelo se mantiene en estado
elastico.

Finalmente, damos en la figura 5.2 un caso de plas-
ticidad contenida resuelto por Marsal y King.

Método de Ang y Harper.

Alfredo H. S. Ang. y Goin N. Harper pusieron a
punto, en 1964, un nuevo método para abordar los pro-
blemas de fluxion plastica contenida.

Este método, desarrollado posteriormente en el Insti-
tuto Tecnoldgico de Massachusetts per Whitmann y cola-
boradores, se presenta extraordinariamente fecundo para
el calculo del estada tensional de materiales cuya con-
ducta reoldgica sea complicada.

En particular, su aplicacién a la Mecanica de las Rocas
y a la Mecéanica de! Suelo se esta iniciando actualmente,
y esperamos que no pase mucho tiempo antes de su di-
recta utilizacion en el calculo y dimensionamiento de pre-
sas de materiales sueltos. Por nuestra parte, hemos iniciado
algunas investigaciones en este sentido gue parecen ser
prometedoras.

E! modelo matematico propuesto por Ang y Harper esta
formado por una red cuadrangular regular con puntos no-
dales de dos tipos: puntos de masa y puntos de {ension.
Cada punto de masa estd enlazado a los contiguos del
mismo tipo a través de puntos de tensién, y viceversa.
El contorno del continuo debe estar constituido por puntos
de masa. En la figura 6.2 se representa un esquema de!
modelo.

En los puntos de tensién se definen las tres compo-
nentes de la deformacion y las tensiones correspondien-
tes. En los puntos de masa se definen en cambio los co-
rrimientos y las fuerzas masicas. Se produce, pues, una
disyuncion del continuo, agrupando en unos puntos las
caracteristiscas reologicas, es decir, las relaciones entre
tensiones y deformaciones, y en otros las fuerzas externas
al sistema y las caracteristicas inerciales.

El problema planteado por la fluxion plastica conte-
nida, en un proceso de carga cuasi-estatico, se trans-
forma en este modelo en la determinacion de los campos
de corrimientos y de los incrementos de los corrimientos.
Los campos de tensiones asociadas deben entonces sa-
tisfacer, para cada nivel de carga, las ecuaciones de
equilibrio interno.

Ang y Harper calculan un estado bidimensional bajo
los siguientes supuestos:

1. El proceso de carga es mondtono creciente.

2. El material es elastoplastico perfecto.

3. El criterio de plasticidad és @l de Mises-Hencky.
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Fig. 6.* — Mode’oc matematico con parametros integrados de Ang y Harper.

(The lumped parameter model by Ang and Harper).

4. En el estado elastico las deformaciones vienen da-
das por las ecuaciones de Hooke generalizadas. .

5. En el estado plastico, en cambio, los incrementos
de deformaciones siguen las ecuaciones de Prandti-Reuss.

6. En el caso de deformacion plana se simplifica el

. 1
criterio de Mises-Hencky suponiendo v = —.
2

El procedimiento de calculo consiste en determinar el
campo de incrementos de corrimientos, en los puntos de
_‘masa, que se producen al pasar de un escalén de carga
al siguienté. A partir de ellos se determinan los incre-
mentos de las deformaciones y de éstos, los incrementos
. de las tensiones por las ecuaciones de Hooke o de Prandtl-
Reuss, segiin que e! punto esté en estado elastico o en
estado plastico, respectivamente. En ambos casos las

tensiones resultantes deben satisfacer las ecuaciones de -
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equilibrio interno, lo mismo que los corrimientos y defor-
maciones las -ecuacionas diferenciales que los ligan.
El proceso de calculo al dar un nuevo escalon de
carga, supuesto calculado el anterior, es como sigue:
1.0 Se da al primer punto de masa unos incrementos
de corrimientos. Se calculan los incrementos de las defor-
maciones correspondientes en los puntos de tensién que

‘rodean al punto.de masa. .

20 Se comprueba mediante el criterio de plasticidad
el éstado de esos puntos de tensién.

3.9 Se determinan los incrementos de tensiones en los
puntos de tensién que rodean al punto de masa, a partir
de los incrementos de deformacion, y las férmulas de
Hooke o Prandtl-Reuss, segln el estado del punto.

4.9 Se plantean las ecuaciones de equilibrio interno en
el punto de masa, determinando las tensiones residuales
que actian en él, segun los ejes coordenados.
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Fig. 7.* — Avance de la plastificaciéon en un semiespacio.cargado y en un elemento plano con dos entalladuras simétricas so-
metido a traccién, segin Ang y Harper.

(Progression of plastic regions in a partially loaded haf¢plane and a plane element symmetrically notched tensioned. After
Ang and Harper).

5.9 Se dan unos nuevos incrementos de corrimientos al
punto de masa, iguales a los productos de la flexibilidad
de! punto por las tensiones residuales.

6. Se repite todo el proceso anterior hasta conseguir
que se cumplan las condiciones de equilibrio interno, o
que las tensiones residuales sean menores que un vaior
dado.

7.2 Se pasa al punto siguiente, repitiendo el proceso.

8.9 Una vez terminado con todos los puntos de masa,
se comprueba si todos satisfacen simultaneamente las
ecuaciones de equilibrio interno y las relaciones entre de-
formaciones y corfrimientos. En caso afirmativo, se ha
terminado el proceso. En caso negativo, hay que volver
a comenzar con el primer punio de masa, repitiendo el
proceso.

El modelo propuesto por Ang y Harper es matematica-
mente consistente con una de las formas de diferencias
finitas centrales de la teoria clasica del continuo plano.

Al contrario del método de Allen y Southwell, Ang y
Harper determinan los corrimientos directamente y en con-
secuencia, teniendo en cuenta la monotonia del proceso
de carga, la unicidad de la solucidn queda asegurada
a priori.

Entre las aplicaciones mas recientes de este método
a la Mecanica de! Suelo, estan los trabajos de Lorente
de N6 Cabezas (1966) y L. Fort (1967).

Lorente de No Cabezas, en el Instituto Tecnologico
de Massachusetts, siguiendo a Whitmann, estudid el avan-
ce de la plastificacion de una excavacién seglin aumenta
su profundidad. Para evitar los inconvenientes de que al-
gunos puntos se descarguen, utiliza el artificio de man-
tener las dimensiones constantes, y con ello la malla, in-
crementando las fuerzas de peso. Los resultados conse-
guidos por Lorente de NO, los presentamos en las figu-
ras 8.2 y 10.
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Situacién para y H/C = 2,30.
(Situation at v H/C = 2,30.)

Situaciéon para v H/C = 2,85,
(Situation at y H/C = 2,85))

Situacién para y H/C = 4,00.
(Situation at y H/C = 4,00.)

Situacién para y H/C = 3,70.

(Situation at y H/C = 3,70

Fig. 8.*— Avance de Ia plastificaciéon al profundizar una
excavacion, Segin Lorente de No.

(Progression of plastic regions deepening a vertical excava-
tion. After Lorente de No Cabezas).
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Fig. 9.*— Deformaciones de un modelo de gelatina al ser
recortado. La linea punteada representa la deformacién una
semana después. Segtin J. Scheiblauer.

(Deformations of a gelatine model after removing the form,
the lineated line shows the deformation one week alter
removing the form. After Scheiblauer,

En la figura 9.2 reproducimos las experiencias de
Scheiblauer con un modelo de gelatina, y puede obser-
varse la concordancia con los resultados de Lorente de NO.

L. Fort aplica también el modelo de Ang y Harper al
calculo de la cimentacion de una viga flotante sobre un
material visco-elastoplastico. Consigue dimensionar la viga
para que, transcurrido un determinado lapso de tiempo,
el coeficiente de seguridad al hundimiento sea el espe-

cificado’ por el proyectista.

svey prp evrrrETE”

&
b

Tig. 10.— Deformaciones de una excavacién, segin el mo-

delo matematico de parametros integrados, al iniciarse la

plastificacién. La linea punteada representa la deformacién
en rotura. Segin Lorente de No.

(Deformations of the lumped parameter model when first-
vielding develops. The lineated line show the deformations
of the model, at failure. After Lorente de NO).

Finalmente, Yih-Jian Wang y Madam M. Singh, siguien-
do a Ang y Harper, calculan las tensiones y deformacio-
nes inducidas por la excavacion de un tunel de seccidn
rectangular, en un terreno heterogéneo formado por va-
rios estratos horizontales. En su andlisis consideran las
rocas elasticas y homogéneas en cada capa, pero distin-
tas las caracteristicas fisicas de una capa a otra, 'y tienen
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Dimensiones y caracteristicas del modelo.

(Dimensions and properties of model.)

Fig. 11.— Aplicacién del método de Ang y Harper a un terreno heterogénéo. Segtin Y. Wang y M. M. Singh.

(Application of the Ang and Harper's. method. to heterogenous rock mass. After Y. Wang y M. M. Siﬁgh).
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1

en cuenta también el rozamiento entre las diversas capas
(figuras 11 y 12).

Las aplicaciones del método de Ang y Harper que he-
mos reproducido, aunque se apartan de nuestro objeto,
es decir, el calculo de presas de materiales sueltos, nos

¢
J (i}

indican la potencia del método y su extraordinaria flexi-
bilidad.

Su ventaja radica fundamentalmente en la facilidad con
gue se pueden introducir las mas variadas condiciones reo-
Iégicas. Basta para ello modificar sclamente en el pro-
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Fig. 12.— Aplicacién del métado de Ang y Harper a ui terreno heterogéneo. Segiin Y. Wang y M. M. Singh.

(Application of the Ang and Harper's method to heterogenous rock mass. After Y. Wang y M. M. Singh).
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grama de calculo las relaciones entre tensiones y de-
formaciones. Aunque no se dispone de la enorme faci-
lidad del método de los elementos finitos estructurales
para acomodarse exactamente a la forma de los contornos,
puede adaptarse, en cambio, con fa aproximacién desea-
da, escogiendo adecuadamente la magnitud de la malla.

Por todas esas razones creemos -que el método de
Ang y Harper es de enorme interés para las presas de
materiales sueltos. Una modificacion sugerida por Lorente
de No, consistente en la utilizacion de mallas romboidales,
puede facilitar su aplicacion a este caso.

Conclusiones.

Hemos intentado hacer una ligera exposicion de los

" métodos disponibles en la actualidad y de las perspec-

tivas que brindan al calculo del estado tensional de las
presas de materiales sueltos.

Mucho es el camino recorrido y, si bien es verdad gue
fa meta aun no ha sido alcanzada, estamos ya mas cerca
de- ella.

Los métodos de elementos finitos son un buen punto
de partida. Las perfecciones y refinamientos que habra
de introducir, hasta que répresenten la realidad de estas

NOTACION
E = modulo de Young
G = modulo de rigidez transversal
K = modulo de compresibilidad volumétrica
X, Y = compdnentes de las fuerzas de masa
ko = constante, en Ang y Harper = g,/ V@; en

Allen y Southwell = /4|3

1 = dimension de la malla

u, v = corrimientos en las direcciones x e y

X, ¥ = coordenadas

[B] = relaciones diferenciales deformacion corri-
mientos V

[D] = |eyes reoldgicas

§F§e = matriz de las fuerzas virtuales nodales

{F}z = matriz de las fuerzas nodales ligadas a las

fuerzas de masa en el elemento e
gF}e = matriz de las fuerzas nodales ligadas a las
" deformaciones residuales
. (K} = matriz de flexibilidad del elemento e’

AGOSTO 1967

presas, seran muchos. Sin embargo, estamos seguros que,
aun ahora, en esta etapa inicial, con leyes reologicas sim-
plificadas, los resultados de su aplicacion son de mas
valor para ei proyectista que la escasa infermacion sumi-
nistrada por los métodos todavia en boga.

En un futuro no lejano, se podra programar para un
ordenador electronico el calculo completo de una presa
de materiales sueltos. Cada zona de la presa tendra su
propia ley reologica, ley que incluiria todas las anisotro-
pias del suelo y que, en general, podria ser de la forma
de la respuesta hiperbélica de Kodner, mas ajustada a la
realidad que las de elastoplasticidad. Correcciones adi-
cionales por deformaciones viscosas podran ser introdu-
cidas. '

El calculo seguira de cerca la historia tensional de la
presa, con la adicion, en las sucesivas etapas construc-
tivas, de las tensiones residuales debidas a la propia eje-
cucion. ‘

El llenado del embaise y su vaciado posterior se dejan
sentir por la presa a través de unos estados transitorios,
cuya traduccion tensorial podran ser determinada en cada
instante.

Finalmente, algunas solicitaciones extraordinarias como
los efectos sismicos, cuyo caracter dinamico dificulta ex-
traordinariamente el problema, parece posible incluirlos
también en estos métodos de elementos finitos.

funcion de corrimientos

W =

gf} = matriz de los corrimientos en los puntos de
un elemento

o = inclinacién de la fuerza 'de masa respecto al
eje y

& Y = deformaciones axial y transversal

Y = fuerza de masa

v = coeficiente de Poisson

g, 7T = tensiones normales y cortantes -

Go = tensién limite

0} = angulo de rozamiento interno

X = funcion de Airy

U] = inclinac'ién de la ténsién principal mayor res-
pecto al eje x

{5;"‘ = matriz de los corrimientos nodales en el ele-
mento e

je} = matriz de deformaciones

jot = matriz de tensiones
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METODO DE ALLEN Y SOUTHWELL

Condicién de plasticidad,

oy =0y +a4myy?=

Funciones de tensién.

9% x
o, = 3y

82X/
o, = Py

Fx

Relaciones tension-deformacion.

a) En la elasticidad:

14+
de, = E [(1—v)do,—vdo,]
+.v
de, = [(t—v)do,—vda,]
(1+v)
dnyZZ-E—dTXy.

Criterios de relajacion.

a) En elasticidad:

V4X:0

Proceso iterativo para el célculo de corrimientos.

a) Variables de calculo:

dav)

x 9 x

Deformacion plana,

16 K2
r

e=0,+0,=A%x;

roo2 32
qS:_(O'x"“O'y):‘ S b
| 9x ayz |~

62

= —271TXx, =2 .
v ¥ dxdy

b) En plasticidad:

+v !
dg, = [(1—v)dax—vd0'y]+ (ax—?ay)dx;
14+ v 1
de, = = [(t—vdo,—vdo, ]+ (O'y———z-ax )dli
: (1+v)
d‘ny = 2—2~dTXy + 31Xyd)\,.
b) En plasticidad:
0 16 K2 0
2 42— —0.
¢ 3
b) lteracion:
P (00,01,10) — P (11) ;
1
fi=2 AUy — AU, — AV, +‘AV10)><7—-
— by —ayy+ dyy A €493
| 1Ay
Al = [(1—ZV)(AO'x-f—AG'y)—?-ATwy]—f
3-:Xy
aqy =(A Ex)ll; bn:(Asy)n; Cllz(Any);
a9 +.8y3 boy 4614
AUy = 5 + AU AV11=_2—

din=2(Auy; —AUy) —dy s

€; =2(AV;; — A V) —e.

o

g



METODO DE SOKOLOVSKI

Ecuaciones del equilibrio plano:

9o, gy 91y, 80
- ="y Seng; +
dx + oy T dx dy

:‘YCOS[X,.

Condicion de plasticidad.

(0, — 0y +41,,2=(0,+0,+2H)?2sen*q.

Variables de célculo.
o,=o0o(l +sengcos2¢)—H;
g,=0c(1—sengcos2{y)—H,;

=gseng.sen2y.

Invariantes.
cot c o * ycos(at Y —ep)
Y= hd log— 4 ey +.e ;
. 0o . % 2oseng.cos(y +e, w
1 2 T
e—==+1; = ——
IS 5 ¢

Ecuaciones diferenciales de las caracteristicas.

dy
——=tgWtey;: e==x1.
dx

Esquema de la iteracion.

P(12) > P (3).

Marcha de la iteracién.

Ys=Y1+AYV, =Y+ AVsi X3 =01+ AP =@+ APy

AY;=tg (W + ) AX AYs =19 (Yo —p) A X5 ;
cot @ o3 cot o oy ‘ Yy €0s (ot + Yy — )
In—— + { = In—— 4y + L
09 Co 2¢,senq@cos (Y, +p)
cotgp « cot oy cos (ay + Yo + 1)
@In__ss_+¢3= (p.ln 3__‘%_ T2 2+ Yo+ 1 Ax,.
0o 2 o - 20y 8en @ cos (§y —p)
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METODO DE ELEMENTOS FINITOS ESTRUCTURALES

Funcién de corrimientos.

(= IN]. {8}

Relacion entre deformaciones y corrimientos.

Relacién entre tensiones y deformaciones.

Expresion de las fuerzas nodales.

Equilibrio de fuerzas en los nodos.

810

{
i

o= [Kle. {8l +|Fe]

(o} = [D] (je} — {eo) -

Yo Vois
(Kle = _[’[B]‘r .[D1.[B]d (vol)
{F} ; = -f [NIT . {P} d (vol)

iF =
g

— — [ 1817 [D]. je,,} d (vo)

v
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METODO DE ANG Y HARPER 12

Deformacién plana.

Ecuaciones del equilibrio plano.

do, 9T,y ' 01,y 0d0,
E L Ly -y
0 x dy 9 x dy

Condicion de plasticidad.

(0,— 0, +41,,2—4ki=0.

Relaciones tensién-deformacion.

a) En elasticidad:

Oy AT —2v [(1—v)e, +vel

E

—— (1 —We,.+vs,l;
B Ay Ve

Ty:y =G ny )

b) En plasticidad:

3K+ 4G G o,—c, \?] 3K—2G G [ g,—a, i
Aa’x:Asx{ +——( £ \d g"f-Asy [—_*— {“’L‘

]
+— =
s el T ) A
’ G 00y \1
+ A ny - e ‘T_xy : (_&?" ) —i .
[3K—2G G [ gy~—ay, }2 3K+4G G | op—=0y \']
AG,=Ac,. | —E Tt — o — )
S B kﬁ( 2 ” [ T )EJ“
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