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Este trabajo tiene por obieto estudiar estadisticamente los. diversos procedimientos que
. se adoptan para la estimacién de la duracién de actividadés en un programa PERT.
- -Dado que dicha estimacién es premisa previa de cualquier programac;on sus conclu- -
siones son apl/cables en genera/ .

La hipotesis basica aceptada en-la estimacién del tiempo que ‘ocupa una activi-
- dad determinada en un programa PERT, es.que dichos tiempos siguen una “distri-
bucién 8”7, con.un recorndo que, coincide con eI mtervalo (tlempo optimista; tiem-
po pesimista).
' El proced|m|ento usual supone y exige hacer tres estlmamones del tiempo de
duracion de cada achwdad

o — Estlmamon opt|m|sta— correspondlente al tiempo mas corto con condiciones
_ ' optlmas practlcamente inalcanzables (t.).
S= Eshmacnon pesnmlsta— o tiempo més largo con condiciones mas desfavora—
bles (t3).
— Estlma0|on mas probable——que corresponde al tiempo que se hubiera pre-
sentado con mayor frecuencia si la actlwdad se hublera repetido numerosas
veces (t,). :

) Partiendo de la hlpoteSIS basica de aceptar una “dlstrlbumon g”; la ley de den-
sidad de probabilidad sera la siguiente: -

(1)

t, t, t,

optihista més frecuente o pesimista. -
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) = St— )1 (t— )i
B(plq) (t3—t1)1’+q-—1 1

-

donde;

t = tiempo de duracién de una actividad.

p Y q = parametros a los que, de momento se impone la lnica condicfén de
p>0,qg>0.
B (p, q) = el valor de la integral euleriana.

1
f yP—1 (1 —y)—1.dy.
0

t—t
El cambio de variable: x = —— transforma la funcién f(t) en la p(x) que se
33— 4
indica a continuacién:

f(t).df'::(p(x)_dx;
o (X)=8(p,q).xr—1.(1—x)a—1;
con0<x<1 y p>0 , q>0.

Standarizada de esta forma la variable, los valores correspondientes a la media,
varianza y moda de la distribucién son los que siguen:

Media coor. (00 X =
p+a
Varianza ........ ") : g2, = -9 :
p+a2e+ag+1)
Moda ............ (x) X = P
p+q—2

El método usualmente empleado admite dos hipoétesis:

— La aproximacion de la desviacion tipica de la distribucién por la sexta parte
~del recorrido, t;—1t,. '

— La existencia valida de una relacion lineal entre la media y el valor mas
probable: : '

4x 41
.6

x=

+Admitiendo estos dos supuestos, y a través de las relaciones:

T =t +(t;—t)x;
o2, =ty —1,)%. 0%, ;
T =t 4 (t,—t).x;
se obtiene:
t+ At -t ty—t,

foérmulas utilizadas cominmente.

1046 REVISTA DE OBRAS PUBLICAS



Malcolm, Roseboom, Clark y Fazar sostuvieron que la adopcidén de los dos su- .
‘puestos mencionados anteriormente - no implicaban ninguna consecuencia sobre. la
situacion del valor modal, ,, en relacién con los extremos del intervalo [z‘1 ).

S|n embargo es evidente que las hipotesis:

. _ N
p.q 1 p ' ptq—2
P+02.o+g+1 36 p+gq 6

cuyas soluciones son:

pzai]/z_; q:'S;,:],E; p=q=4,;

lo cual muestra claramente que las referldas h:pote5|s son estadlstlcamente restric-
tivas.
Si se tiene, ademés, en ‘cuenta que el coeficiente de simetria toma los valores:

3 1
pr=——=7F

T o? %

. se deduce que dicho coeficiente aparece fijado por la simple aceptacion de lo es-
tablecido anteriormente, lo que no esta de acuerdo con la afirmacién de que no se
hace hipétesis alguna sobre la posicidon relativa de la moda, t,, respecto a t y ts.

Donaldson mtenta superar estas d|f|cu|tades de la forma que se expone a con-
tinuacion: : .

. Supone .tres estimaciones previas:

— estimacién optimista

-— estimacién pesimista

— estimacién media. , , .

Es decir, sustituye la estimacién'previa del valor mas probable por la del valor
medio.
- Supongamos que dlchas estimaciones sean t,, by, B3 correspond|entes respectl-

vamente a la optimista, media y pesimista y los valores. respec'uvos a, m, b.

A partir de las formulas antenores se deduce

;0 bien B,=0;

pvb+qv a - ’ . q g —1t,
m=—————; y sustituyendo a, m, b por ty to, ty, —=———7 [1]
pP+q ‘ . ) t,—1,
La varianza viene dada por:
o (b—a).p.q
P+a2. (p+qg+1)

o=

Haciendo las sustituciones por t, y 13, y teniendo en cuenta la relacion [1] ob-
tenemos una estimacién de la varianza: )

(ty — 1) (t, —1,)

[o2,1= -
! p+q+1
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Donaldson hace, asimismo, la hipétesis razonable de que la curva de distribu-
cion ha de ser tangente al eje horizontal en los puntos exiremos del intervalo, lo

cual implica que p>2, g > 2.
El minimo. valor de {p + g) que satisface las condiciones p > 2, ¢ > 2; y al mis-

mo tiempo la condicién [1] es: .

24+2Z4¢;

siendo ¢ cualquier cantidad infinitésima positiva y

t, —1. t,—t,
Z — max. 8 z_. = 1 .
fy—1t, t,—t,
En consecuencia el estimador:
[0 Lty — ) (1) g — ) (t,—1ty)
o=, = —
' 3422 2(t,—t,)

min {ty, — t,, t, —t,)

resulta ser un estimador por exceso de la varianza, con la condicién de minima tan-

gencia. - ‘
Al objeto de compararlo con el estimador usual

1 B 1
[E(rg—tl)] =0,028 (t, —1,)2;

tomamos:
L= t—1,
t, —t,
Si
Oty —t <ty —1ty:
[o2;] r2Q—1r
L= O< Ly,

t,—t)2 L2

con lo cual se forma el siguiente cuadro:

L 01 0.2 03 i 04 05
' i
[0-2)5] ’ .
_ge 0,004 0,015 0,027 0,040 0,050
(tg - t1)2 ] )

A continuacion se estima el coeficiente de simetria:

(1—20) (L +2p72

(140 00—100r 0<t,—t, <t;—t,),

B.1=
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“el cual toma los valores: -

L ‘ 0 0,2 03 I T 04 .05

8] ) 1M 0,829 -0,558 ‘ 0,286 - 0,000

Por consugunente el procedlmlento de Donaldson, expuesto, no incurre en con-
tradicciones estadisticas’ como 160 hace el método usual, permlte variaciones apre-
ciables del coeficiente de simetria, e incluye el supuesto de la doble tangzncia ho-
rizontal en los extremos, que.parece razonable como ya se ha dicho anteriormente.

La variacion fundamental con el usualmente empleado se basa en la obtencién
de una estimacidh directa de la media en lugar de la moda. Ello no parece ofrecer
dificultades, ya que a menudo la moda se estima, por criterios puramente intuitivos, e
‘incluso, frecuentemente la moda mds que valor mas frecuentes es media de valores
mas frecuentes. , N

Helen Coon con5|dera sin embargo, la posibilidad de seguir utilizando la esti-
‘macién del valor modal como dato previo, dentro de 1a mayor rigurosidad estadistica
en que se mueve Donaldson. ‘

" En efecto, sean t, y t; los tiempos estimados como optimista y pesimista, respec-
tivamente; y t» la estimacion del valor mas frecuente:

_ —_ t,(p—1 - n
Moda () T thlg—1+1t(p ) _
p+qg—2

H

de donde se deduce:

g—1 .- t;—V, . :
= : . S - 2]
p—1 tr,—t .

El minimo valor de (p + q) que satlsface simultaneamente Ia relacmn (2) y la.con-
dicién de tangenma p>2,q > 2, es:

, 3 +Z24¢;
siendo ¢ un infinitésimo positivo y

Co v, vt ' . - .
.Z:Méx[a 2, = 1]. . 3]
ra—t, | ty—t, o

" Si consideramos ¢ = 0 en el estimador [Gt 1, de la varianza, los valores depy q
utilizados a partir de la estlmamon de la media son:

ty—ts

Si . ty—t,>t,—t; p=2. q=2
. ' ty—t,

t,—t,

© si ' ty— S ti—ty q=2 p=2 :

t3
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Partiendo de ¢ = 0 y de la estimacion de la moda deducimos que:

: t —v,
Si t—t, >, —t,; p=2 gq=——41.

: v,—t

. v,—t
Si v,—tH >t,—t,; g=2 p=——-+1.

ty—t,
Con estos valores de p y q puede escribirse un estimador de la varianza [g,?%]
tal como el siguiente:

2(ty—1,)2(Z + 1)
Z+322Z+4

(62,1 =

con la condicién (8) y la estimacién correspondiente a fa media seria:

_ 2t 4t (@Z+1)

[t] = si t.—t'.,- t,—1t,;
Z+3 3 2 >y 1

_ @4+t 421
fl=—————— si ty—t >t,—V,.
Z4+3 ‘ -
Detodo. lo anterior se deduce, en consecuencia, que partiendo de la hipdtesis
e = 0, puede usarse con la misma rigurosidad estadistica, el valor modal o la media
en los célculos, si bien las féormulas basadas en la moda no son tan simples como
aquéllas con base en la media, aunque tampoco presenten una gran complicacion.
Es interesante subrayar que estos ultimos métodos continian siend6 estadisti-
camente restrictivos, por cuanto que en uno se establece la hipdtesis de p =2 0
g = 2, segun la posicién de la media a uno u otro lado del punto medio del intetvalo,
deduciendo el otro parametro de la relacion:

ty—t,

q
y. andlogamente, algo parecido podria decirse del otro procedimiento.

En el mismo sentido puede interpretarse que el tomar valores estrictos p = 2
6 g = 2, trae como. consecuencia el que no sea horizontal la tangente en-el extremo
considerado, ya que la condiciéon es p > 2, g > 2. No obstante, puede suponerse un
aumento infinitesimal que automaéticamente daria la tangencia horizontal, o bien pres-
cindir de esa condicién en un extremo.. Pero lo que resulta innegable es que ambos
establecen una libertad mucho méas amplia respecto a las rigidas imposiciones del
método. usual, permitiendo diversos valores del coeficiente de simetria, lo que, sin
duda, hace que sean mas representativos de la realidad.

A continuacion se incluye un ejemplo tratado por los distintos métodos que se
han expuesto, y que puede servir de ilustracién complementaria.
Ejemplo: ~ . T/ -

Supongamos una actividad a la que se le asignan unas estimaciones de dura-
cién opftimista, mas frecuente, media y pesimista de 60, 70, 75 y 100, respectiva-

" mente.
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Segun todo lo anterior, se tendria:
I. Método usual.

Media, t; 73,3.
Desviacion, ¢ (f); 6,7.
p=1,8; q=4,2 aproximativos de p=3— V-Z— q=38+ ]/E

Coeficiente de simetria, 8,; 0,707.

Il. Método de Donaldson.

Media, [f]; 75,0.
Désviacion, ¢ (1); 6.4.
p=2;g=34

Coeficiente de simetria, §,; 0,558.

lll. Método de Coon.

Media, t; 73,3.
Desviacién, o (1); 7.1
p=2,9g=4

. - Coeficiente de simetria, 0,590

" Conclusion.

- Dado que normalmente, en cualquier programacion, las éstimaciones de dura-
cién dé actividades se refieren a tiempos medios, podria parecer, de todo lo expues-
to anteriormente, y especialmente con referencia al ejemplo incluido, que es indife-
rente adoptar uno u otro procedimiento debido a los estrechos limites en que los
mismos -se mueven, y abundando en el tema incluso podria suponerse un contrasen-
tido el hecho de que, en el método de Donaldson, el valor a adoptar seria una es-
timacién previa sin que intervengan en absoluto los tiempos optimistas y. pesimistas.

Sin embargo, en una contratacion rigurosa — como es o usual en los tiempos
actuales en todo el mundo —, donde las penalidades por incumplimiento de plazos
soh ‘fuertes, adquiere verdadera importancia, desde el punto de vista empresarial,

- la rigurosidad estadistica en la estimacion de los tiempos de duracidon de activida-
des, de donde se deducira con mayor garantia la probabitidad de! cumplimiento de
las mismas. ' _

Igualmente podria decirse, desde el punto de vista administrativo, cuando es ur-

~‘gente dar solucién a un problema. : ’
~ Entonces serd cuando deba elegirse cuidadosamente qué tiempo medio y des-
viacién presenta superior valor estadistico, de tal forma que al determinar el tiem-
po ofertado S ' '

t0f==F+x.a(t);
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(donde X es una funcién del riesgo de incumplimiento) coincida con el menor nume-
ro de restricciones posibles y, por consiguiente, sea mas representativo de la rea-
lidad. o

Con referencia al ejemplo anterior, segun las distribuciones correspondientes,
podria establecerse el siguiente cuadro: '

t,; Probabilidad t, s Probabilidad tof- Probabilidad

METODO — de cumpli- | —— | de cumpli- S e— de cumpli-
t+ o miento. t+15¢ miento. t+2¢ miento.
Usual .....coovevenens 80 70 % 83,4 80 % 86,7 85 %
Donaldson ......... 81,4 78 % 84,6 90 % 87.8 98 %
Coon ............ee. 80,4 73 % 83,9 . 87 % ‘ 87,5 96,5 %

Del cual facilmente puede deducirse que el estudio estadistico de la duracién
de actividades, conduce a reducir el tiempo ofertado con mayor probabilidad de
cumplimiento y superior rigor estadistico.
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