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El trabajo que a continuacién se ofrece es una sintesis de otro estudio mas extenso’

que publicaré el Gabinete de Célculo en fecha Drox:ma

0. GENERALIDADES

0.1. Hace pocos decenios pudo observarse la tendencia de los matematicos a

'servirse del calculo matricial en determinadas ramas de sus trabajos para aprovechar -

las ventajas indiscutibles que las matrices y los determinantes ofrecen cuando se

_trata de efectuar ciertos planteamientos matematicos y obtener resu!tados formales.

Desde entonces, el calculo matncnal es una pieza basica en los ‘campos de la

Matematlca y de la Fisica Teoérica.

En aquella misma época, se observan intentos de utilizar el calculo matricial
en Mecénica Elastica y aunque las notaciones compactas simplifican el aparato ma-
teméatico de los problemas ingenieriles, sin embargo, al sustituir valores numéricos
para obtener los resultados concretos que el Ingenlero busca, desaparecian aque-
llas ventajas formales y el célculo aritmético nunca se snmplmoaba € incluso a veces

'se hacia mas complejo.

El calculo matricial tan grato al matematlco teorlco no convema al mgemero
practlco : 4

Fue entonces cuando surgieron métodos ingeniosos como los de- Cross South-
well y otros, que representaron un indudable progreso respecto a los procedimien-
tos clasicos, aunque todos ellos descansaban en los mismos principios teéricos

(Castigliano, Maxwell, Mohr, etc.).
Estos métodos, y partlcularmente el de Cross, han tenido una difusién inmensa.

y merecidisima.

Pero en 1950 comienzan a utilizarse los llamados cerebros electromcos que

se caracterizan por la rapidez y seguridad de sus calculos numéricos.

Ademas, la ordenacién matricial de los datos'y las leyes del célculo de matri-
ces se ajustan perfectamente a-la logica interna de aquellas maquinas, capaces de
ejecutar cientos de miles de oparaciones elementales por segundo
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Disefio bésico
de la estructura.

Ingeniero:
Esquema geométrico,
Cargas solicitantes,
Sustentaciones,
Variaciones térmicas.

Analista programador:
Coordenadas de los nudos,
Caracteristicas de las barras,

Perforacion de datos.

Programa. Proceso maquina.

Impresiéon de resultados:
Reacciones de apoyos,
T C ’ Fuerzas internas,
Tensiones especificas,
Deformaciones.

Ingeniero:

¢ Resultados aceptables?

Diseino final.

. . T Figura 0.1,
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El veto que pesaba sobre el-Célculo-Matricial-en.Mecanica Elastica, habia desa-
parecido y nuevas perspectivas se abrieron a la ingenieria, que hoy dispone de mé-
todos comodos, rapidos y seguros para efectuar el calculo de estructuras emplean-
do un ordenador electrénico. o

En poco mas de un decenio se han puesto a punto interesantisimos progra-
mas que han permitido mecanizar la ejecucion de estos célculos.

El objeto del presente trabajo es ofrecer, en cuanto sea posible, una visién
clara, sencilla y razonada de dichos métodos a nivel de analista, aunque también

. trataremos, con menor detalle aspectos de la programacion y codificacion en len-

guaje automatico.

La figura 0.1 representa un organigrama funcional para el calculo de una es-
tructura, donde se ve la posicion clave que ocupa el computador electrénico dotado
del correspondiente programa de trabajo

" Suponemos que el lector conoce ‘los principios basicos de la Resistencia
de Materiales y la parte mas elemental del Calculo de Matrices. De este modo, in-
tentaremos condensar nuestra exposicén en el menor nimero posible de paginas.

1. MATRICES DE RIGIDEZ Y DE FLEXIBILIDAD DE UNA ESTRUCTURA

1.1. Dada una estructura reticular, isostatica o hlperestat|ca somet:da a un sis-

tema de fuerzas solicitantes (figs. 1.1y 1.2).

F, : N '
B . ) . &
, /]2
, C
A : 5
o EL :
A . D - 5
VA4 T2777% T R
Figura 1.1. . Figura 1:2.
nos interesan Jos sugunentes elementos:
1.2. La matriz de fuerzas solicitantes o cargas, que en el caso del pértico es:
Fy
=(7)
y en el caso de la viga es:
. F,
F = Fg )
Fs
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1.3. La matriz de desplazamientos es:

en el caso del pértico.

en-el caso de la viga.
- 1.4. En general, tendremos:

F=| .° | matriz de cargas; (1;1)

u={ . | matriz de desplazamientos. (1;2) -

Ys

1.5. u; es la componente segun F; dei desplazamiento de la. seccién i; u; sera
positiva o negativa segin que tenga el mismo o opuesto sentido que F;.

Cuando F,; sea un par, el elemento u; representara un giro medido en radianes.
. 1.6. Cuando la estructura sea hiperestatica conviene a veces poner de mani-
fiesto las fuerzas hiperestaticas, actuando juntamente con las fuerzas solicitantes
sobre una estructura basica. ' :

En el caso del portico podemos elegir la estructura basica de la figura 1.3 o
la figura 1.4.

AR VRN

A
D777 :/F” - % \VF° \ o
. 7 | 7
Figura-1.3. 5 E Figura 1.4.

1.7. En ambos casos hemos distinguido con un asterisco y con indice nuio las
fuerzas solicitantes y las fuerzas hiperestaticas. .
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Ello nos permite en todo cas'ov particionar la matriz en la iorma:
F* . .
F-——( ------- ) (1:3)

1.8. Analogo razonamlento nos permitird particionar la correspondlente matrlz
 de desplazamientos: :

u:(_i_."__*__) | - |  <1,~4)

No es precnso advertlr que en el caso de nuestro portlco con empotramlento
perfecto en D, la matriz u° vale: .
0
0
0/

1.9. Tratdndose de estructuras 1sostat|cas conviene a veces. poner de manlfles-
to las reacc;ones de sustentacién.

_ En el caso de la viga tendriamos (fig. 1.5):

R |

3
.
=R,
r_ e =
Fl= R, 5 =R,
Figura 1.5.
'y aparecerian las matrices:
A i
F uy
5 F* . ) u"‘ .
F= 3 v= 3 o oo (1;5)
F; : vy - '
Fs . ug
F§ Us

¥,

F _ (F:) U= (u*) S {1:6)
: F _ v’ C :
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No es preciso advertir que en el caso de nuestra viga, suponiendo indeforma-
bles los apoyos, tendriamos:
0
v=|0 )
£

1.10. Teniendo en cuenta el principio de linealidad entre causas y efectos, qué
tanto se aplica en el calculo elastico de estructuras, podemos escribir las ecuacio-
nes matriciales:

F=ku (1;7)
v=aF (1:8)

donde a y k son respectivamente las matrices de flexibilidad y de rigidez de la es-
tructura referida a un cierto sistema (F; u) de coordenadas mecanicas.

La matriz a puede llamarse también matriz de desplazamientos- cargas y la k,
matriz de cargas-desplazamiento.

1.11. Un sistema de coordernadas mecanicas esta definido por un conjunto de
puntos tomados en la directriz de la estructura y unas flechas que indican senti-
dos positivos de las cargas que en ellos se aplican.

En el caso del pértico (fig. 1.1) el sistema de coordenadas mecanicas se defi-
nira del modo que indica la figura 1.6.

|

(F,u)

7 777

Figura 1.6.

- 1.12. Toda matriz de rigidez o de flexibilidad se refiere no sélo a una estruc-
tura dada, sino también a un sistema de coordenadas mecanicas.
Al cambiar este sistema cambian las matrices de rigidez y flexibilidad.
1.13. En el caso de-la flgura 1.6 existen ambas matrices a y k, llgadas por la
relacién fundamental:
1 0
k=(g 1)

que indica la reciprocidad que entre ellas existe:

L ak=1 (19
a=k"' - (10)
k=a"! (1;1)
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1.14. Ambas matrices.son cuadradas, y. su orden es igual al nimero de dimen-

siones del sistema de coordenadas, es decir, al numero de fuerzas del sistema o al
namero de desplazamientos considerados. .

Se dice también, aunque impropiamente, que este numero expresa los grados
de libertad de la estructura.

1.15. Puede ocurrir que el determinante de la matrlz a valga cero; entonces se
dice que es matriz singular.

Ella carece de inversa y, por tanto no existira matrlz de rigidez.

1.16. Otras veces sucede que la estructura posee matriz de rigidez, pero care-
ce de matriz de flexibilidad. . '

‘Un ejemplo- sencillisimo de esto ultimo es la viga recta de seccion constante -
(figura 1.7) referlda a. Ias coordenadas ma=canicas (F, F>, Uy Us):

(E,A) |
1. | | 2
g » >
L 1
! (Fu) !
Figura 1.7.

cuya matriz de rigidez es:

-_k_EA( 1A—1)
AT .

y que carece de matriz‘de flexibilidad pbr ser:.

lk|=0

1.17. El criterio préactico de existencia de dichas matrices puede resumirse bre-
vemente -del siguiente modo: .

1.0 Si el equilibrio de la estructura lmphca una dependencia lmeal entre las
F, no ‘existe matriz de flexibilidad.

2.0 Si la compatibilidad de las deformaciones de [a estructura implica una de-
pendencia lineal entre las u, no existe matriz de rigidez.

1.18. Como ya hemos advertido, nos limitaremos en nuestro estudjo a las estruc- -

turas reticulares (planas o espaciales) constituidas por elementos (barras) en los
cuales hay una dimension (longitudinal) que predomlna respecto a las otras dos
(transversales).

Los extremos de las barras corresponden a nudos que sirven .para localizar el
sistema de coordenadas -mecénicas.

En este sentido conviene considerar como nudos las sustentaciones, € incluso
aquellos puntos de la directriz donde actuen cargas exteriores. Asi, podremos ad-
mitir que entre dos nudos contiguos no existen acciones exteriores. _

Si se trata de ‘cargas continuas se procede del modo que expondremos . mas
adelante
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2. FUERZAS Y DEFORMACIONES INTERNAS

2.1. Consideremos (fig. 2.1) la barra A B, que es elemento de una cierta estruc-
tura espacial.
Sobre ella actuaran Gnicamente las reacciones internas aplicadas en sus ex-
tremos. :

Estas fuerzas internas son:

n,=ng= n,g reacciones normales;

ty =1ty =1, Momentos de torsion;
my, mg, )} componentes de los momentos flectores
my, mg, | €N las secciones A y B;
E y .
y - y
] -
. mAz B2 -
‘ A B
2 B I d — :
. 5 pd
tA nA mAZ"‘mBZ ) tB
L mAZ +mez
2 L
My - : - mev ’
nA -“—_-‘__'-.—_-_—__—______‘_ X
n
Tay* My ' B
L . o
L _JmAY*'mBY
. L T L

Figura 2.1.

También aparecen las componentes de los esfuerzos cortantes en las secciones
extremas A y B, cuyos valores se expresan en. la figura; las flechas indican senti-
dos positivos. :

2.2. Las fuerzas internas correspondiente a la barra A B pueden expresarse por

"~ una matriz P del tipo:

p=| P (2;1)

con el siguiente convenio:

Pi=m,, momento flector en A segin el eje z.
P.=mg, momento flector en B segun el eje z.
Ps esfuerzo axil =n.

P,= my, mbmento flector en A segun el eje y.-
P,-,:mBy momento flector en B segun el eje y.
P par de torsion.
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53, Ala matriz P corresponderé otra matriz 5 de deformaciones intetnas.

, - e - (222

cuyos elementos expresan giros, excepto §;, que es una longitud (alargamiento de

la barra)

2.4. Ambas matrices, P y 8, estan Ilgadas por otras dos matrices, a Y x, me-
dnante las formulas

5=ap _ | | (2:4)

N

® Y a son, respectlvamente Ias matnces elementales de. ngndez y de ﬂexubxlldad

de la barra A B.

2.5. En realidad, a y % son un caso particular de las matrices a y k estudiadas

en el.capitulo 1, cuando la estructura se reduce a una barra y sobre ella se toman -

las seis coordenadas mecénicas (P, 8) indicadas en el parrafo 2.2.

2.6. La existencia de ambas matrices se decidira a priori mediante Ios cntenos
expuestos en el parrafo 1.17.

En general, podremos escrib‘ir:

=

=%
X:a—‘]

$27.Sila estructura posee m barras tendremos m matrices a:l y otras tan-

tas  [z], donde [h] es el codlgo de la barra cuando se numeran arbitrarlamente des-
de 1 hasta m.

Analogamente tendremos m matrices PI:IY otras tantas 5@

2.8. El célculo de una estructura reticular isostatica o hiperestatica plana o es-
pacial exige, entre otras cosas, conocer todas las matrices PEI y 5@

Ellas son funciones de la matriz F, que es siempre dato del problema.

En las formulas finales interviene naturalmente alguna de las matrices a 6 k
que a su vez son calculables a través de los o a] © x|&] -

2.9. La representacién matricial llevada a un computador electrénico es un meé-
todo muy practico para efectuar.el analisis de tales estructuras y aun de otras no
reticulares, segun expondremos en otra ocasion.

- 3. ALGUNAS FORMULAS PRACTICAS

3.1, Aplicando los teoremas de Resistencia de Materiales y -prescindiendo de
la influencia de los esfuerzos cortantes, se obtiene facilmente la férmula (3;1), que
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nos da la matriz de-flexibilidad & de la barra A B (fig. 2.1), recta y de seccién uni-

forme:
L __L 0. o 0 ‘
3EI, 6El, v ‘
L L
—— 0 0 0 0
6El, 3El, : - ?
: L |
0 0 - 0 0 0.
. EA : o (3:1)
a— . h
0 0 0 Lot :
3EI 6El, :
L L _
0 0 0 0 |
6El, 3E, ]
L 1
0 0 0 0o —
0 GJ

cuyos simbolos no necesitan aclaraciéon especial.
3.2. Si la barra A B pertenece a una estructura, ya plana o espacial, con sus ex-
tremos articulados y isin cargas intermedias, tendremos:

o = A (3;2) ‘

3.3. Si se trata d;e una estructura plana con cargas situadas en su plano, por
ejemplo, el xy de la figura 2.1, las matrices P y § seran:

Pl mA
P=|P:|=m | (39
P, n
3 B\
5 AL
"y la matriz a sera:
L L
3E! 6EI 0
a| L L (3:5)
6EI 3EI -
L
0 0 —
EA

3.5. Cuando se prescinda de los esfuerzos axiles tendremos:
P m S i} '
() Dl e
P, mpg 3, bg
a=L( 2 ‘]) = @)
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3.6. Suponiendo la barra articuladaie-n A tendremos:
o o . P, =0
Si la barra esta articulada en B tendremos:
=0
| La bafra articulada en sus dos extremos implica las cond'i.ciones:

“Py=0 P,=0

4. RE'SU_’MEN DE LAS MATRICES FUNDAMENTALES

4.1, Hasta ahora conocemos ocho matrices de importancia capital para meca-
nizar el célculo de una estructura. '

Se trata de las matrices:

F de acciones solicitantes.

‘U de desplazamientos externos.

de flexibilidad de la estructura.

k de rigidez de la estructura.

P, de fuerzas internas elemeﬁtales en la barra [h]

Sh de deformaciones internas elementales en la barra [h]

a, de flexibilidad de la barra_E] o

Hy de rigidez de la barra m

4.2. Otras matrices que se utilizan son las:

P, 5, |
P, | 5 S

p—| " 5=| < 53D
bm ) ) ém

obtenldas ensamblando las matrices P y 3, correspondlentes a cada una de Ias m
barras de la estructura.
4.3. Por analogia aparecen las matnces

a='o.-.'a2””o N ’ . (4;2)

K R U ‘
I IR (4:3)
0’....0 -.--%nm )
obtenidas ensamblando las matnces elementales a;, y »,, cuyas expresmnes ya co-
nocemos.
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~4.1. La matriz F es siempre dato del problema, y ella define el sistema de
coordenadas mecéanicas de la estructura o nos da la base para su definicion.
Las « Y x ya sabemos formarlas, cuando hemos descompuesto la estructura en
elementos. PR ‘ . .
Las restantes matrices pueden formarse mediante procesos matematicos mas
o menos complicades que efectuard la miquina electrénica.
" Destacaremos ‘pnor su importancia la matriz P, mediante la'cual se obtienen las
leyes de momentos flectores, esfuerzos cortantes y axiles en cada barra o elemento
de la estructura.

5. CAMBIO DE COORDENADAS

5.1. En el capitulo 2 hemos analizado las fuerzas y deformaciones internas de
una barra genérica A B referida a ejes intrinsecos de dicha barra, segun se indica
en la figura 2.1. :

Cuando nos. referimos al extremo A, el origen de coordenadas sera A; cuando
tratamos del extremo B, el origen serd B, pero las direcciones de los ejes coorde-
denados x y z son invariables en ambos casos.

5.2. Nos interesa obtener matricialmente dichas reacciones internas referidas
a los ejes generales de la estructura 0.xy z (fig. 5.1.) que se suponen trirrectan-
gulos. ‘ ‘

z

l

y o ’ Figura 5.1.

En esa misma figura aparecen los ejes particulares de la barra A B, que para
evitar confusiones Ilamaremos x'y’ z'.

5.3. La geometria de la estructura nos permite formar para cada barra [ la
matriz ortogonal.

cos (x' x) cos (x'y) cos (x' z)
(I’h =] cos (y x) cos (y'y) cos (y' z)
cos (' x) cos (' y) cos (z' z)

mediante la cual, las componentes (x’,y’, /) de un vector V, referido a los ejes
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particulares, y las componentes: (x, y,.z) de ese mismo vector, referido a los ejes ge-
nerales, aparecen ligados por las ecuaciones:. ‘

’

x x

y | = ®ul| v (5;2)
z z

X ' x\ '

z ’ Z E

5.4, Consideremos el caso mas amplio de estructura tridimensional con cargas
solicitantes aplicadas Gnicamente en los los nudos (*).

Sea m el nimero de barras, numeradas arbitrariamente [1] |2| . . . [m]-

~-'Sea n el nimero de nudos numerados arbitrariamente de 1 a n. h ‘

Se conviene en tomar como orig'en A de una barra, el nudo de indice mas bajo;
el otro nudo sera el extremo B de la barra.

5.5. Todas las cargas solicitantes-en un nudo o soporte i de la estructura equi-
valen siempre a un torsor cuyas comp_onehtes en ejes generales son tres fuerzas: ' -

F. E.. F

ix iy iz
y tres pares: ,
F » M = F

iyy iz izz

=F-" » M

ix ixx

M

iy =

- Entonces cada nudo nos dara.la submatriz:

(5:4)

'5.6. Ensamblando las matrices de los distintos nudos obtendremos la matriz. de
~ acciones solicitantes o de acciones nodales referida a los ejes generales:

F,

F=1]. | : (5.;5)

5.7. Anédlogamente obtenemos las matrices particulares de despl'azamientos no-
dales: ' ’

& '- . 68)

(*) Ya hemos dicho que el caso de cargas intermedias puede reducirse a cargés nodulares.
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‘y la correspondiente‘ matriz ensamblada:

F, = Fiy
Miz
dix
v = diy

(6;7)

(5;9)

5.9. Ahora necesitamos establecer formulas analogas relativas a las matrices de
fuerzas y deformaciones internas en el nudo / de una barra h.
~ 5.10. Para mayor claridad nos . referimos a la barra A B (fig. 2.1). Supondremos
gue el nudo 7 es A; que el nudo B es j. ' ,
Nuestro propésito es expresar las seis componentes del torsor equivalente a las
fuerzas internas en A referido a los ejes generales de la estructura.

Pero ante todo necesitamos obtener las componentes de ese torsor respecto a
los ejes particulares A. x’'y"z’ de la figura 2.1 para pasar después alosejes A.xyz.

- 5.11. Evidentemente es:

0 sea, en forma matricial:

O-—‘Ol-l--‘

530

0

n:—'nAm
I Y il Y7
L
_ May T Mgy
L
=t
S=ma
,:mAz:
0 0
1 _1
L L
0 0
‘ 0 0.
0 0
1 0

!  5:40)

}
—_ ] 0 mAyr_
0 0 mg .
o o maz (5:11)
0 1 Mgz |
0 0 "A|E]
) talR]
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5.10.1. En el caso de una estructura pIana y tratandose de la barra |h| =
= A B, podremos escribir con mas precnsmn :

PilElx V .- componente segin eje X',\

Pi[r|= P;|E|‘ ¥ 0 sea componente segln eje y’, (5;12) .
Mi[x]| _ . momento flector.

5.10.2. La matriz de componentes intrinsecas sera:

m ;[&] _ C ' momento flector en i, . _
m,[x] _ O sea . momento flector en j, - (5;13)
nm | esfuerzo axil de la barra. '

5.11. Ahora sélo nos falta pasar de coordenadas particulares /. X'y’ z' a las ge-
nerales i.xy z, aplicando la férmula (5;3) que nos da inmediatamente:

Pix E Pix’ )

K _ T : i .
Piy o .(I) Piy : . ' (5;14)
iz iz’

y otra ecuacion analoga para los momentos:
M;, M .
—mT o ' .
Miy - (I)m Miy' ) ) (5915)
M M '

iz/- iz’

5.12. Obsér\)ese que para no complicar las notaciones hemos escrito P, en vez

: deP,r‘x,

1968

El buen sentido del lector ya habra advertldo estas abreVIaturas teniendo en

cuenta que nos referimos al nudo i de la barra h.
513. Las dos formulas (5;14) y (5 16). admlten la representacuon matr|C|aI mas

compacta: §
o VM. P

Pi;'( ix ix' ix' Lo
- T

Piy, M| = (I)lﬂ Py Miy . (5;16)

iz iz Piz M,

/ ) » ) Figura 5.2.




5.13.1. En el caso de una estructura plana se obtienen practicamente resultados

mucho més sencillos de constante empleo y que resumiremos (fig. 5.2) sin otras ex-

plicaciones. -
cos¢ seng O )
(I)EI =|—seng <cosg O (5;17)
0 0 1
[cosp  —seny 0
(plrzlz @;‘: sen g cosp O (5;18)
0 0 1
sen g sen o —cos ¢
Pax Pa x L L my\
Pay | = (I)lTH Pay | =] coseo _coso “seng | [ms (5;19)
My Ml L L n
' 1 0 0 '

5.13.2. Si el extremo B es articulado aplicaremos la formula:

: sen ¢
— cos ¢
Pax L
p _ A : (5;20)
Ay = - 2222 _seno ‘n '
My L -
1 0

5.13.3. Si el extrémo articulado es A tendremos:

. sen ¢ — cos ¢ v
(VPA*) - b (™) O (B21)
Pay _S05e  _eny n
L

. 5.134. Finalmente, si la barra A B esta articulada en sus dos extremos tendre-
mos: : '

PAy —seng

( PAx) — (— cos ‘?) n | (5;22)

5.14.1. El mismo procedimiento puede aplicarse al nudo B de la barra A B, sus-
“tituyendo el &ngulo ¢ por el nuevo valor ¢ 4 7.
5.14.2. En caso de empotramientos en A y B resulta:

_sene __ S€N?  iose
Py, L 1 \ yms .
Pgy =]  cose cose mp (5;23)
My L ‘ n
0 1 o
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' N L L SN @ : '
Ps, _ - L ‘ "“A) ' ‘(5.24)
Py o cos ) ( ny S
Y f seng

5.14.4. Si existe articulacion anica en A resulta:

— ﬂ‘ﬁ. COSs
N4
PBx ’ L .
p. | — : My (5;25)
By = ) cos [ sen v n g )
My »
1 0

. 514.3. i existe articulaciéon Gnica en B resulta:
5.14.5, Cuando estan articulados ambos extremos resulta:

P cos ¢ .
PBy sen @ )
En un préximo 'articulo_ haremos aplicacion de estas ideas y de algunas otras
al célculo mecanizado de una pieza curva o poligonal, plana o alabeada, de sec-

cién constante o variable, empotrada o .articulada en sus extremos, sometida a es-
fuerzos cualesquiera. : : :
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