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Para efectuar con cierto rigor el estudio de un sistema ingenieril hay -que empe-
zar estableciendo un modelo matematico o ente de ficcion que idealice el compor-
tamiento del mismo para poder aplicar algun algoritmo numérico aceptable en sus
dos aspectos tedrico y practico.

Si el modelo matematico es sencillo podra ser abordado directamente, pero en
caso de sistemas o de estructuras mas complejas habra que descomponerlo en sub-
estructuras o incluso en elementos simples de facil estudio para obtener resultados
parciales, que, debidamente ensamblados, nos permitan obtener los valores corres-
pondientes a la estructura global. ’

La eleccion de tales elementos es de .importancia decisiva para el desarrollo
de los calculos. La intuicién y la experiencia del Ingeniero proyectista son los prin-
cipales factores en esta primera etapa.

Como en el presente trabajo se trata de analizar las vigas continuas, los entra-
mados y las estructuras reticulares ya planas o espaciales, no hace falta decir cual
es el modelo matematico de la estructura global ni de los elementos estructurales.

Entre la variedad de métodos de calculo destacan dos: el de los desplazamlen-
tos y el de las fuerzas.

Ambos ofrecen semejanzas, puesto que conducen a un mismo sistema de ecua-
ciones lineales, pero difieren en el modo de resolver el sistema algebraico.

Las ecuaciones gue sé manejan son:

1.» Condiciones de equilibrio entre las fuerzas externas directamente aplicadas
en los nudos, las fuerzas nodulares ‘equivalentes inducidas por cargas intermedias,
las acciones de origen térmico y las reacciones internas de cada elemento.

2° Condiciones de compatibilidad entre los desplazamientos delos nudos y las
deformaciones elasticas de cada elemento.

3» Ecuaciones de elasticidad que ligan esfuerzos y deformacmnes

Las incégnitas a calcular son los desplazamientos en los nudos de la estructura
y las reacciones internas de los elementos, es decir, las matrices u y P analizadas
en un articulo anterior (*).

(*) Ver Revista de Obras Pdblicas (julio 1968).



En el método de las fuerzas se toma la matriz P como incégnita principal, y en
funcién de ella se calculara la matriz u.

En el método de las deformaciones es u la primera matriz que se calcula, y en
funcion de ella se expresara la P.

No podemos ahora explicar cual de los métodos es mas conveniente en razén
de las menores complicaciones de calculo y de acuerdo con el tipo de estructura;
bastara decir que existen criterios bien definidos sobre el particular.

Finalmente, en ambos métodos se calcula mediante férmulas sencillas la ma-
triz § de deformaciones internas de los elementos.

Con todo ello, el célculo de las ¢, 1, £ ¥ v en cualquier punto de un elemento
no ofrece mayores dificultades en los casos que ahora nos interesan.

" En el presente articulo trataremos exclusivamente del método de las deforma-
ciones aplicado a seis tipos de estructuras:

1.° Vigas continuas.

2 Cerchas planas con nudos articulados.

3> Entramados planos con nudos rigidos.

4> Emparrilados planos.

5.° Cerchas tridimensionales con nudos articulados.

6.c Entramados tridimensionales con nudos rigidos. »

Veremos que todas ellas se calculan mediante etapas idénticas, manejan-
do siempre los mismos simbolos que representan los mismos conceptos, aunque sus
formulaciones aritméticas sean distintas, segun el tipo de estructura.

Los elementos estructurales son siempre barras rectas de seccidn constante en-
tre nudo y nudo.

Si hubi.es-e'; alglin cambio brusco de seccion intermedia, bastaria introducir
como nuevo nudo ese punto de discontinuidad.

Pueden consnderarse otras variaciones de seccién que tampoco alteran la esen-
cia del método. ,

Como ya se indicé en nuestro precedente articulo, supondremos referida la es-

tructura a un sistema de coordenadas generales (x y Z) convenientemente elegido;
ademas, cada elemento tendra su sistema particular o local de referencia (x y z), o

bien (x, y, z,), si se quiere destacar el elemento correspondiente it] .

Nuestro objetivo de mecanizacién exige que el programa o lista de instrucciones
codificadas que ha de ser introducido en maquina admita cualquier hipotesis
de carga.

En consecuencia, la matriz F debe contener la totalidad de acciones localiza-
bles en los nudos. Ellas pueden tener cuatro procedencias:

1.2 Fuerzas o momentos directamente aplicadas en un nudo (fuerzas directas).

2= Fuerzas o momentos nodales inducidos por cargas externas intermedias
(fuerzas equivalentes).

3.2 Acciones nodales de origen térmico o debidas a pretensiones o desajustes
iniciales en el montaje de los elementos.

4.2 Reacciones de sustentacién en nudos coartados.

Las fuerzas directas pertenecen siempre a la informacion de entrada y constitu-
yen una parte de las hipotesis de carga.

Las fuerzas equivalentes se calculan mediante subrutmas adecuadas que ex-
plicaremos en otra ocasion. En el caso particular de estructuras reticulares, estas
fuerzas son iguales y de signo contrario a las reacciones en los extremos perfecta-
mente empotrados de la barra, cuando sobre ella actuan las cargas intermedias.
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Las fuerzas térmicas 0 de pretensién y desajuste se representan por el simbo-
lo Q, y pueden. deducirse de un escalar:
' T T(xy 2
dato ‘del problema, que representa el aumento de temperatura en un punto genéri-
co de la estructura, del coeficiente de dilatacion lineal del material o y de otros-

coeficientes elasticos. , ‘ _
Finalmente, las reacciones de sustentacion son fuerzas cuyo calculo corre a car-

go del programa. :
Asi, por ejemplo, en el caso de la viga continua (fig. 1) hay que reservar dos

1 | AS AY .

Figura 1.

elementos de F por cada nudo. Tratdndose del nudo J, intervendran F;;l-_l (carga
transversal) y F2; (momento flector). Los desplazamientos correspondientes son el ver-

tical u,; 1 y €l giro us;. _
Este caso es muy sencillo porque los ejes particulares de todas las barras tienen

direcciones (x) coincidentes entre si. Los ejes generales (x y z) de la estructura son

paralelos a los ejes (x, y, z) de cada barra. - : .
El caso de la cercha plana articulada (fig. 2) es analogo al anterior. En el nudo

i aparecen los mismos simbolos:

Fi_s Fai Vzi—1 U2i
aunque sus significados sean diferentes.

2 ' ‘ 4 ' y

Vo

>
® N O

-Figura 2.

Tanto en los entramados planos con nudos rigidos (fig. 3), como en los emparri-
llados planos (fig. 4) y las cerchas espaciales articuladas’ (fig. 5) aparecen en cada

nudo los tres elementos:
F3i—2 Fsi1.  Fai
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de la matriz de fuerzas F y sus homélogos:
Uzi—2 Uzi—1 Y3;

en la matriz de desplazamientos u.

2 S

7 — 24
| /@ A@)/ @7 >,
2 6 ) e

Figura 3.

3 6 Zz
2 /5 y
—L > >
© 4 "

Figura 4.

3 6

Figura 5.

En el sexto caso, relativo a entramados rigidos tridimensionales (fig. 6), corres-

ponden a cada nudo los términos:
Fsi—s Fei_4 Fei—3 Fgi—a Fein Fei

Ugi—5 Vgi—4a Ugi—3 Ugi—2 Vgi—1 Ygi

donde las F representan los componentes del torsor de acciones en i, referido a ejes

generales X y z.
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Figura 6.

El significado de los elementos u es inmediato. :
De todo esto se desprende que, si n es el nimero de nudos de la estructura, las
matrices F y u son rectangulares de orden: :

2nX1 en los tipos 1y 2
3nX1 enlostipos3, 4y5
6nX1 en el tipo é

por consiguiente, las respect'ivas matrices de rigidez seran todas cuadradas y de 6r-

denes:

2n 3n y 6n

En uno de los mas recientes trabajos confiados a nuestro Gabinete de Célcuio
hubo que estudiar un pértico con 722 barras y 556 grados de libertad, lo cual exigio
invertir una matriz cuadrada de orden 556, constituida por 309 136 términos.

A ningun Ingeniero se le ocurriria abordar este calculo con los recursos tradi-
cionales. N '

Nuestro ordenador IBM 1130 ha efectuado todos los calculos impecablemente,
dando resultados impresos en la forma practica que se pedia con un tiempo de pro-
ceso inferior a los veinticinco minutos. '

Claro que la preparacién de datos corre siempre a cargo del operador humano.
Es un trabajo muy sencillo 'y répido que se normaliza mediante el empleo de formu-
larios adecuados. ' ’

Asi, por ejemplo, en el caso de un pértico plano con nudos rigidos podrian uti-
lizarse los siguientes modelos:

Coordenadas generales Restricciones

NUDOS ‘
x y x Y Pz
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Nudos Mom. inercia | Cosenos directores

" BARRAS Longitud Area |
_ i i ' z C, C

y

Fuerzas segin
NUDOS Momento segin eje z
eje x eje y

El régimen .de cambios de temperatura y de pretensiones en las piezas habra
que definirlo coh claridad en cada caso mediante la funcion de temperatura T (X, y, 2)
y las deformaciones o pretensiones iniciales de los elementos.

Las sobrecargas intermedias se definirAn mediante esquemas graficos que el
programador ajustard al cédigo de su maquina mediante la clave y los parametros
correspondientes.

No se olvidara, tampoco, de registrar el modulo de Young E, el coeficiente de

-Poisson v, el coeficiente de dilatacién térmica « y cuantas constantes pida el progra-

ma de acuerdo con el tipo de estructura.

Toda esta informacion serd perforada, obteniéndose un paquete de fichas que
se registrara en memoria a través de la unidad lectora del mismo modo que se ha-
bra -introducido el programa contenido en otro paquete.

Ahora es cuando empieza el trabajo de calculo, precisamente cuando ha ter-
minado la actuacién de! Ingeniero.

La maquina va extrayendo una a una las sucesivas instrucciones contenidas en
el programa, busca los datos, que en cada instante necesita, examina aquellos re-
gistros de memoria donde ella misma los situé, almacena los resultados provisio-
nales que mas tarde ha de necesitar, y una vez cumplido el programa, ella misma
imprimira los resuitados finales si dispone de impresora o perforara otro paquete

-de fichas con los valores debidamente codificados.

La maquina se limita a hacer cuanto se la ha ordenado con absoluta claridad
y precision a través del programa y todo eso que se le ha dicho, en lenguaje acep-
tado por la maquina, es lo que el Ingeniero ya conoce y tendria que hacer a mano
con tanta lentitud, fatiga y peligro de equivocaciones, que tardaria a veces afos
en obtener lo que la calculadora electrénica le puede ofrecer con suficiente apro-
ximacién en pocos minutos.

Aunque el programa suponga cientos de miles y aln millones de operaciones,
podemos condensarlo en tres etapas fundamentales:
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1.2 Generacion de la matriz de rigidez k de la estructura dada, referida a un

~ sistema de coordenadas mecanicas tan amplio como sea necesario para abarcar

de una sola vez todas las. hipotesis de carga imaginables.
22 Calculo de las reacciones en los nudos coartados.
3.4 Calculo de las matrices de desplazamientos u, de esfuerzos internos P y de

deformaciones internas 3.

La primera etapa es, con mucho, la que mayor trabajo exige.
El punto de’arranque para obtener k esta en la descomposicion de la estruc-
tura global en elementos simples, sobre los cuales se definiran otras coordenadas

" mecanicas, y en cuya referencia se calcularan las matrices de rigidez xm de cada

elemento, las cuales, debidamente ensambladas, nos daran la matriz buscada k.
Como en el presente articulo nos limitamos a jos seis casos de estructuras an-

tes descritas, no hace falta repetir que los elementos son las barras, cuyas matrices

“de rigidez se gbtienen sin dificultades tedricas, aparte de que son conocidas de -

antiguo y pueden tomarse de los tratados de Mecanica Eléastica.
Por la importancia de estas féormulas vamos a reproducirlas aqui con algun de-
talle, advirtiendo que todas las matrices. se refieren a ejes particulares de la ba-

‘rra (x, y, Z) que en las mismas figuras se indican:

VIGA CONTINUA (fig. 1)..

12EI, ~  6El, ~12El, = 6EI,

s L Lo L2
SR 6EI, - AEL —6El,  2EI |
Lz ' L L2 L :
%y _ (1)

—12El,  —&El, - 12El, - —6EL
T Ls s L

6EI;  2El _4El,  4EL
T L

"Recordaremos que esta matriz verifica la ecuacién:

P, 8
3 ’ -
Pg — Xh 2 . (2)
PS i 83
P/ n 8,/ h

todo ello referido a coordehadas-particulares de la barra, como ya se ha dicho.

CERCHA PLANA ARTICULADA (fig. 2).

B @)

0

EA
T

o O © O
o - o -
o O O O
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ENTRAMADO PLANO CON NUDOS RIGIDOS (fig. 3).

EA
L
0

EMPARRILLADO PLANO (fig. 4).

Gl,
L
0

-G,

0
12EI,  6El,
s L3
6EI, 4E1,
L2 L

0
—12El, —6El,
Ls Lt
6E1, 2E1,
e L
0 0
4El,  —6EI
L I
—6El,  12EI
L Lo
0 0
2El,  —6El
L L
6EI,  —12El

13

—EA
== 0
i 0
—12EI, 6El,
Ls L2
—6El,  2EI,
L L
EA
— 0 0
L
12El, —6El,
B B
—6El,  4EI,
12 L
-G, 0 .
L
2E1, 6EI,
L 2
—6El, —12EI
L s
G’X N
. 0 0
4El, 6El,
L s
6El,  12EI

12

L3

CERCHA TRIDIMENSIONAL CON NUDOS ARTICULADOS (fig. 5).

O O O O o O

SO O O O o o

—1
0
0
1
0
0

O O O O o o
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ENTRAMADO TRIDIMENSIONAL CON NUDOS RIGIDOS (fig. 6).

Xy =

—EA, ‘
0 0 0 0 o —— 0 0 0 o 0
12E ' ok BEI
= z 0 0 0 6EI, 0 12, 0 0 GEI,
L2 L3 L2
' _ o —12EI — '
0 12E1, 0 €L, o o AP 6El,
L3 L2 L3 Lz
' —GI
0 0 Gl 0 0 0 0 0 x 0
L L
— 6El 4EI bEI 2El, :
0 y y 0 Y
‘ L ° L ° 0 L L 0
El —6El 2EI
6EI o o AEL 0 z 0 0 z
L2 L L L
EA
0 0 0 0 0 L" 0 0 0 0 0
; —6El
—12E,z 0 0 0 ——6E’z 0 ]2E’z 0 0 0 z
i3 L2 13 13
—12E1 6E! 12E1, 6El,
y y Y
0 3 0 Lz 0 0 0 3 L2
—G! Gl,
x 0 0 0 0
0 [ 0 v 0 0 [
~6El, 2E1, 0 0 6EI, 0 4El, 0
0 _
. L2 L Le L
- el 6kl o 4E1,
0 0 0 0 0 0
L2 L L2 L

Existen otros casos de sustentacién mixta, ya considerados en nuestro primer
articulo. _

‘Es interesante recordar el significado mecanico de los coeficientes de influen-
cia k;;, que constituyen una matriz elemental de rigidez %, » pues asi, conoceremos
el camino para calcular dichos términos no solo en los seis casos expuestos, sino
también en otras estructuras por ejemplo placas, membranas, discos, |laminas, ma-
cizos continuos, etc., donde cabe considerar otros elementos planos o alabeados, trian-
gulares, cuadrangulares, tetraédricos etc., cuyas rigideces ante la accién de cargas
aplicadas en los vértices sean calculables.

Por una parte, el término k;; de una matriz de rigidez referida al sistema de
coordenadas mecanicas (F, u) es el valor de la fuerza inducida en la direccidn y senti-

do de F, por el sistema de desplazamientos

.
u‘-—'l

v, =0 paratodo hj

ENERO 1969 el t
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Tratandose de un elemento estructural, ya sabemos que las coordenadas meca-
nicas (P, ) son distintas de las (F, u) pero el proceso de célculo es el mismo.

También k,; puede calcularse mediante la energia de deformacién interna,
puesto que

2
=T (8)
du;dy;

Recordando el teorema de Schwarz sobre el orden de derivacién, se comprue-
ba que toda matriz de rigidez es simétrica, lo cual simplifica considerablemente su

calculo.

También k,; es el trabajo de deformacién de las fuerzas internas inducidas por
los desplazamientos

v,=0 para todo hd3=j

-en la deformacién elastica virtual que corresponde a los desplazamientos

U":]

up,=0 paratodo hzi

Tratandose de cerchas, entramados y vigas continuas, habra que considerar
cuatro sumandos para obtener el valor de k, ;, que son el trabajo del momento flector,
del esfuerzo axil, del momento de torsién y del esfuerzo cortante.

A veces se prescinde de alguna de estas acciones porque se estima, a pfiori,
que su influencia es despreciable como suele ocurrir con el trabajo del esfuerzo

- -cortante, y ésta es la causa de que se observe alguna discrepancia en las matrices

», Utilizadas en diferentes ocasiones.

Desde luego, en ninguna de las férmulas, que figuran en el presente articulo,
se ha tomado en consideracion el esfuerzo cortante.

También conviene advertir, que la validez de dichas férmulas exige que, en to-
dos los casos de flexion, los ejes transversales (y, z) sean principales de inercia de
la seccion.

Siendo m el nimero total de barras de la estructura, tendremos las siguientes m
ecuaciones matriciales

=%y0p+ Qy
(9)
(h=12 ... m

~donde las.x, y Q,, son conocidas por representar las matrices de rigidez de cada

elemento y las fuerzas internas en los nudos inducidas por efecto térmico, que se
calculan mediante las siguientes féormulas:

1.2 Barra articulada en sus extremos

Qh:(.g;)h=AEaT(_:) (10)
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2.2 Barra de entramado planc con nudos rigidos.

Q, CEAaT, . o

Q; 0

Q, —j‘aETydA _
1=t ' (1)

Q — EAaT, _ '

Q| 0

Qs : faETydA

h .

‘Siendo T (y, z) la ley conocida de aumento de temperaturas que es la misma para
todas las secciones de la barra '

'y =—f Ty, 2)dA (12)

el incremento medio de temperaturas en-la seccmn
.En el caso de entramado tndlmensmnal con nudos ngldos es

Q EAaT
Q, | -0

Q, 0
Q, 0
Q; fzzETzd'A
A
’ th = VA 7 (13)
N _ 1 @ . —EA«T, ‘ _
Qs 0
, Q, 0
v g ‘ . QIO 1 0
| Qi aETsz

De este caso general se deducen todos los otros casos parhculares incluso el
del emparrillado que omitimos..

Ahora se trata de obtener la matriz k como sintesis y ensamblaje de las m ma-
trices %, , pero como cada una de éstas la conocemos referida a sus ejes locales
es preciso hacer m camblos de coordenadas para pasar a ejes generales x, y, 2)
de la estructura.

Suponiendo que P, &, %, son Ias matrices referidas a las coordenadas loca-

" les de 1a barra h, IlamaremosP 5:1 , @ esas matrices referidas a coordenadas
generales de la estructura completa :

ENERO 1969 . .. : ' . 13.



Como los cambios de ejes equivalen a transformaciones lineales, tendremos
para la barra genérica una relacion de la forma:

By =, (14)

g
>

donde A, ©s una matriz que tiene tantas filas como elementos tenga o, Y tantas
columnas como elementos tenga 5,,.

Asi, por ejemplo, en el caso de cercha articulada tridimensional, A, €s una ma-
triz del tipo 2 x 3.

No existe dificultad para formar las matrices A, cuando se conocen los cose-
nos directores de los triedros particulares de las barras h.

La relacién entre las matrices P}:y 5,, se deduce féacilmente aplicando el prin-

cipio de los trabajos virtuales a los sistemas de fuerzas equivalentes P,y 5,, , Y te-
niendo en cuenta la fé6rmula (14).

En seguida se obtiene:
Pa =y Py (15)
Ello indica que las fuerzas internas en los elementos Yy sus correspondientes
deformaciones son dos sistemas de variables contragredientes, propiedad de la cual
se hace mucho uso en los razonamientos tedricos, Del mismo modo, las fuerzas tér-
micas sobre cada elemento se transformaran segan la ley:
Q, =1, Q, (16)
Entonces, la ecuacion (9) nos permite escribir la transformada:
(7‘;; )_l (Pn— Q) =%y 2, gh (17)
de donde:
Ph—Q, =M%, )‘hsh (18)
y por tanto, la nueva matriz elemental de rigidez sera:
= AXp (19)
Conocida esta matriz, el sistema de ecuaciones (9) toma la forma:
By =%p By + @ (20)
que al ensamblar las m barras nos da:
P=%x354+Q (20 bis)
Por su parte, las matrices de esfuerzos sobre la estructura general y de des-

plazamientos correspondientes, es decir, F y u, estan siempre referidas a ejes ge-
nerales y no necesitan transformarse.
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La -compatibilidad entre desplazamientos u'y deformaciones & exige que entre
ellas exista una relacién de la forma:

S=Rv _ (21)
donde B es otra matriz que tiene todos sus elementos nulos, excepto algunos pocos

que valen 1.
Puede verse esto particionando:

N Us

3. o .

. m = nimero total de barras
5, i

- \
Om/ u, n = nomero. total de nudos

Entonces B sera una matriz particionada en m filas matriciales y n columnas
matriciales, cuya matriz genérica 8, sera cero si la barra h no contiene al nudo /,
apareciendo algunos términos iguales a 1 en caso contrario. ,

A primera vista se intuye que B es una matriz auxiliar poco conveniente para
el calculo electrénico, porque suele tener unas dimensiones muy superiores a las
restantes matrices que se manejan y, ademas, su ensamblaje representa un trabajo
de programacion que puede ser evitado. .

Asi, por ejemplo, en una estructura relativamente simple, como el entramado
(figura 7) con sus 9 nudos y sus 12 barras, aparece una matriz auxiliar 8 con 7776
términos, distribuidos en: : 4

12 X 12 = 144 filas
y 93X 6= 54 columnas

®
@ | ®

/

| ®

Figura 7.

® @

\
\
\
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Sin embargo, conviene retener en forma simbdlica esta matriz, pues ella sirve

para relacionar las matrices de fuerzas solicitantes F y la matriz P de esfuerzos in-
ternos mediante la férmula:

F = B, P ' (22)

En realidad, esto es una consecuencia del caracter 'éontragrediente de los es-
fuerzos y de las deformaciones, segin ya hemos advertido.
Si en (22) sustituimos los valores (20 bis) y (21) resulta:

F=B8'(x3+@) =B (xBu+t@)=BxBu+B Q

0 sea, en definitiva:

F=ku+Q (23)
_ con las notaciones:

k=B xB _ ‘ (24)

a=8a (25)

La féormula (24) nos permite calcular la matriz de rigidez de la estructura glo-
bal en funcion de las matrices ya obtenidas » y B.

Claro que el producto matricial de la formula 24 o hara el computador elec-
trénico.

En el ejemplo de la figura 7-habria que multiplicar tres matrices cuyas dimensio-
nes son:

(54 X 144) (144 X 144) (144 >/ 54)

y asi se obtiene la matriz de rigidez k de la estructura con sus 54 filas y sus 54 co-
lumnas.

No podemos explicar con detalle el aspecto matematico del proceso, pero di-
remos que no hace falta multiplicar esas matrices, pues la forma peculiarisima de
B permite obtener la matriz k de muchas maneras ingeniosisimas que expondre-
mos en otra ocasion.

Una de ellas se basa en recordar que todo término de cualquier matriz ele-
mental %, pertenece a una cierta fila y a una cierta columna de k.

' Bastara, pues, colocar ese término en el lugar correspondiente del cuadro pre-
parado para k e ir sumando los términos a medida que vayan llegando a sus posi-
ciones respectivas. Analoga consideraciéon, aunque mas simplificada, nos permitira

obtener la matriz columna Q, producto de 8’y Q.
Hasta el momento actual la maquina ha realizado un trabajo sencillo y rapido

para sus posibilidades, aunque seria abrumador para un ingeniero.

Todo lo que queda por hacer puede resumirse en pocas palabras, y sin embar-
go, es lo que exigird mas trabajo de maquma pues se trata de invertir una matriz
de orden casi siempre muy respetable. )

Volvamos a la formula fundamental ndm. 23. Supongamos que la computado-
ra tiene almacenada en memoria la matriz k.
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Para cada hipotesis de carga, la matnz F se compone de dos sumandos:
o 1.0 Cargas externas aplicadas directamente enlos nudos (F ). ,
e _ 20 Cargas nodales equivalentes a las cargas intermedias (F, ), siendo:

F=Fy+F, | ©(28)

Para no complicar la exposicién prescindimos de las sobrecargas dinamicas y
de los efectos vibratorios que también pueden procesarse y cuya importancia es
capital en las estructuras aeronauticas, en el caso de construcciones en zonas sis-
micas, ondas explosivas, y en general, cuando las cargas solicitantes son funciones
del tiempo y permiten plantear una ecuacion diferencial matricial de segundo or-
den en los desplazamientos u, e incluso calcular las frecuencias naturales y los
modos de oscilacion propios de la estructura.

Obsérvese. que en F, se incluyen las reacciones desconocidas en los nudos

coartados.
" Por tanto, el snstema (23)-nos permmra calcular todos los desplazamientos no-

dales, en funcién de los cuales se obtendrén directa € inmediatamente todas las res-

tantes incognitas del problema.
Parece, a primera vista, que podrlamos utilizar la férmula:

u=k~ " (F—-Q) | ' (27)

consecuencia de (23) pero como entre las filas de F existen mertas relaciones li-
neales, obtenidas al expresar las condiciones de equnlbrlo estatico entre fuerzas
activas y reacciones, resulta que la matriz k es singular y no existe su inversa k—!

Lo que procede es particionar todas las matrices que figuran en la ecuacion 27,
considerando, por un lado, los desplazamientos libres y, por otro, los desplaza-
mientos coartados. ' :

Asi, en la estructura (fig. 7) tendriamos:

u*'_.—_ u“ u° — ‘,’32 | u=.(ut) (28)
Ugo' "\ Ugy

Empleando notaciones anélogas con los restantes elementos tendremos la ecua-

cién:
» B F* — Q* ky k2 ) (‘u" ) o
(.F° - Q°) (k2| ka2 u® ' .( )
siendo:

(30)
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k2,3l T k2,54
k-l 2= B LI LLTT P PP PPORRPP (31 )
ks ksa,54
kay = k12 (32)
k31,31 k3,54
k32,31 k32,54
k,g T e (33)
k54,31 k54,54
Por consiguiente:
F* — Q" =ky v* 4 kyqp u° B (34)
F° — Q° = kqy U* + kogy 4° ’ (35)

Como cualquier deplazamiento no libre se supone- totalmente coartado (o al
menos conocido) tendremos:

=20 (36)

por tanto, los desplazamientos totalmente libres valen:

vt =k (F*— Q) (87)

y las reacciones de sustentacién son:
F° — Q° = k2'| kﬁ‘ (F— @Y (38)
Si la estructura no degenera en una cadena cinematica deformable, estamos
seguros de que k,, no es matriz singular y, por tanto, posee matriz inversa.
Obsérvese que una vez calculadas las submatrices k3! y k, ellas son vélidas

cualesquiera que sean las hipétesis de carga y térmicas, lo cual es una enorme ven-

taja del método.
El calculo de las deformaciones internas se obtiene de la ecuacion:

3=Bu (39)

y las fuerzas internas se obtienen mediante:
p=%x03 (40)
] (41)

Para obtener sus componentes en coordenadas locales de cada barra, es decir,
P, vy &, ., se haran los cambios de coordenadas (14) y (15).
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PAGE 9

c
35 1BAR=NB POl 119
WRITE{12'IBARINBs(L(I)yI=1ya)eFL,RIIC POl 119
o ,
C LOS DATOS GEOMETRICOS SE HAN PASADO EL FEICHERO 12 POl 119
C .
IF(MU-~NB)20,3,20 POl 120
20 WRITE(ID,102)MU,NB
102 FORMAT(1H ,*DEBIA LEER LA BARRA',I5," Y LEE LA*,I15) POl 122
CALL EXIY . POl 123
3 F2= 2.sRIICRFL . . PO1 124
Fl= 2.#F2 PO1l 125
F3= 3.#F2RFL POl 126
F4=2~F3 POl 127
F5= F1 . © POl 128
F6= F3 : - : PO1 129
F7= F4 L : POl 130°
F8= 2.,oF3RFL ) ) POl 131
9=-F§ : " POl 132
F10=F8 oo - POL 133
101 FORMAT(513,5X42F10.2) . - -
c .
DO 12 I=l,& -7 - | L oo . ’ ' POl 134
LIK = L{D) . POl 135
IFt LIK ) 20412,606 : : ' POl 136
606 LM = MATR (| LIK )} PO1 137
LJ = JUNCIL I ) POl 138
DO 12 J=1,4 ’
LKJ =L{ J) * : . : T PD1 140
IF{ LKJ } 20.12.707 : : POl 141
707 IF{ LKJ-LIK )709,708,708 . . . POl 142
T09 LIJ=MATRI( LKJ )+ 'LIK POl 143
GO YO 710 . ' POl 144
708 LI1J=LM + LKJ ' POl 145
10 LI =Ly + POl 146
RILIJ)= RILIJ) +F(LI)
12 CONTINUE . .. POl 148
c
c ESTO SE HACE .PARA CADA BARRA POl 149
c .
99 CONTINUE . ' POl 150

WRITE(10,6666)"
WRITE(1D,306) ]
304 FORMAT(1H ,'essszss DATOS DE CARGAS EN LAS BARRAS sasswsas*,QR)
303 FORMAT(1HO,'HIPOTESIS BARRA T.CARGA PARAMETRO 1 PARAMETRO 2 P
1ARAMETRD 3 PARAMETRO 4*,A) ' !
WRITE(10,303)

Lw=0
Cc . . .
C UNA VEZ FORMADA LA MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA POl 151
C ESTRUCTURA SE LEEN LAS CARGAS Y SE CALCULAN . POl1.152
C LOS VALORES DE EMPOTRAMIENTD PERFECTO : : POl 153
1EMP=0 . 153

49 READ(II,107)NHIP,NB,XT,D1,02,D03,04
107 FORMAT(313,11X,44F10.3)
WRITE(IQ,4002)INHIP, NBnKT,Dl.DZ D3th

Figura 8.

Fragmento de un programa FORTRAN utilizado en el célculo de estructuras re-
ticulares.
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Conociendo las reacciones internas en los extremos de cada barra de directriz
rectilinea y seccién constante, el célculo de los tensores eldsticos y de deforma-
cion en cualquier punto no ofrece dificulitad.

CONCLUSION

En las paginas precedentes hemos intentado exponer con la maxima claridad
posible, dentro del limitado espacio que suele asignarse a un articulo de revista, la
esencia del método de la rigidez tal y como lo aplica el Gabinete de Calculo para
mecanizar el estudio de una estructura de cualquiera de los seis tipos anteriormen-
te citados.

El adjunto organigrama ofrece una sintesis del proceso, cuyo rigor cientifico
queda perfectamente establecido con los recursos tedricos que se han utilizado.

Codificar las instrucciones en un lenguaje aceptado por la maquina requiere
conocimientos de programacion. '

Asi se obtienen programas que el Gabinete de Caélculo posee y aplica. Ningtn
método tradicional ejecutado manualmente puede darnos mayor exactitud. Si la es-
fructura presenta alguna complejidad y el calculo a mano se hace practicamente
inabordable, sera preciso recurrir al computador electronico. '

De este modo, los resultados se obtienen con maxima rapidez y maxima econo-
mia. Su exactitud queda garantizada mediante criterios de comprobaciéon que per-
miten ‘contrastar los valores numéricos finales.

" Incluso estructuras -que, por el numero de nudos y barras, exceden la ca-
pacidad de memoria -de -un computador, pueden ser estudiadas por el método de la
rigidez, descomponiéndolas en subestructuras elementales, haciendo el estudio se-
parado de cada una y procediendo al ensamblaje final de los resultados parciales.

La mecanizacion del calculo- de estructuras reticulares es al mismo tiempo una
realidad, un gran triunfo y una mayor promesa de la moderna ingenieria gracias a la
conjuncion de las teorias clasicas del siglo XIX y de los computadores electrénicos
nacidos en nuestros dias.

Ningin Ingeniero puede subestimar la trascendencia de este suceso.

\

\

ENERO 1969 o 2



