ESTUDIO GENERAL DEL
' MARCO RECTANGULAR CERRADO ©

Por JUAN J. ARENAS DE PABLO *

Ingeniero de Caminos -

El objeto del presente trabajo es el estudio general de un marco rectangular cerrado,
. cuyas cuatro paredes son simétricas respecto'a su punto medio, y tal queltodo el con- !
junto tiene un eje de simetria vertical. E! estudio se realiza en elasticidad! plana. :
.Se busca y obtiene la expresién que da directamente los momentos flectores en los
cuatro’ vértices para cualquier hipétesis ge carga, como producto de .una ‘matriz K, con
dimensién de matriz de rigidez, por un vector columna constituido por. funciones de las
rotaciones isostaticas producidas por el estado- de carga considerado, mas otro vector -
columna que representa el equilibrio horizontal del dintel.
" En todo el estudio se 'supone que el marco esta apoyado en el terreno .por su base,
_ bien en toda su longitud o mediante apoyos puntuales, y que este tipo de sustentacién
es capaz de equilibrar las acciones exteriores verticales y horizontales, sin producir corri-
-miento vertical .relativo de una pantalla lateral respecto a la otra.
" No se distingue entonces entre acciones y reacciones, suponiéndose dnicamente
que en cada hipdtesis de carga, el marco se encuentra en equilibrio.
Aunque én el desarrollo del trabajo se manejan expresiones algébricas farragosas,
ja expresién final, dada en forma matricial, es manejable. Sin embargo, desde un punto
de .vista practico lo interesante es programar en ordenador la obtencion de los coefi-
‘cientes de K, asi como las rotaciones isostdticas y las funciones de rotaciones para cada
hipotesis. de ca(g‘g, y el producto matricial que da directamente los flectores de vértices.
Al tinal del trabajo se incluye la resolucién de un ejemplo concreto. h '

Las estructuras en forma de marco cerrado (fig. 1) tienen un uso -especialmente indicado en el
establecimiento de pasos de servicios bajo terraplenes, en el subsuelo, bajo el agua, etc. En el pre-
sente estudio se busca el conocimiento de las hiperestaticas internas, en nuestro caso momentos

“flectores en los cuatro vértices o nudos del marco, en la hipétesis de elasticidad plana, o sea, para
una franja de ancho unitario. - . ‘ : . ,

Dado el empleo de este tipo de estructura, creemos no perder generalidad suponiendo que exis-

te un eje de simetria véertical. : :

1. DEFINICIONES Y SIMBOLOS (fig. 2).

Los subindices o superindices 1, 2 y 3 se refieren, respectivamente, al dintel superior, a la base
y a las pantallas laterales. '
Asi tendremos como rigideces y coeficientes de transmision: '
Dintel: _ Ry, Bu; (supuestos iguales en ambos sentidos, por simetria
Base: R, B dela pieza de pantalla). '
Pantallas: Rs, [3s;

Llamaremos giro isostatico del arranque de una pieza, al que esta barra tomaria =bajd la accidn
de las cargas exteriorés que se consideren, si tal barra estuviera simplemente apoyada en sus nudos
extremos. Asi tendremos: . :

‘ Dintel: ooty @y
Base: , o’y 0%
Pantalla izquierda: «®, %
Pantalla derecha: %, %,

(*) Se admiten comentarios sobre el presente articulo, que pueden remitirse a la Redaccién de esta Revista,
hasta el 31 de marzo de 1971. : i :
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Los giros reales de cada nudo (una vez equilibrados los dos arranques que en él inciden a tra-
vés del par de continuidad), en el estado de carga considerado, son: -

0,,0,8,.0,).

_ El sentido positivo de rotacién y pares es el antihorario.
El sentido de avance dentro del marco es el horario.

2. ESTADOS BASICOS: SIMETRIA Y ANTIMETRIA, RESPECTO AL EJE VERTICAL.

2.1. Simetria.

La deformada y el tipo de ley de Mf son las siguientes: (fig. 3).

M, hT\ | M,

Figura 3.

Los pares que los nudos ejercen sobre los arranques de piezas son: (fig. 4).
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Existen solamente dos pares incognitas: M, y M.
Establecemos la igualdad de giros de arranques de piezas en nudos A y B:

l —M,—M, B : M,
BA=w1A+__—_—_=w1 —_—
4R, (1—p2) 4R, (1—B))
Nudo A:
MA + M]3 B
eA =@, + ——
\ 4Ry (1 — %)
luego:
Ry (1 — () + Ry (1 —2) Bs
M, + M, = (w!, —w?,) )]
4 Rl R3 a— Bl) (11— 623) 4 Ra (1 - 623‘)
My + M, B, M,
0, =wp+t————— = Wyt ———
4R, (1—B2,) 4R, (1—B,y)
Nudo B: .
—M,—M, 8
} 03 = w3B 4+ -
'\ C4R; (1—0%)
luego:
Bs Ry (1—Bs) + Rz (1 —B23)
MA } +M, = (w3B ——w‘23) (1
4Ry (1 — B2y 4R, Ry (1 —B,) (1 —B%)
O sea:
anM, +aM,=w, —w,
an M, +apM, = w, —wy
y siendo:
A=| F11%12
891 829
tenemos:
(MA) = A1 (wlA - ‘”3.4) (an
MB sim. wsg_wZB sim.
invirtiendo la matriz A tenemos:
A=l =g (R (1—8) [Ro (1 —Bo) + Ry (1 —8%)] — R R, (1—8,) (1 —Ba) B3
— AR, (1—B) (1 — B2) B3 Ry (1—Bo) [ARL (1 —0y) + Ry (1 — Bza)])
Siendo el parametro ¢ igual a: '
4R,

o=
RiRy(1—B) (1—B2) + Ry R (1 — Py} + Ry Ry (1 —Bo) + R% (1 — 2y

Hemos obtenido, pues, la expresion explicita de los pares de empotramiento para una solici-
tacion simétrica.
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2.2. Antimetria.

En el caso mas ‘general, la antimetria supone la existencia de una accion exterior horizontal H
sobre el dintel, y otra sobre la base. Esta Ultima es absorbida directamente por la cimentacién sin
distorsion del marco, y la primera es’ equmbrada mediante los cortantes de pantallas y la corres-
pondiente reaccién de la cimentacion.

Las acciones verticales sobre pantallas van a parar al terreno a.través de la base sin producir

dlstorsmn vertical del marco.

Deformada y tlpo de ley de M f: (fig. 5)

—
7

My Wmmm I
? h
i '

]

- Figura 5.
Pares de nudos sobre barras: (fig. 6).
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Figura 6.
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Equilibrio del dintel a través de las cortantes de pantallas: (fig. 7).
El sentido de H y el corrimiento 3 de la figura se consideran positivos.

/ )
¥ =——+0 ; —0,+¢,=38/h (Ma)
' A b A | [‘\ N
Geométricamente: / ‘ - : (Ma+ Ma’
) h
o, =—+0,; —0, + 0/, =38/h
h
\
Equilibrio del dintel: = ﬂ)m,m,)
2(MA+MB)/h=H ™~
Establecemos el equilibrio de giro de nudos:
/ N
/ —M, + M, B, M B G
A A 4
Tl = —— A
4R, (1—p2) 4R, (1 + By (Mg)
Nudo A: Fiqura 7
M.{_ Ml} B% igura /.
0V, =w, +
| 4R, (1—82,)
Y al ser: .
)
_eA + e,A = e——
h
tenemos:
Rl a1+ B].) + R.z { _623) 33 8
M, —M, = + ("’]A - [")3.4_ V)
4H1 R:s (1 + 61)(1—333) 4R3 (1 _623} h
( —M,+ M, B M,
0, = w?, + — = e
4R, (1 —B2) 4R, (1 + B,
Nudo B: ¢
MJ: - MA 63
v, =wl, + ——
\ 4R, (1 — B2y
Y al ser:
3
'_eu, + e,}} =
h
llegamos a:
63 Rz 1+ .32) + R3 (1— 32.3) 8
—M, + M, = *w?—wly )
4R, {1 — 323) 4R,R; (1 + Bz)‘ (1— 3‘23) h
0 sea.
5
byy M, + by, M,=—+aw,— wga
h
)
by M,y + bay M), = T w2y _w3};
h

1218

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS



y -stendo? --

g = ( b11b12_) ‘
by by,

llegamos a:
8 .
M, =B [ ___ 4 wl, —wd,
h
)
MB ant. —+ wQB_—wsB

ant.

... Estableciendo 1Ia condicién de equilibrio horizontal del dintel:

H-h
M, + M, =
' 2
tenemos:
, 23 ' - H-h
MA + MB = B—~1{§ —t 4 wlA——w3A +.w23_m33 = :
: h ‘ 2 ' !
0 sgéa:
' 8 Heh . 1
—_— B——(wl, —wd, + w?,—uwd,)
h 4 2

de modo que la expresién de pares de nudos resulta:

L Vs b B oty —wh — W, twh, H-h 1
Mpfae. 4 A1) -2 —ol, T, +w—w, 4 1]

I 3 — o 3 : '
o, —wd, —w?, + Bl( 1)

o2

+ VD)

—1
Siendo en esta expresién:

g1 = BRI+ BYIR, (14 By) + Ry (1 _323).] RiRy (1 + By)(1 +. B2) - Bs o
R Ry (1 + B (1 + Bo) By - R (1 + Bo) [R (1 + By) + Ry (1 — %))

4R,

RiRy (14 B) (1 + 8 + Ry Ry (1+B,) + RyRy (1 + By) + A2, (1— %)
Operando en (VI) llegamos a:

M, H-h (1 8 S
= ) + (Wl —wh, — w2, + wi,) X
M, ] ant 4 1. 2 e : ant.

([R1 Ry (1 + By) (1 + Bo) (1 —By) + Ry Ry (1 + By) (1 —B2y)] )
' (Vi)

[—R; Ry (1 + By) (1 + B) (1 —By) —Ry Ry (1 + By) (1 — B2,)]
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Esta es, pues, la expresion explicita de los pares de nudos sobre barras, para toda solicita-
cion antimétrica sobre el marco.

3. ESTADO REAL CUALQUIERA.

Una solicitacién cualquiera puede descomponerse en suma de una simétrica y otra antimétrica.

Observando el sentido de los pares de nudos sobre arranques de piezas y el de avance ele-
gido (figs. 4 y 6), podemos escribir como expresion de los momentos flectores en nudos.

= sim, ant,
MA, =M + M,

— sim. ant.
MA =M —M,

. (Vill)
MB/f — MB sim. + MBant.
MBf = MB “sim. —MB ant.
Y sustituyendo aqui los valores de (M,™, My"™, M,*™", Mg™"), de (Ill) y (V) llegamos a:
MA_f =aR (1— By IR,y {1 — Bz) + Ry 1— 6“23)] ‘(wlA — ng) sim._ o Ry Ry (1— Bl) {1 —B2) Bs (msB — sz) sim. +
Heh .
4 ) [Rl‘RQ'(‘I .+'B1) 1+ 32) {1— 83) + Rl Rs 1+ ﬁ]) {1 — 623)] (wlA—w3A—w23 + (‘031;) ant. + -
M/.i’f =Ry (1—8,) [Ry (1 —Bo) + Ry (1 —B23)] (wlA—(,ﬁA)Sim-_a R, Ry (1 — B) {1 — By) B3 (w3, _sz)sim._
A H-h
. —-—2—1 [(Ry Ry (1 -+ B3 {7 + (3,0 (1 —Bg) + Ry Ry (1 + By (1 — 2] (wld—oﬁA_sz + mgB)ant. . -
i {1X)
MB,f' =—aR AR, (1— B) (1 —By B3 (wlA — wBA) sim. L o R, (1—By) [Ry 1—p) + R (01— 02,1 (waB _wgB)sim. .
d H-h
_._.-—2—- [RyRy (1 + gy 1+ By) (1 — 83) + Ry Rg(1 + B) 1 — B2, (mlA_w3A__sz + wgB)ant. + -
MB, = — o Ry Ry (1 — By) (1 — B) B (w, — 0 )™+ o By (1 — B) [Ry (1 — By) + Ry (1— B%)] (0% — w?p) ™™ +
- H+h
+ — R R, (1 + B+ BT — Bg) 4+ Ry Ry (1 + B5) (1 — B25)] {wl, —w?, — w2, + (,033)‘"“‘ _
2 | 4

que son las expresiones de los momentos flectores en los cuatro nudos para cualquier hipotesis
de carga, en funcion de las rotaciones isostaticas precedidas por el estado de carga simétrico y
antimétrico en que. aquélla se descompone.

Para evitar 1a necesidad de esta descomposicion previa, observamos en la figura 8 que para
acciones sobre el dintel y base se cumplen las siguientes relaciones:

1 = 1 i 1
wh, w!, sim. 4 !, ant.

1 = —yl si 1 g
Wy wASIm-}-wAant.
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P , p/2 A2 P/2 T— P2

' 1 " D i Caeotsim. : !
Wa S S Wy sim Wstm:| | waont

P g = e

®' J:J | lo'a o2 . -o/zT J’ o/ .
‘w: W S wsslm , -w:slm . ' _ w:ant'

Figura 8.
luego:

1
wl, sim. = —(wl, —wl,)

1
= —, 1
w!, ant. (', +w 4,)

e igualmente: ' " ’ | ‘(%)

1 te
2 i [ R— 2 e (V2
w2, sim. , (w2, — w2y,

.’1 N . :I
Cwipant = — (w2, +wly) ' )
: 2
Enla figura 9 vemos que en cuanto a acciones sobre pantallas:tenemos las mismas relaciones,
y podemos escribir:

1
3 sime= — (33 — 193
0P, sim. = - (003 - w3 )
1. :
2. ant. = — (3 3
w?; ant. - (W, + w?,.)

XN
1 .
wy sim. = — {08, —w?dy)
2
; ‘wig ant- = -; @3 +wiy) ‘
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3 . 3 . 3 3 -
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B 8
Figura 9.
Entonces, podemos decir, que:
sim, 1
(wy—w?) =-—(w,—w, —ud, +w)
2
sim, 1
(w3, — w2,) = _2_ (W3, — wly — w2, + w?y)
(X1
ant, 1
W', —wd,) =—(, +tw,, —w, —w,)
ant, 1
= 2
Wi —w?p) = _2‘ (Wi + Wiy — 0y —wlpy)
\ ) .

y hablando de diferencias de rotaciones en cada nudo, para usar un lenguaje mas compacto, o
sea, llamando: ‘ '

(W, —wd,) = Aw/; (0w, —w)=Aw,

, X
i : Wi, —w?) = Awy; W —wip) = Awy, X

podemos escribir las expresiones de los flectores en {os nudos como sigue:

MAL\ = K (!, —w?,) sim. H-«h 1
MA’f (N3B — sz) sim. } + . -
MB/f (wlA _ ng) ant. 1
MBf (wgB _ wgB) ant. —_—

Siendo K la matriz de los coeficientes de las expresiones (IX).

Y contando con (XIl) y (XIll), tenemos:

MAf =K AwASimv N Hh 1 K AwA__AwA, H-h 1
A7 sim. =— + .
v B9 s | 7] 2 |lwsT oy s |7 XIv)
M5 Aw, ™ 1 Aw, + Awg, 1
M8 A wy ™ —1 Awy + Awg, —1
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La expresion de la matriz K puede simplificarse empleando los siguientes parametros auxi--
liares: o ' '

A= aRy(1—B) (R (1 —By) + Ry 1 — )]
A, = —aR Ry (1—8,) (1 —B5)Bs .

g : IR
B, =—I[R Ry (1 + 8,01+ By) (1—B3) + Ry R (1 4 B,) (1 —823)] (XV)
2 - b - .

8 :
s =— IR R (1 + B) (1 + B) (1 —Bg) + RyRy (1 4+ Bo) (1 —B2)]
) o 2

\

Entonces, es: -

K= /A A, B, B,
A A, —B; —B;
R,
A, A—- —B, —B,
Ry
R, .
Az Al_ . B, By
.Rl

Con lo que la expresién final cdmparc‘t-a de los momentos flectores en los cuatro nudos, para
cualquier hipétesis de -carga, es: ’ :

MAL\, 1 A, A, B, B; -

MA? 2 A, A, —B, —B,

< R,

M, A, A — —B, —B, (XVI)
Rl

) R,

M8, A, - A, — B, B,

R, -

Viniendo los coeficientes A y B, dados por las expresiones (XV), y las funciones de roteciones
isostaticas por (Xill). ' ‘ '

" 4, APLICACION A UN CASO CONCRETO.

Estudiando el marco de la figura 1 encontramos los siguientes valores:

/ El, L
R, = 1,835 —— = 0,388 - E-10—3; B, = 0,642
I 2
{( Ry,=R; = 0,388-£-10—3; B, = 0,642
El,
Ry = 2,631 —— = 0,228 - £+ 10—3; B3 = 0,720
: !
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S_D_' 5,00 t/m
(7)) 3,20t/m 3,201/m
7]
=
Qa
T sosvm [IIIMss3v/m
5,33t/m 5,00 t/m
w} 0 - 14.364/E - 8.725/E
g w) 0 + 14.364/E 4 8.725/E
E w; 0 0 - 18.723/8
§ wg. 0 0 + 19.036/E
m wg. - 583/E - 9.296/E - 8.725/E
S w§ - 583/E 4+ 9.296/E 4+ 8.725/E
\ é wg - 11.085/E 0 - 19.036/E
o« w; +10.771/E 0 +18.723/E
2 dw, - 10.771/E - 14.364/E - 27.448/E
: , |
g Aw, 0 + 14.364/E + 27.448/E
% AwB,':_ + 583/E + 9.296/E "4 27.761/E
% A wg - 10.502/E - 9.296/E - 27.761/E
g'w Aw, — Awy, - 10.771/E - 28.728/E - 54.896/E
8 % Awy — Aw,, - 11.085/E - 18.592/E - 55.522/E |
§ g Lw, + AW, - 10.771/E | 0 0
5 8 AWy + AW, - 9.919/E 0 0
8 M': + 0,662 - 3,11 - 4,818
g Mf - 2,522 - 3,11 - ;1,818
é M9 + 3,018 - 1,053 - 4,946
o M? | - 5,005 - 1,053 - 4,946
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Los parametros « y § valen:

8.469 1.264
o= ; f=-
E E
'y los coeficientes de la matriz K son:

A, = 293:10—%6-E

Ay =—118-10—6-E

B,= 116-10—%-E

By =- 116-10—6-E.

con lo que la expresion final de los momentos flectores en los cuatro nudos, para cualquier hipo-
tesis de carga, es: : .

ma \ 10—°-E 203 —118’ 116 116 Aw,—Awg)\ TOBA [ 1
M4, 2 208 —118 —116° —116 | {Awy—Awy N
ME o {—1e . 28 -—11&  —118 Aw, + Aw, 1
M5 ; | \—118 1293 16 116] \dwy+tAwy —1

Las diversas hipotesis de .carga se indican en el cuadro adj-unto‘; Por supuesto; en cada hip6-

tesis deben cumplirse . las. condiciones de equilibrio general del marco, pot:lo que en:cada caso
se incluye la correspondiente reaccion de la cimentacion. o

Los momentos flectores vienen dados en m. Tm./m. de ancho..
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