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RELACIONES ENTRE EL NUMERO DE
HABITANTES DE VARIAS POBLACIONES, SUS
DISTANCIAS Y LOS GASTOS DE TRANSPORTE ©)

~

Por M. A. HACAR BENITEZ (1)

Ing. de Caminos, Canales y Puertos

Con hipétesis simplificativas se establecen las relaciones mateméticas que deben existir
entre las distancias de varias poblaciones y el nimero de sus habitantes para que indis-
trias de un mismo producto puedan competir, a causa de los transportes, en ciertas con-

diciones de igualdad.

1. lgualdad de gastos giobaies de transporie.

Coﬁéideremos_ las n poblaciones Py, Py, ..., P,
de namero de habitantes Uy, Uy, ..., Uy, respec-
t vamente (fig. 1).

Al P,
Pylls 4 Y

Figura 1.

Sea d;, la distancia existente entre las po-
blaciones P; y P; (2).

(*) Se admiten ‘Comentarios sobre el presente articulo,
que pueden remitirse a la redaccién de esta Revista hasta
el 28 de febrero de 1972.

(1) - La mayor parte de lo expuesto en este escrito esta

contenido en mi comunicacién, de titulo parecido, diri-
gida a la Seccién ll, Geometria y Topologia, de Ia XI Reu-
nion Anual de Matematicos Esparioles (Murcia, diciembre
1970). .
(2) En general, d,; no serd igual que d;;. La distan-
cia de P, aij no tiene que ser igual a la de Pi a P;;
puede tiratarse de recorridos diferentes o en condiciones
diversas (subiendo o bajando, etc.). Las distancias que
consideramos son - virtuales. )

En realidad, podemos suponer que las poblaciones P,
Py, ..., P, corresponden a los vértices de un grafo. De-
biendo poderse siempre ir de cualquier P, a cualquier Pj
el grafo sera conexo. Mas bien podemos decir que se trata
de un muitigrafo, pues puede haber varios arcos o aristas
que unan P; con Pj.
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Supongamos que un determinado tipo de in-
dustria- se puede instalar en cualquiera de las
poblaciones y que los gastos de produccion
puedan ‘'ser exactamente los mismos.

Para competir en la venta el tnico incremen-
to en los gastos son los del transporte desde la
poblacién de produccién a las de consumo.

" Se trata de determinar las relaciones entre
los valores U, U, ..., U,, para que puedan com-
petir las industrias instaladas en Py, Ps, ..., P,
en condiciones de igualdad.

Ad‘m'_i"tiremos que el numero de unidades que
se pueden vender en cada poblacién P; es pro-
porcional al numero de sus habitantes U;.

Los gastos de transporte de ios envios de
los productos de la industria- montada en P,
seran:

G, = Uykd,, + Ugkdsg + ... + U, kdy, (3).

Del mismo modo los de la industria monta-
da en P, seran:

Gy, = U kdy + Uykdys + ... + U, kd,,,
y asi sucesivamente.

(8) Hemos considerado que los gastos-de transporte
son proporcionales Unicamente a) producto de las cantida-
des transportadas por las distancias recorridas, o sea, a las
toneladas por kildmetros. Se comprende que es una sim-
plificacion excesiva aun cuando tomasemos distancias vir-
tuales. .

En un estudio mas riguroso habria que considerar las
cargas y las descargas, las tarifas escalonadas y las no
proporcionales, etc.
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Si por ejemplo hacemos n =4, para que
G, =G, = G;=G,=G (4), se verificard que:

0+ Uy,dyy + Ugdyy + Ugdyy

I
@

Ujdyy + 0+ Ugdyy + U dyy =

I
«Q

U dgy +Uydgy +0+ U, dy, =g
4 W . SL el

T U, d41w+v Uzde;‘z +Uzd;+0=g |

o lo que es igual:
U, T, Y,

ap—a)  b(p—b)  clp—oc)

siendo p el semiperimetro -del tridngulo que for-
men dichas poblaciones, a b 4 c=2p.

Si las tres poblaciones estan en los vértices
de un tridngulo de lados a, b, ¢ proporcionales
a5, 4y 3 (fig. 3).

escribiendo para simplificar g = S|
K u, U, U,
Al resolver el sistema anterior por la regla de = = ,
Cramer resulta: 5(6—75) 4(6—4) 3(6—3)
U, U, u U,
1 dy, dyy dyy 0 1 dz dy 0 dyy 1 dy 0 d, d t
1 0 dy Oy dy, 1 dyg doy dyy O 1 dgy dyy O dyy 1
1 d32 0 d34 d31 1 0 d34 d31 d32 1 d34 d31 d32 1
T dy dyg O dy 1 dyy O dy dyy 10 dy; dye dyg 1
2. " Caso de tres pobiaciones: ejemplo. 0 sea, )
. . u U
Consideremos el caso de tres poblaciones o Uy _ 8
(figura 2) distantes entre si: 5 8 9

Opg=0dyp=2a » d3; =d;3=0b » d,=0d,;, =cC.

T -
TN b U3
Figura 2.

Se verificara entonces que:

O4cUy+bUj=cU, +0+al,=bU, +aU,+0,

resultando:
U, U, Uy
1 c 0 1 b c 1
1 a 1 a c 0 1
1 0 1 ] 1

(4) EI igualar estos gastos de transporte entrafia la
hipdtesis de que la competencia esta equilibrada vendiendo
cada fabrica en todas las poblaciones. Consideramos que
los gastos de transporte de |los productos de una fabrica
a-la poblacion en que esta emplazada son nulos.
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Los nimeros de habitantes de las poblacio-
ries deberdn estar en la proporcion del:

5
100 ———— = 227 %,
9+8+5
8
100 — = 36,4 %
22
-
100 — = 40,9 %
22

Uy~ 36,4%

Uy~ 22,7% Lizn 40,9%

Figura 3.
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3. - Caso de dos poblaciones.

Si se tratase de n =2 y d,; # ds; (fig. 4), 0

sea, de dos poblaciones, P, y P,, tales que la
distancia (virtual) d,, fuese mayor que la de ds;
(al estar, por ejemplo, P, a cota mas baja que P,

u,

dzy
P2

Figura 4.

por una carretera, seria el camino de P, a P, su-
biendo y de P. a P, bajando), obtendriamos del
sistema anterior:

d12 d21

es decir, que la poblaciéon U, de P, debera ser
mayor que la U, de P, y estar entre si en la pro-
porcion indicada.

El resultado obtenido es ewdentemente el
que podlamos esperar.

4. Gastos globales de transporte proporcional
en nimero de habitantes.

Podemos plantearnos otro problema:

Determinar los valores relativos U, Us, ..., U,
para que los gastos de transporte de los pro-
ductos de las industrias montada en cada P, sea
proporcional al nimero de sus habitantes, U,;.

Es evidente que entonces:

0+ Uydyy + Ugdyy + ... U, dy =AU,
Updy + 0 + Updyy + ... U, dy =AU, 2

que para que sea compatible es preciso que:

—\ dy .. dy,

dyp —X Opg...dy
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que es la ecuacién caracteristica de la matriz
de distancias de transporte:
0 dy djy...d,

la: fl =
1
Determinado ), el sistema de ecuaciones an-
terior nos permite hailar sus correspondientes
Uy, Us, ..., U, (valores proporcionales).
©  Por tanto podemos decir: que las poblaciones
relativas U,, U,, ..., U; soncomponentes de un

vector propio (o autovector) de la matriz || d;; ||
de las distancias de transporte.

5. Caso de tres poblaciones: Ejemplo.

Si las poblaciones estan en los vértices de
un triangulo A B C (fig. 5), la ecuacion caracte-
ristica resulta ser:

—\ ¢C b
c —A a =0,
. . b a —\
0 sea: )
A3 — (a2 + b2 + c?)A—2abc =0.
En el caso de estar las tres poblaciones en
los mismos vértices del tridngulo del caso antes
expuesto, la ecuacion caracteristica sera:

A8 —52)—120 =0,

cuya Gnica rafz positiva es A = 8,07, y que sus-
tituida en el sistema:

33,6% 0+3U,+4U, =807U,
83U + 0+ 50U, = 8070,
AU +5Uy+0=807U,
/ 0.
# *s
(2]
u
(3]
\
<
. L 36.0% .
30,4% b=4 0%
Figura 5
nos da que:
Uy~ 304 %; Uy~ 336 %; Uy~ 360 %.
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6. Tres: poblaclones almeadas

Otro ejemplo seria ei de tres poblacnones all-
neadas, A, B, C, tales que AB=BC=d (fi-
gura 6). !

. .. ....... | _Figura 6.

. .. b ‘.
‘Entonces a =¢ = 7 = d; la ecuacidon- ca-

racteristica seria: .

A —=6L—4=0.
- Cuyas raices son —2;1 — /3 14+ 13 La
ultima, positiva, sustituida en el sistema:
U 20 =0t B
Uyt Uy -(1+]/3)U2
2U1 £ Uy = (14 V3,

nos da

U} ) v, U,

2+ )3 1+ ]/"51@:24»V’E
que equwale a decw que:
. U1~366 %, U2~268 %; U = 36,6 %.

7. Consideraciones finales.

Casos mas complejbs trataremos de expo-
nerlos en otra ocasion. Por lo indicado se com-
prende la importancia que pueden tener las re-
laciones entre el niumero de habitantes de las
poblaciones y sus distancias en los problemas
del transporte (5). ‘

Los estudios sobre la programacion del trans-
porte y la localizacion de las industrias y en ge-

neral la integracién del espacio en la teoria eco-

némica. fueron:ya iniciados por: Launhart en el
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ultimo tercio del siglo pasado en-su teoria sobre.

los polos que posteriormente Weber desarrollé
en su obra; .Usber .den. Standort.der..Indusirien.
En los:ultimos afios han sido E. Hoover y W. Isard

A sobre todo, los economistas-Perroux. y Tmber-_
gen quienes mas se han ocupado de estas cues-.

tiones.

Es ya clasico el problema de encontrar Ia si-
tuacion optima de una fabrica o almacén que
haga minimos los gastos de transporte a tres
poblaciones, P,, P,, P;,, que han de consumir
cantidades U,, U,, U; (6).

Cuando se trata de una distribucién cual-
quiera de r puntos la teoria de los grafos per-
mite la obtencidén de un-arbol minimo (7), o sea,
tal que la suma de sus 'aristas sea un minimo,
por medio de un algorltmo debido a Sollin.

Palander con sus :sodapanas y sus isovec-

tores estudia comparatlvamente la’ varledad de
la tarificacion de los transportes

Es Hoover quien mejor considera las rela-
ciones existentes entre los puntos de localiza-
cién de industrias y almacenes y los de ruptura
de carga para tratar de evitar en .lo posible los
gastos de trasbordo. Teniendo en cuenta la fi-
sonomia de una red de transporte y.Ids lugares
de aprovisionamiento y de mercado, determina
los puhtos que hacen minimo el coste global del
transporte, utilizando para ello un razonamiento
de términos marginales.

(5) Los gastos de transporte propiamente dichos pue-
den no constituir el factor Unico, ni siquiera el principal,
en la determinacién del lugar de implantacion de una in-
dustria. Los contactos directos, rapidos y a menudo par-
sonales, con . otras. actividades tienen mucha importancia
y pueden hacer que 10s gastos de transporte material sean
relativamente despreciables. La distribuciéon de los lugares
de producmon y de mercado.y el estudio de los gastos
de comun:cac:ones (incluidos -los de transporte) con otros

productorés:’ c¢on los consumldores y ¢on los poderes loca-

les, -ayudaran a-determinar como ‘los diversos tipos de in-
dustrias deben orientarse hacia la oferta o hacia la de-
manda (L. H. Klaassen, “Méthodes de sélection d’industries
pour les régions en stagnation”, O.C.D.E., 1967)..

Se ha definido una distancia econémica y social que
puede ser varias_veces la distancia -material. Serd mayor
cuanio mas complejo- sea el producto y menor si se trata
de simples materias primas (E. H. Mulder, Instituto' Econo-

mico Neerlandés, Rétterdam, 1960).

(6) Basta formar un tridngulo de lados proporcionales

a ellas y hallar sus angulos”vy;, y, v, Describiendo so-

bre P,, P, el arco capaz de 180° — -, y sobre P;, P, el

de 180°- \Yw obtenemos en su punto de mterseccmn la

ubicacién optima del almacén (Nguyen Tien Phuc, “Les
Transports. Programmation”, 1969). T
!

(7) Por la propiedad importantisima de ‘que un grafo

admite un grafo parcial que es un arbol si. y solamente st

es conexo (Claude Berge, “Théorie des graphes et ses
applications”, 1958). - . )
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