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-La determinacién de las tensiones en un medio poroso, sometido a la circulacion
de un Huido a presién, ha sido tratado con mucha amplitud, no exenta a veces de com-
plicacién, por- diversos autores. Tratamos aqui de plantear el problema como una apli-
cacién elemental de la Teoria de la Elasticidad. EI planteamiento del problema en el
sentido de tensiones “totales” permite abordar cémodamente casos de anisotropia, grie-
tas y otras particularidades. : . .

-

Siguiendo el articulo de Fernandez Casado, publicado en Cimbra (diciembre
de 1971), establecemos, en forma elemental, 1as ecuaciones correspondientes ‘a las.
tensiones que aparecen en un medio poroso debidas a un fluido (agua) que circula
a presion por sus intersticios. Para ello partiremos, de 1a ecuacion de D'Alambert
aplicada al volumen de fluido (agua) existente en un elemento diferencial del medio

" poroso. Si prescindimos de los términos en que interviene la velocidad del fluido,
simplificacién generalmente admitida dado que dicha velocidad es muy pequenfa, y
proyectamos dicha ecuacion, sobre los ejes de. referencia, tendremos las ecuacio-
nes elementales de la estati¢a: igualdad de fuerzas respecto a los tres ejes coor-
denados. ' ' '

Siguiendo 1a notacion de “Mecénica de las Rocas” de Stagg y Zienkiewicz,
capitulo 3, designaremos por 7 la porosidad, es decir, relacion entre el volumen
de intersticios al volumen total (igualmente puede considerarse esta relaciéon en-
tre areas o lineas). .En la figura 1 se establece la igualdad de fuerzas respecto a
un eje (normal a la vertical, para no hacer intervenir el peso, el cual se intro-

duce en la correspondiente proyeccién sin ninguna complicacion).

‘Del mismo modo tendriamos: .

' @ (np) . d(mp)

(2) =

oy . dz

| (Y) = —.‘Ysat.

Obsérvese que se ha incluido el peso del material (ecuacion tercera). De no
haberlo considerado, habria que sustituir Y sat. (peso unitario del material saturado)
por ¥, —7Y» €S decir, el peso correspondiente al liquido que falta para la satu-
racién del material. En cualquier. caso, este término responde a la solicitacion ‘de
peso propio o a una fraccion del mismo y, en consecuencia, las tensiones corres-
pondientes pueden. determinarse independientemente. . :

Deducida la fuerza que el medio poroso €jerce sobre el liquido, por unidad
de volumen (X, Y, Z), ésta sera igual y de sentido contrario a la fuerza que el li-

(*i Se admiteh ‘comentarios sobre el présénte articulo, que pueden remitirse a la Redaccion de
esta Revista hasta el 31 de enero de 1974. ‘
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P in (dy;dz)],. C (X)(dxdydz) ‘( (p+dp) [(71 +31 Ndy dz)]‘

(p + ‘o'P).[(T]+.5"r}) (dydz)] —pn(dydz)] = (X)(dxdydz)
[P8n+ndp+38pSnlldydz = X)(dxdydz)
& (mp)

8 x

Fig. 1.—_'Equilibrio de fuerzas que actdan sobre ef fluido contenido en un elemento diferencial del
" medio poroso (proyeccién ‘sobre X X’). :

NOTA.— Se ha prescindido de la viscosidad y de las fuerzas de inercia, es decir, ge: JxXM =
" ’ =Jxpndxdydz. :

quido (fluido) ejerce}So'bre’eI medio poroso "(—X, —Y, —2), en consecuencia,
podemos -establecer. las ecuaciones diferenciales de las tensiones en dicho medio:

30, 9ty 9, d@mp)

- + +
3 x dy "0z dx
ao-y a a('f]p)
—_ F o =" . .
Ay o 9y U
80'2, a(np)
—_ - o S = - -
9z - : ' dz sat.

El sistema de ecuaciones diferenciales (1) junto con el sistema de las defor-
maciones correspondientes permiten, si conocemos la funcion potencial del fluido
que circula por los poros, resolver el problema. A continuacién escribimos las
ecuaciones de las- deformaciones unitarias correspondientes a las tensiones nor-

-~ males, pues, como veremos méas adelante, mediante una analogia térmica se ob-
- tiene la solucién .de forma mas directa e intuitiva:

1

Ex =——— [cx;u'(cy + O'z)]
1 .
sy = ___[Gy — (O'Tx + 0'2)] (2
E
52=——[o'z—'u(0'x+o-y)]
. E A o
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-donde ¢ es el alargamiento unitario, E el coeficiente de elasticidad y p el médulo
de Poisson. - : :

Los sistemas anteriores (1) y (2), en funcién de las tensiones “efectivas” (o)
(esAdecir, correspondientes. al area de la parte s6lida de un eleménto diferencial), .

pueden éstablecerse, también en funcién de las tensiones “totales” (5) (tensiones
correspondientes al drea geométrica de un elemento diferencial); ello equivale a in-
‘troducir las fuerzas que actlian en los poros de las caras que delimitan el elemento
diferencial considerado. '

MRES'OLUCION EN FUNCION DE LAS TENSIONES “TOTALES” (*)

Por definicién, la relacion entre las tensiones “totales” (que las distinguimos por ,
un trazo superior horizontal) y las tensiones “efectivas” es: -

G=c+np; o=0—mnp

- .sustituyendo estos ultimos valores en las ecuaciones del sistema (1), resulta:

3o, ATy, BT,
—_ + — =0
ax ay 0z
95, -
— F o =0 7 (3)
3y .
do,
-— b T PPPN =Y.
9z sat,

y el sistema (2), correspondiente a los alargamientos unitarios, se transforma en:

: | ‘ 1T np
Ey = _—f—[o'x:—u(o'y +g,)]+ — (-2
E. E
. 7 L _ _ - . mpP
Ey:—————[o'y——-u(d'x+a'z)]+ (1-—2”') (4)
E . E S
1 _ _ m
g, =——lo, =i, o)+ —— =2y
E E

Mediante una sencilla an_aiog.ia (obsérvese que los segundos términos de los
segundos miembros del. sistema (4) son iguales e independientes de las tensiones)
se comprueba que estos sistemas (3) y (4) responden a introducir las tensiones in-
ducidas por un aumento de temperatura definida por:

np . ’
aT=—(@1—2w - . ' (5)
’ E. : ,

donde « es el coeficiente termico y T la elevacion de temperatura.

(*) En el desarrollo matematico equivale a un sencillo camblo de variables, con el resultado
" de unas ecuaciones -diferenciales méas simples.
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S :.,..'R‘es.U'el‘to.:_el.}prob‘lema de esta

e LT A T p e e— 0y 0, %w,), ' 5 e

| .manera, las-tensiones :correspondientes al me-
dio poroso ‘serdn como hemos indicado: o Lo

S d=o—qp : ' (6)

7.7 Més adelante expondremos las ventajas que se derivan del empleo de este pro-
" cedimiento. S SRS S

DETERMINACION-DEL VALOR (POROSIDAD) .

El valor de 1 (porosidad), admitida la isotropia, puede determinarse sin acu-
dir a modelo alguno acerca del _material poroso, modelos que pueden verse en los
textos que tratan-sobre-esta materia.. - B SRS »

- Para ello consideremos un elemento diferencial del cuerpo poroso, aislado y
sometido a, los tres siguientes’ estado$ que aparecen en la figura 2.
Estado (A).“— Con los poros de las caras limites cefrados 'y sometido el fluido

(liquido) en su. interior.a una.presion p. : )

En el calculo de los alargamientos unitarios utilizamos, para seguir las nota-
‘Ciones’ generalmente. empleadas, el coeficiente volumeétrico .de- elasticidad, desig-
nado por B: : ~

' - E
L B=E—— 7

3(1—2p) | -
Planteemos la igualdad de traba‘rj‘o";éntre las fuerzas interiores (primer término

de la ecuacion) y exteriores (segundo t&rmino):

1 11 dx ‘
T PMdxdyd) — = ——350, dydz, ®)
_ U e 2 .
de donde: ]

3

VSR TR (A+B)

-—»’lc— —>l<-

- *‘i 22 i

E _=ﬂ =_P“"ﬂ).
A 3B » _ A+B 3B
| Clalmlal= e, ®

“Figura 2.

. .NOTA.—EI coeficiente, volumétrico de .elasticidad B se determina del caso.B, y el correspondiente al

material sin-poros. B.;,-directamente: del caso (A +.B)..
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RN __‘,y. ‘cfomo;enﬂ_éste,‘caso;;-ﬁ__ S * T
x= 0y %7 Gpree .

resulta:

‘» ot . : O-A = »np'

y sustituyendo en (2) (cambijc‘a;ndo de signo por ser_traccion):

) 1—2p 1
g =mp——— = —— P
T E 3B

\ ‘E._s‘tado (B).— Con ‘!os. poros dAe_Al_as carasgfl_imjtes cerrados -y sometido el fluido
. (liquido) en su exterior a una presion po.. B

" En. este caso:. .
o-x = o-y =‘o-2:1-_.'-:'"é:l;‘:= b’ o n
"y de (2) resultara el alargamiento unitar A
b1
g Eo—0—2w s
. E. . 8B

. Estado (A + B).— Con los poros de las caras litnites* abiertos’ y sometido =i
fluido (liquido) a una presion”p ‘(elémento sumergido en “un ‘liquido -a presion p).
Es inmediato que este caso equivale .a' la superposicion de los anteriores (A) y (B). .

Por tanto, el- élarg’amiento- unitario vale: ' ' '

P p . 1—n
BLTCS T — - p-
3B 3B 3B

. El interés de los casos expuestos es que. de ellos puede obtenerse el valor
- de . Asi: T T
: Los casos segundo.y tercero pueden realizarse en faboratorio y medirse sus.
'* slargamientos (el (B) directamente ‘en uha prensa’y el (A + 'B) en una célula tri-
axial). El caso primero- (A) es imaginariQ, pero nos ha servido para determinar la
formula del alargamiento unitario del .caso. (A + B).
Del caso (B) deducimos el.coeficiente volumétrico de elasticidad:

Cpe

B =——

o Blegl

y sustituyendo este.valor en ¢l primer término de la ecuacion (9) (o bien directa-
‘mente en la formula que da el alargamiento unitario del tercer caso) resulta:

. /\*w‘ . IEA +B] .
SpEA——— (10)

leg):
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Es obvno que si.'se suprimen los poros de un: maternal los coeficientes de elas-
ticidad del resultante 'son los del antiguo multiplicados por el inverso de (1 —x)
Asi, el coeficiente volumétnco de elast|c1dad del material sin Aporos es:

. B |
B, = , v (1)
1—n

" yl la expresiéh '(1 0) puede escribirse .(Géertsm-a):

: B :
n=1——, . ' o (12)
B, -
Observese que la exposicion anterior puede S|m~pllf|carse con sblo aplicar al
estado (A + B) la relacién existente entre tensiones “efectivas” y ‘tensiones “to-

. tales” (6) No obstante, su valor estd, como veremos mas adelante, en el analisis
'de una estructura S|mple cuyos resultados vpueden generalizarse.

: CONS‘IDERACION-ES

a) Al ~p|antear Ia ecuacion de DAlembert (fig. 1) para deducir las ecuacio-

' nes diferenciales se ha prescindido; como ya se dejo indicado, del término corres-'
- pondiente a las fuerzas de inercia. El valor de la aceleracwn (*), referida a uno

de los ejes (eje x) es como sigue (ecuacmnes de Euler)

dv, av, ax  av, ay - av, az

= — + - +
dt dox at dy ot 9z Ot
av, v,  av,

J, = v, ¥ v, + v,.
dx oy . 0z

"b) : Ig'lales resulta'dos se ‘obtienen por la a’plicacién del teorema de Bernouilli.
En este caso el termmo del cual se prescmde es en la funcnon potencial, de—2— &
que al derlvar sale dlrectamente la: proyeccnon correspondlente de la aceleracion:

En la resolucmn mediante el teorema de Bernounlll se percibe mas claramente

el g principio de la conservacnon de la energia —diferencia de energia potencial en-
.tre dos puntos, igual al trabajo de la fuerza que opone el medio sobre el fluido—,
" pero en reahdad ambos teoremas son una mlsma aphcacmn del prmcnplo citado.

(*) Si se admite como vélida la férmula de Darcy, se tiene:
o odx. @ dv, . @p 3p K
Vx = =R —; J = = R2 - i R= s
dat7 dx dat dx2 gx )
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- c) Dentro de esta linea, prescindir de las fuerzas de inercia, las tensiones
. ~ debidas a la presion intersticial pueden resolverse directamente partiendo de las
tensiones “totales” y tal vez resulte el procedimiento méas intuitivo y préctico. '
Indudablemente, en un.elemento diferencial del medio poroso hay equilibrio
‘entre las tensiones “totales”, sin que intervengan otras fuerzas de masa (volumen)
que las debidas al peso. Puede plantearse directamente el sistema (3); pero, al ha-
‘ber ;conside’rado las tensiones v p actuando sobre el material poroso (fraccién de
la tension - “total” -que -actiia solamente en el fluido —agua—), hay que corregir, res-
tando, los alargamientos unitarios en este sentido. De aqui la analogia térmica que
hemos mencionado (5). o -

'Esta forma de operar con tensiones “totales” resulta especialmente practica en
_las bévedas. El efecto de la presién intersticial pueds evaluarse rapidamente, al
menos en su aspecto cualitativo. -

N -~

d) También resulta de utilidad pensar en tensiones  totales” cuando se trata

‘de material en ‘el que pueden presentarse zonas de permeabilidad variable. Habra
_que considerar una porosidad estadistica media, pero en zonas determinadas la
porosidad puede ser muy diferente de esta ‘media e, incluso, igual a la unidad

—caso de una grieta—.

. e) Sobre el valor de n'(.porosidad) interesa resaltar que puede ser mucho ma-
yor que €l que se considera ‘normalmente a efectos de bombeo. El agua puedsz
estar en el material en diferentes formas, incluso en espesores moleculares den-
tro de la red cristalina. Toda agua, cualquiera.que sea su estado, capaz de trans-
mitir presiones, debe incluirse en la porosidad (*). La forma de medir la porosidad
ha sido anteriormente expuesta y definida por la expresion de Geertsma (12). Es
-posible que medidas de porosidad con. valores muy proximos (practicamente) a la
unidad respondan a una anisotropia o al estado de rotura del material (ver Leliavs-
ky: Uplift in Gravity Dams) (**). o ‘ .

‘Naturalmente QUe sera necesario comprobar, aparte del calculo geheral con
el valor de la ‘poArosi_dad media, zonas~de la estructura'con porosidad igual a la uni-
dad (juntas, posibles roturas, discontinuidades, anisotropia, etc), como hemos in-
- dicado’ en el apartado d), e, incluso, con superficies limite que alcancen porosi-
dad 1. En este QItimo__caso la presion intersticial tiende a actuar como una fuerza
exterior y- puede pasarse de un problema de elasticidad a otro de  estabilidad
estatica. ' ' ‘

A f) Un ejercicio ingenuo, pero que.en ciertas ocasiones puede servir de guia
-para aplicaciones mas complejas, es la aplicacion de los métodos expuestos al

"caso (A + B) de la figura 2 (la probeta hace ahora de estructura en estudio) (***).

(*) Se entiende que la transmision de estas presiones se realiza a través del fluido, lo cual exige
la continuidad en el mismo. ’ . - ‘ )

(**) Por otro lado, la presencia de agua a presion puede dar lugar a cambios fisicos y quimicos -
en ciertos materiales, modificando. los coeficientes elasticos, incluso produciendo roturas parciales por
concentracion de esfuerzos. El alcance del presente trabajo, limitado a una elemental teoria racional,
aconseja no extenderse ‘en estas cuestiones. ) ) ‘ )

(***)" Conviene -afiadir a los esquemas de la figura 2 el correspondiente a la aplicaciéon de la

" presién exterior en las zonas macizas de las caras de la probeta. En este caso, la tensién es: ¢ =
=(1—nlp. : ) : :
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En el caso ‘de probeta homogénea, cualquiera de los | procedimiento —tensiones
“efectivas” o tensiones “totales”— conduce rapidamente a la solucién. Pero si intro-
ducimos en la probeta una seccién con:permeabilidad diferente " al resto, se com-

; prueba que la solucion por tensnones “totales” resulta mas facil e intuitiva. -

En este sentido, el del aspecto intuitivo, tiene valor el desarrollo de los dife-
rentes estados hecho para la determinacién de la porosidad. En una estructura, el
efecto del agua puede considerarse descompuesto en ‘tres: 1, accién “pascaliana”
del-agua en sus superficies limité (estado B de la probeta del ejemplo) 2, presion in-

terior del ‘agua en sus poros (estado A de la probeta del ejemplo), y 3, condicio-
~nes de hiperestaticidad, tanto en lo que se- refiere ‘al .apartado 1 como al apar-
" tado 2 (analogia termlca) Estas ultimas no intervienen en el ejemplo tratado, pero

resulta facit introducir- modificaciones.- para resaltar sus efectos.

- 9) EI ‘articulo de Cimbra, C|tado aI principio, termma con unas observacuones-

‘generales, que por el interés que tienen- y como complemento del presente traba-

jo, anotamos a contmuacnon algunas de sus -ideas:

1. Por 1o que se refiere al empleo de. Ias ecuacnones diferenciales expuestas,

'su valor es nulo en la préactica cotidiana, pero no. asi las consecuencias que de
ellas se han deducido. En este sentido resulta generalmente mas practico incluir el
" efeclo de la presion intersticial desde el punto de vista de las tensiones “lotales”
, y deducnr ias tensnones efectlvas conrforme se ha lndlcado en el texto

2 En. una .presa con hormlgon de buena calidad, se puede considerar un |le-
nado relativamente rapido, de forma que no haya lugar a establecerse el régimen
permanente. de filtraciones & través de su’fabrica durante un cierto periodo. Sin
embargo, estamos oblngados a admmr que en algunas zonas (defectos, juntas de
trabajo, contacto con el terreno, etc.) puede llegar el agua y mantenerse practica-
mente a la presion del embalse (o segun una funcion convencional). En este caso,
demro de visualizar el problema en el sentldo de tensiones “totales”, puede con- .

. siderarse, trans:tonamente .= 0 y en zonas Iocales n=~1.

3. Siguiendo con el eJemplo de Ia présa béveda, una vez establecido el régi-
men de filtraciones, habra que consiaerarlas tens:ones “totales” debidas a la cir-
culacion interna del agua. Como ya hemos dejado mdlcado estas tensiones “totales”
se componen de las correspondientes a la accion pascaluan»a” del agua y a las co-
rrespondientes a una “variacion térmica” . De5|gnad0 por s la tensién “total”, debida
a esta circulacion, la que realmente sufre - el material, tensién “efectiva”, sera: ¢ =

= U_VZP’ -en- donde m puede variar entre ~q 0 (caso de.zonas practicamente im-

permeables) y n = 1 (caso de zonas muy permeables —defectuosas, juntas, roturas,
contactos con el terreno, etc.—). Naturalmente, en el célculo .de s se habra tenido

~-en cuenta un valor de m por a5|m|laC|on a materiales analogos al hormlgon de la-
‘presa consnderada ‘

Observese que las tensmnes correspondlentes a Io que hemos llamado accion

“pascaliana” del agua son las que se consideran por efecto.de la carga hidrostatica

sin ofra consideracion. ‘Asi, al considerar la presion intersticial, solamente hay que

‘ "anadlr las tensiones correspondlentes a la analogia térmica y sustraer las de “pre-
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sion interna” (presién intersticial por porosidad) (*). Si, por el contrario, hubiése-
mos tratado la cuestion planteando directamente las ecuaciones en tensiones “efec-
tivas”, la complicacion del problema resulta evidente.

v

RECOPILACION FINAL

El calculo de ‘Ias; tensiones producidas en una presa (0 terreno) por la acciéon
del agua .embalsada, incluidas las correspondientes a la circulacion de la misma
en el interior del material, no ofrece otras dificultades que las que puedan presen-
tarse en la resolucion de las ecuaciones de elasticidad. ’

, El enfoque admite dos procedimientos: por tensiones “efectivas” y por-tensio-
nes “totales”; ambos conducen a los mismos resultados.

Visualizando la cuestion en tensiones “totales” (por claridad de exposicion
y ecuaciones mas sencillas), las tensiones efectivas en el material se comporien de
tres términos, que designaremos por a), b) y c). '

a) -Tensién “pascaliana”, correspondiente a la presion del -agua en las super-
ficies de contacto. No es otra cosa que la accion hidrostatica considerando tales
superficies completamente impermeables. ’

B

b) ‘Tension “interna” a descontar de la anterior. Responde a la presion del
. agua en el interior del material. Su valor es igual al producto de dicha presion
‘por el coeficiente de porosidad del material en el lugar considerado.

c) Tensién de “analogia térmica”. No es otra cosa que la correccién de ia
antérior como" consecuencia de las condiciones de hiperestaticidad. Dicha férmu-
la (5) responde a una elevacion de temperatura proporcional a la presion interna
que existe en cada punto y a la porosidad media del material (**).

Respeéto al apartado a) no hay nada que afadir. Responde a las tensiones
que aparecen por la accién del agua cuando se prescinde de la presion intersticial.

En el épa-rtado. b) destacamos que pueden admitirse valores locales en la po-
rosidad (de cero-a uno) independientemente del valor medio del material (***), lo

cual nos permite hacer comprobaciones de juntas, posibles roturas, etc. Este apar- -
tado no incluye otra dificultad de calculo que la correspondiente al conocimiento
de la distribucion de presiones internas en el material (presa o terreno).

(*) En el desarrollo matematico equivale a desdoblar el sistema (4) —ecuaciones de los alarga-
mientos unitarios— en otros dos sistemas: uno correspondiente a las fuerzas exteriores actuando
en las superficies limite (accién “pascaliana”) y el otro el correspondiente a la variacion de la tem-
- peratura (analogia térmica). En lo que respecta al peso del material o al del -agua de saturacion, ya

; hemos dejado indicado en otro lugar que no introduce complicacion; resulta mas claro tratarlo inde-
’ pendientemente. ) .

(**) De ser importantes las variaciones locales, sus coeficientes mecanicos y fisicos influyen en
las caracteristicas elasticas de ‘la estructura (sistema de las deformaciones unitarias) y, en consecuen-
cia, las tensiones que se derivan -de las apartados a) y c¢) sufriran variacion. En la resoluciéon de
estos problemas elasticos se acude generalmente a hipotesis simplificadoras (deformacién plana, in-
crementos finitos, modelos, etc.). ) C

(***) Se comprende que, en general, estas. tensiones  locales tenderan a homogeneizarse como
conseceuencia de la correccion correspondiente a la analogia térmica. Otra forma de tratar esta cués-
tién es la de hacer intervenir a modo de fuerzas exteriores los incrementos de tensién en las zonas
locales. : : o ' .
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En cuanto a las tensiones incluidas en el apartado c), repetimos, correccién im-
puesta a las del grupo anterlor a causa de las condiciones de hiperestaticidad ex-
terna o interna de da estructura (*), es también necesario conocer la distribucidn
de la presion en el .interior del material. Se comprende que el calculo exacto de las
tensiones de este apartado es complicado, pero es factible hacer una ~evaluacién
cualitativa e, mcluso determmar valores en zonas criticas con suficiente aproxi-
macion.

También interésa destacar que esta visualizacion del problema, en tens:ones
“totales”, permite apreciar de inmediato la importancia que tiene la 1preS|on inters-
ticial y, en consecuencia, resaltar la importancia del drenaje en su triple finalidad:
auscultacién (conocer si lo imaginado”se cumple), disminuir tensiones y posibilidad
de rectificar.

(") En otras palabras son las tensiones que aparecen al oponerse el material .a una libre de-
formacion, cuando se le somete a las tensiones “internas”. Obsérvese que en estas ultimas las com-
ponentes principales son iguales, y de aqui la analogia térmica.
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