SIMPLIFICACION DE LA DERIVACION
DE UN CONJUNTO DE VECTORES
'UTILIZANDO MATRICES®)

Por JOSE M.» HACAR RODRIGUEZ

Estudiante de Ciencias Exactos.
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 Estableciendo férmulas de derivacién sucesivda de matrices, de su producto y de
; un conjunto de vectores se simplifican. las operaciones.
© .- Entre “oftras :aplicacionésse’ hace; - comd! ejercicio, fa- obtencién de los simbolos

de Christoffel en coordenadas cilindricas; la determinacién de las componentes de la
aceleracion y de la sobreaceleracion en el movimiento del punto sobre una curva ala-
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1. INTRODUCCIO

““['as ventajas que’las expresiones matriciales presentan sobre las de indices son
i .cofiocidas. G - che e ' ' '
En la teoria y en los ejercicios que exvponé'rrios a continuacion se aplica de for-
. ma compacta la derivacion de un conjunto de vecfores.

El paso de la notacién matricial a la de indices es inmediata.

5 NOTACIONES

o ‘ n veces .
O dr A, o~ an A i G Ty - s,

=A—=A Generalizando esta notacion:
dtn oL o . ox4dyr...o0zs

~

3. DERIVADA N-ESIMA DE UNA MATRIZ A = [a;,]

Si los elementos a,; de la matriz A, son funcién de un unico parametro t, la de-
rivada n-ésima de A es una matriz A, cuyos elementos son los elementos de la
matriz A derivados n veces. Esto es:

| ’

In |_" ‘ [ y e S, qxry S S,
AT =|a; ] Generalizando: A =] a,
. i . .

4. DERIVADA N-ESIMA DE UN PRODUCTO DE MATRICES C = A ‘B
| Se comprueba facilmente que siC=A-8B, Ia.deriva.d; n-ésima de C es la deri-
mdmlten comentarios éobre el pre:sentef'ar'ti‘z-:u'lo', que pueden remiiirse ala Red:accién de
esta Revista hasta el 31 de enero de 1974.
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vada n-ésima de A- B, considerando a A y B como funciones, conservando el orden.
Por tanto :

Generalizando:

a B, ...y g=a)y r =By o.. 5—1),
q_T $§ X z
e S g pa
a=0,p=0,...,7=

5. DERIVADA N-ESIMA DE UN CONJUNTO DE VECTORES F_jj =12, ...,p.

A

‘ Sea‘{_'i} una base de vectores constantes en todos los puntos del espacio, y
{e;] otra base. Supondremos que entre ambas bases existe una relacién de la forma:

B0l = 115,116 ¢ =1,

Un problema que se nos plantea a menudo es el siguiente:

“Dados los vectores F; referidos a la base {e;}, hallar sus derivadas sucesivas
en esa misma base.”

Tenemos:
E |l =115, ||F.

Para resolver el problema expresamos {IE ;1 enla base géi}, como:

lle: 1l =1lie.llc. |iF; 1 =]|=;]ICF.
Derivando:
L i In
HF ™ =1le; l1(ch
Como:
”—éi II= ||;z []c—1,
sustituyendo:
||F,n =15 11e0A" = 5 o 3 (7 e

Ca=0
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con lo cual se resuelve ‘el problema. Generalizando:

I — a=g,B=r, .0 78 .q r sy |t By otz @l By L
||Fj”| =|le;l[C . > (a)(ﬁ) '(T)C -F
a=0,=0,...,7=0

(derivacién covariante).
Ejercicio 1.2

Hallar la derivada 1.2y 22 de F=5uve, + w e, respecto de t:

x=u2+v2 y=u2 z=W

NOTA. — &,, 8, €, es la base natural o derivada de las coordenadas u, v, W-

Solucidn:
Suv 5(u'v+l]v)z 2u 2v O
(Fi={ 0 p;ifl={ 0 -lic=f2v 0 O}
; - w w ’ 0 0 1
2u 2v O 1 0 —2v 0
0 0 0 —4uv 0 0 —4uyv
5(Q20v+ uv) B ) 5(Quv+30v+uv)
= = g fe—1¢ fl=lle = B =
=18 [+ iF= el 0 o185 & 0
: w . w
- 2lllv - . )
2 — - . o _u=iuJ)5 +4uv+20v+uy
Fol=1lell[ccis +iBi]| =liell ( " 0 )

Ejercicio 2.°
Hallar la derivada 1.2 y 2.2 del vector de posicion en coordenadas- cilindricas:

cosqp -—sen¢ 0
0 0 1)

- . T=ppot+ 22y, .C=(sen\<p cosgp O

_Solucion:
e o —seng —cosg O
%F§_= 0 ,%F%= 0 ;(:J=(i> cosq —seng O . C—1=CT
z \Z 0 0 0
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= (po» ©g» Zp)

o TR =R e | < G 3 .

=HE”B’ B p(p+p(p
;7. R rl 'Z'vl
-2 = : . p—piotia i)l LD
“l=llejj[crciBl+ B = = 5

= (P P 2p) §2pQ +po

Ejercicio 3.0

Hallar las derivadas de los vectores Ei, i=1,2,...,n de la base natural res-
pecto de las coordenadas curvilineas x/, j =

.1,27..., n. Expresar el resultado en la
base natural y en la reciproca.

" Solucioén:
En este caso F = /, luego:
. ]
— HxJ - 1y d
e ll = llepllc2e

" . N
4 H

que puesto a su vez matricialmente, da: *

~-

[l = oy <y |

: [y J

NOTA. — Por definicién, los elementos de la matriz C—||C " || son los sim-
bolos de Christoffel de segunda especie.. Como || e;: I[ || ei [| G, sustltuyendo en la
ecuacion anterior, obtenemos: .

[, =

= E e ooty

NOTA —Por deflmcuon los elementos de Ia matrlz G C*1 H G

|| son (os sim-
bolos de Chrlstoffel de pnmera espeCIe

Notamon.‘

5 > mdlca la- fila
<> | m - indica 1a ‘columna
n - indica la caja

!
T

: Mg/
ol [Fee u—(-

g) g‘n?zn

b Coh
i Sy

<«>

s Iml, (fmn, 1) = G¢—1 Tlohal
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Ejercicio 4.0

Hallar los simbolos de Chriétoff._el de las coordenadas cilindricas:

o

. S . 1 0 O
X=pcosg, y=pseng, 2=z, G=|0 ¢ 0
B L U I

Solucidén:

X Jcos @ —pseng: 0 Ty 9x\ ¢ 1 Jpcose pseng O
C=|—1]) =|seno pcosg 0} ; C = —| =—— |—senp <050 0);
3x 0 o 1 %) e 0 0 o

-0 cosg. 0 - .cosg - —pseng 0:Q

g —seng 0 —senp —pcosg O
(o-o' c0F 0 0 oi)

' [RP3) (RPN P L7
B S R

Aplicando las conclusiones del ejercicio anterior, tenemos:

—

.y j 0 0 0; 0 —p 0 ~
c-jjc— ||=]0 1/p 0i1/p 0 O : Q|=8, simbolos de 2.2 especie.
0 0 0: O 0 0:

Ity 00 P
Ge-t|jc ||=6B=]0 p
' ) 0 0

4

0
0

o O o

9] simbolos de 1.2 especie.

Ejercicio 5.9
Hallar las componentes de la aceleracion y sobreaceleracion del movimiento de
un punto sobre una curva alabeada:

T L o —1/R 0O - ds
[t b} =|{t,mb||Q, Q= [1/R 0 —UT})v=|v|t, —=|v|
0 1/T 0 dt
Solucion:
introducimos la notacién || €; || = ||1,m, b, con lo cual las expresiones ante-.
riores toman la forma: '
. ds
NTI - _
e 11~ =1lle: l1Qs el =llell C—=le; [lQ|V]- .
dt
o [v| _
v=|le; Il o }i v=IllellB
0
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Derivando:
L _ —
= ol B+ 117, (16 = |[5, [ [Q V] 8y + By)
Vv o
a=|le, || 1712/5 ioa=|le; ||8,
0

/

. Operando en igual forma, obtenemos ia sobreaceleracién:

o ‘ |v|— |V ]/R2
. _ e oL o d 1
Sa=1le: [1[Qv[By+ Bg] = |[e, ||| 3[v|[v|/R+ |V]? (-——)
_ ds \' R
[V]3/RT
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