¢ JMPARACION DE FORMULAS DE APROXIMACION LINEAL
£, TRE UN METODO DE CORRELACION Y EL DE MINIMOS
¢ iADRADOS CON ACOTACION DE ERRORES (*)

Por ANGEL POVEDA CUESTA

Dr. Ing. de Caminos, Canales y Puertos.

Se expone un método de correlacion lineal casi exacto prdcticamente para los
casos en que tgo (relacién entre alturas y distancias en horizontal es inferior a los
120 40’ 2” exactos, siempre posible por eleccion del centro de coordenadas), haciendo

una comparacién para un ejemplo con el de los minimos cuadrados de frecuente o A
,;‘\ ‘;(\x] “E‘ ‘»J}\PJ\\
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aplicacién con acotacién de los errores.

1. UNA FORMA DE APROXIMACION LINEAL

Sea un conjunto de puntos (x:, ¥;) (X, o) (X4 v:) ... (x;,¥,) con centro de grave:

dad G (x,, Yu):
Y
SN N N N A
~r
n
y Ya
I] r_//a'l = !
X;i —Y
. (yi——yl,)'-’
Pl(xi li) t, o8, = o, =
< (x; — X))
X] ’ (Y,-—}’u)"'
G Vo) = —
.0 JO (x!__x”)'.l
Y—"Yu _
{ = R R=r-u
N X — X,
X

Wy—y) +y—y) + .+ y—y,)

( Xp + Xo Xy )2 [(x—x)) + (x—xy) + ... + (x—x)]*
. ‘

n

(*) Se admiten comentarios sobre el presente articulo, que pueden remitirse a la Redaccion
de esta Revista hasta el 31 de julio de 1975,
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Sy—y;)? T/ 2ty—yp)?
=— N W=

};(X——Xi)z

r,=G,+p,—2pGcosw w=180—u =

,
I

G, + P,—2P Gcos(p—s), 180 — (180 —p) —S =p—s5

"= (VX;” + o )2 + (l/(g—xu); 1*' (y,' _ﬂ);u)‘;'l ' \)2 -

|

.‘/x'-’” ¥4 ‘ bx; -—X())ﬂ + ty1 — yo)* cos (p—()

!

n= (e 4y )+ (Vo —n o =y —2 Yoy + 2,

I

I/ (xl.'—"klA,)‘Jv+ (yi —y,)% (cos pcos S + sen - sen S)

Yy 1 X0 Yo
rys=———cosp= = senp =
X() ) /1 + y2“ 1/ x‘J“ + y‘JU l‘; xi!o + y‘.’u
/ X""“
Xi — Xy yi — Y
=cosp = ; senp =
e o fromem e s =
-l,/ (X,- '—"X“)' + (Y, _yn)' “" (X,' ""X”)' + (Y, —'yu)"
Xp o+ Xy + o+ X, )2 Yityet oy, \?
ry = (g + ¥4 + Lx, — + Vi -
n n
S T e T T e X J—
—2 VX'-'" + ¥ V(x, — X F Ay, — Y b ") -+

]/ X2, + ¥, V‘ (x; — xy)* +~(7::—y(,7
Yo (yl - Y())
+_

Vg + vt Vo, =2 + by, —v)?

rr=2 (a3 oy k(xR yE) =20 x, YY) —2

FrmRFs e ()

Vix, —x)2 + v, — 2
=20t yR) (YR ) =20 X Fy v —20G Xty Y,
— X2, —y2) =43 oY) F () F ) —A(x X, YY) =
=2((xg—x,)* + (yy—vy)N +2(x* + YR — (3, +y2) =

=2 g(xn'—x,')2 + (yU_yi)gi + 2 (X":ﬂ + y'.!(')_. (X'J'- + y‘.!i) = r2;

rﬂ,' =2 {(X"—-X"’i) + (Y()_yi)ﬂ} + 2 (xgo + YQO)——-(X‘-". + y:!i)
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;o
n o
=u= =
zr, zr,
n
v A. L
e \/ 2}(X'.—X,-)'+()’|.—Yi)“'§ +2(x"u+)"n)—'(x',' +V‘i)——
1 X;

b1

S T
}Jvz (xg—X)% + ¥y —¥;)* + 20 (3 + yRo — e ¥

\nﬁ' Yi
: 2§(X¢.—X,')"'+(Y(>—Y,-)22 +2(qu+y2())—(x2,' +Y"',-)—'—‘
f' Yy —"Yu 1 / X )

! El/z {(X”——X,.)'-! + (Yn_y()"’} + 2 (X",n + yzn)—(xg,' + yg,') .

1

El error de esta férmula es la de considerar el a por tge, luego para angulos
pequefios de « estard aproximado y vamos a acotar el error.

Teniendo en cuenta los nimeros de Bernoulli, el desarrollo en serie de tg « es:

Xy 2 22 K (2K--1)
t,x =x———+— xh = (— Nk By  x 2K—1
' 15 135 2K
B, = (b—1)n
Xa

(t, x—x) = E<xd+xi+x7+x0=

1—Xa
270-12°40' g1" )
valida para los entornos abc ... |x | < 1.
Soluciones de la ecuacién para su acotacion:
sen x exj —e\¢
t,x—xi = X;
) cos x 21 e2x; —1
3ry2/|l2t |51/2 i —ix
ey + e~ e2xir4-1
2

e2xf—1 =ix (e2xi + 1)

1+ix

(1—ix)e2ai =1+ix e2x =
1—ix

=2x, =/(1+ix)—1(1—1ix)
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z4 z5 z7
1 I1+z)—t(1l—2z) =2z 4+ — + — + —
=1+z+ 22+ 28— 4 5 7
1—z
; Z=Xl.
=1—z 4+ 22— 71 4 x4 X4 X7 ;
14z z22xi=2i [ X—— + ——— —— »
3 5 7 :
x4 X X7 x9
XK= — f — ——— + —
3 5 7 9
x3 X0 X7 x4 X1
—_——— —— = £
3 5 7 9 11
x4 X0 X7 X9
E=—-—eeo— 4+ — = F £ L —
3 5 7 9

En las formulas de los minimos cuadrados la férmula que da los errores, es.:

n n n n
LxXxy—XZx*Zy

1 n n ) : | \
Xxy—Xx . x! +
"‘ . 1 1 n 3 n
X x (Ex —n XX
i

| 1

n n n n
1Y¥xXxy— Xx2Xy

o 1 1
+ b

n 2 n
(E x| —nX«xt

! 1

1 n41 n--1 ete

— J N xy— X — \=E
1
x* /

n i 1 |
x
1

Diferencia de la férmula aproximada para el punto y en n puntos y para el pun
toy en (n + 1) puntos.

En la férmula general de la aproximacion:

] 2(XU—X'.)~ + (yli_yi)~2 + 2 (X"“ + Y'u)_(x'i + Y',")"'—
y—yu 1 XI.
— - n B
X—X 1o e e T T ey
0 > 2106, —x)2 + (rg—y )2} + 2 0x + y2)
1
arco medio
radio medio
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o bien por areas girando los ejes:

nr;m*2nr,
G

0
nr G r(;

en el espacio:

ry
1 y. \3 1 y. \3 1 y. \7
. Yi i i i
o bien tomando en vez de x —- —(——\) —_—— (——) + — ———)
X,
i 3 X, 5 X; 7 X;
(y;)*
E <
(x;)
En la férmula general tenemos:
n
Y —VYu Xr;oa;
1
X —X, Xr,
donde | r; | es en valor mayorado M;:
n
y—>Yuo IM; a,
1
X—X, X
ry K, I oy
- r, ... K, r o
[ I ay
r_n e Ku r(: &y
n, 0

Donde r, es el correspondiente al centro de gravedad:

Solucion de la ecuacion t, x = x:

x=0 (120 407)
2700 — (120 40’ 2”)

>
Il
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Para el valor 270 — 12040’ 2", E = 0,00003.

Para:
x4 X" X7
art, x = X —-—— + ————E
' 3 5 7
3 9
(0,00003)% = § ——
105
1
3Y = 0,000...0 195
E<
10-!.’. 380
A = (0,00003)"/, 6 A = 9 X 5 6989700 = 45 + 6,2907300 =
= 39’ 2907300 = 0,0 —— 0195
38
El error es:
y—"Ya Pigy + Puey+ Preg+ P g, TP
= < XxXE <E
X—X, P; P,
Yi
Véalida para los valores — < t, (120477 20")

X,

]

En la formula de los minimos cuadrados y = mx + h para el conjunto de pun-
tos (X, y) (Xu ¥a) ... (X ¥} — (X, ¥,) 12 formula resuitanteses:

vn n n n
A w2 -
1 n n Tx; Zx;y;— xRy,
et EZxy =2} ] ! X +
y iri i
n 1 n 2 n
= x2 (Ex,. —n X
) 1 1

con la condicién de que la suma de los cuadrados de los errores es minima.
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Ejemplo de célculo: Correlacién alturas-precipitaciones.

x = altitud: 1.000, 800, 1.200, 1.500, 600, 2.000, 2.500, ¢1.300 m?

y = precipitacion anual: 8,5, 7, 10, 13, 6,5, 14, 14,5 dm.

nﬂ i T Y,
Z 2 (xg =X+ (yg—y)* + 20 +y2) — (x*, +y2) —
1

\

y— yu X;
- [ . e < 0,003
X—X, 1/ T T e _2 T T
A—‘]2(x" X) +(Yu Y) + (xn+)'()) (X',-‘*‘Y',)
1
Y, 0,0085 Dm 0,0085 Hm
- =e— = 0,00086 = —————— = 0,000008 = 0,000008
X, 1.000 m 1.000 m
Yo 0,007 7
—_—= = 0,0000 — = 0,000009 = 0,000009
X, 800 8
y, 0010  0,00001
—_—= = = (,000008 = (,000008
x,  1.200 12
Y, 0,013 0,00013
—_— = = 0,00008 = 0,00008
x, 1500 15
y. 0,085
_—= = 0,00001 = 0,00001
X5 600
Yo 0,014
—_—= = (,000007 = (,000007
X,  2.000
Y- 0,0145 0,0000145
—_—= = = 0,000005 = 0,000005

X; 2500 2,5
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X, = 13714 x, = 1.000 x*, =100 (x, —x,) = 3714 (x,—x,)* = 137,641 x%, = 1.879.641 o 0,000085
y, = 00105 y, = 0085 y*, = 00085 y,—y;, =—007 (yy—y,)*= 00049 y% = 0,0001 %
) )y, 0,007
Xy = 1.371,4 X, = 800 XE:: =64 X 104 (X“—Xg) = 571 (XO-—X,_,)'J = 326.041 X2, = 1.879.641 / Yo _ - 0 o
y, = 0,0105 y, = 007 y%, = 00049 (y,—y.) =—006 (y,—y»*= 00036 y = 00001 Vv 800 )
x, = 13714 x, = 1200 x%, = 144 X 100 x,—x, = 1714 {x,—x,* = 29.377.9 x¥, = 1879641 S 0,00000:
y, = 00105 y, = 01 y% =001 y,—y,=00900 (y,—y)*= 00081 y* = 00001 %,
' X, = 13714 x, = 1500 x*, =225 X 10% x,—x, =—129 (x,—x,)* = 16641 x*, = 1.879.641 a8 = 0,00000¢ |
y, = 00105 y, =013 y* =00169 y,—y, =0012 (y,—y,) = 0,0144 y*, = 0,0001 X,
V. |
x, = 13714 x, =600 x2; =36 X 101 x,—x, = 7714 (x,—x;)* = 504.441 x%, = 1.879.641 o 0.00001 |
y, = 00105 y, = 0065 y*, =0,00360 y*, = —0,050 (y;—y,)* = 00025 y*, = 0.0001 X
x,= 13714 x, = 2000 x*, =400 X 10¢ x,—X, = 629 (x,—x,)* = 395641 x¥, = 1879641 [ '8 0.00007
y, = 00105 y, = 0140 y*, =00196 y,—y, =013 (y,—y,)* =00169 y*, = 00001 Vo ox,
A
x,= 13714 x; = 2500 x*; = 625 X 104 x,—X; = 1120 (x,—x;)* = 1353671 %, = 1870.641 | V1 _ 0,000005
y, = 00105 y, = 0,145 y=. = 00196 y;—y, =0130 (y;—y,)* = 00169 y*, = 0,0001 Vo
1
3.034.564 — = 1.750 1,750 x 0,000085 = 0,148
2
1
3.771.364 — = 1.940 1.940 x 0,000009 = 0,0176
2
1
2.378.036 — = 1.540 1.540 X 0,000008 = 0,0124
2
1
1.542.564 — = 1.220 1.220 X 0,000008 = 0,010
2
. 1
4.588.164 — = 2.150 2.150 X 0,00001 = 0,020
2
1
550.564 — = 740 740 X 0,00007 = 0,0518
) §
’
216.624 — = 460 460 x 0,000005 = 0,002
2 ———
9.800 0,2618
202
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Y —V, 0,2618

= =25x10 %
X — X, 9.800
y —0.0105
—_————— =25 X 10 ° y — 00105 = 25 x 10 » x~—1.371,4 X 2,6 X 10°
x--13714

y —— 0,0105 = 0,000025 x — 0,0342

y — 0,000025 x = 0,0237

-+ 0,0105
para x = 1.300

v = 0,000025 x + 0,0237 = 0,0325 + 0,0237 = 0,0562 562 mm. Precipilacion media

v =ax+b
s ax+ b+ E Yy—ax—>b)H=XE=(
M, =2X(y—ax—bx=0

r ¢, =2X(y—ax—bx=0

y, = 85 x,y, = 85 x= = 1
y, = 7 X, ¥y, = 56 X%, = 0,64
y. =10 Xy ¥, =12 x=, = 1,44
y, =13 x,y, =195 x=, = 2,25
y, = 65 X, y.,= 39 x=, = 0,36

y, = 14 X, Y, = 28 X=, = 4
y; = 145 X;y; = 36,5 x4o= 6,25
73,5 114,0 15,94
Xy, =590 Xx,y,=715 Yx o= 969

y=596x+ 705 x=13

y = 7,748 + 7,05 = 14,798
n = 9,86
n+1=1479
= 4,93 absoluto.

Yxy—aXxt—DbhXNx=0

Yy—aXx—nb =20

114 —a1594—0b96 =0
735—a9%6-—7b =20

798 —111,58a—b 672 =0
705,60 — 92,16 a — 6672 = 0
924-—1942a = 0

92,4
——— = a = 4,758 a = 4,758

19,42

735—96a 73,6 — 47,77 25,73
b = = = = 3’67
7 7 7
4,92
=03
14,73

; En féormula de minimos cuadrados para los datos dichos, E = 0,3, dependiendo
del conjunto de los seis o siete datos que se tomen.

En férmula propuesta, £ = 0,0003.
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