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Analisis avanzado de estructuras mixtas
Resumen de un curso®

Por JESUS ORTIZ HERRERA
JULIO MARTINEZ CALZON

Dres. Ingenieros de Caminos, C. y P,

Se presenta en este articulo una coleccién de resultados seleccio-
nados entre los trabajos de curso de una asignatura de doctorado impar-
tida en el afo académico 77-78, dedicada a la explicacion de los méto-
dos avanzados de analisis de las secciones y estructuras mixtas hormi-
gon-acero estructural, asi como de su moderna problemética constructiva
y de disefio. El objetivo de este curso no era exclusivamente docente,
sino que ademas pretendia iniciar a los futuros doctorandos en la prac-
tica y habitos investigadores, aspecto al que se presté especial atencion.
Producto de esta actividad fueron —entre otros— los resultados aqui
seleccionados y recogidos, algunos de verdadero interés préctico, y que
abarcan desde diversos aspectos del calculo plastico aplicado a las es-
tructuras mixtas, hasta el estudio de Jos fundamentos del analisis con

deformaciones diferidas de la seccion parcial de hormigdn.

ANTECEDENTES

Como actividades del curso “Analisis avanzado
de secciones y estructuras mixtas hormigén-acero
estructural”, impartido como asignatura de docto-
rado adscrita al Departamento de Estructuras Me-
talicas de la E.T.S. de I.C.C.P., de Madrid, durante
el pasado afio académico 1977-78 se realizd una
serie de trabajos de curso cuyo objetivo béasico
era el de habituar a los alumnos de la asignatura
a la realizacion, presentacion y defensa de una
investigacion de caracter tedrico, naturalmente de
envergadura y alcance mucho mas limitados que
los de una tesis doctoral, pero constituyendo un
entrenamiento Util para el momento de plantearse
y abordar esta ultima. Para el desarrollo de estos
trabajos se proporcioné a los alumnos del curso
una serie de temas y directrices de actuacion, se-
leccionando entre la extensa problematica actual
del analisis de las piezas mixtas temas que, siendo
de interés practico real, fueran adecuados para su
estudio en grupo con una dedicacion razonable-
mente moderada de horas de trabajo. El gran in-
terés demostrado por la mayor parte de los grupos
d_e, alumnos del curso permiti¢ llegar a una colec-
cion de resultados dignos de ser divulgados, y a
ello responde esta publicacién, para la cual se
han seleccianado esos resultados de mayor valia.
Se enumera a continuacién a aquellos alumnos,
todos ellos ingenieros de Caminos, que intervinie-
ron en la realizacion de los trabajos mas desta-

—— e,

(") Se admiten comentarios sobre el presente articulo,

que pueden remitirse a la Redaccién de esta Revista, hasta
el 31 de octubre de 1979.
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cados, habiendo merecido jas maximas califica-
ciones:

1. Gonzalez Sanchez, José Luis.
Moreno Villalobos, Domingo.
Ogueta Fernandez, Angel.
Robledo Candela, Julian.

(Estudio estadistico de las diferencias en-
tre los valores rigido-plastico y elastoplas-
tico del momento de agotamiento de las
secciones mixtas simples.)

2. Gutiérrez Jiménez, José Pedro.
Martorano Navas, Luis Daniel.
Vilacoba Garcia, Luis Francisco.
Villalba Sanchez, José Manuel.

(Redistribuciones elastoplasticas de esfuer-
zos en una viga continua simple.)

3. lzquierdo Martinez, Maria JestUs.

(Comparacién de diagramas de interaccion
axil-flector segun los métodos rigido-plas-
tico y elastoplastico.)

4, Burdn Maestro, Manuel.
Ortiz Bonet, Angel,

(Contraste numeérico de coeficientes de
fluencia “aparentes” del hormigdn.)

5. Gonzalez Fernandez-Castaneda, J. Javier.
Jurado Cabafes, Carlos.
Rodriguez Santiago, Jesus.

(Reducciones del momento de agotamiento
por inestabilidad del alma en secciones
semicompactas y esbeltas no rigidizadas.)
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La presentacion unificada de estos trabajos,
asi como la direcciéon de los mismos, integrados
en la parte tedrica del curso, ha sido llevada a
cabo por J. Ortiz Herrera, quien expuso dicha
parte tedrica, mientras que J. Martinez Calzén de-
sarrollo la prate practica del curso, dedicada a
la explicacién de la variada problematica actual
de criterios de seguridad, dimensionamiento y as-
pectos constructivos de las estructuras mixtas.

1. Estudio estadistico de las diferencias entre los
valores rigido-plastico y elastoplastico del mo-
mento de agotamieno de las secciones mixtas
simples.

En la actualidad puede afirmarse categorica-
mente que el calculo en rotura se halla totalmente
implantado como método de analisis resistente de
las piezas mixtas de luces y cantos pequefos o
medios, habiendo relegado a los métodos elasti-
cos al nivel de comprobaciones, si no “secunda-
rias”, si de importancia menor, como el control
de movimientos y otros aspectos del comporta-
miento en servicio de las piezas y estructuras
mixtas. En efecto, los métodos anelasticos se han
revelado como absolutamente necesarios para
modelar el comportamiento resistente “dltimo” de
las piezas mixtas, segln se ha observado en infi-
nidad de investigaciones experimentales realiza-
das en la presente y pasada década. Y, por-otra
parte, estos métodos anelasticos permiten una
gran flexibilidad de utilizacion de materiales com-
binados (secciones metalicas “hibridas”, compues-
tas de aceros de diferentes limites elasticos; sec-
cion parcial de hormigén superior o inferior, con
armaduras pasivas y activas, etc.), cuyo uso amplia
considerablemente la variedad y competitividad de
las soluciones mixtas, pero se veria muy coartado
y limitado por la adopcién de los criterios “cla-
sicos” de tensiones admisibles.

Los métodos anelasticos tienen en considera-
cion la entrada en régimen plastico de toda o parte
de la seccién parcial metélica, a medida que la
solicitacién de la seccion mixta se aproxima a su
valor de agotamiento; v, asimismo, los diferentes
aspectos anelasticos del comportamiento del hor-
migon, tales como la fisuracién o, en compresion,
la pérdida de linealidad entre tensiones y defor-
maciones una vez superados los niveles de ten-
sion convencionalmente aceptados como practica-
mente elasticos, Al alcanzarse el agotamiento, las
zonas todavia elasticas son generalmente muy
poco extensas, trabajando en la mayor parte de la
seccion cada material a su respectivo limite elas-
tico o resistente.

Para cuantificar la resistencia global de las
secciones mixtas en el instante de agotamiento,
existen diversas formulaciones o modelos tedricos
. que permiten abordar el problema con distintos
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grados de aproximacién y de complicacién numé-
rica; convencionalmente, pueden establecerse dos
categorias de métodos:

— El método “elastoplastico”, basado en leyes
tension-deformacion de cada material que
tienen en cuenta, de manera mas o menos
simplificada o esquematica, una primera
fase de comportamiento elastico o “lineal”,
y una segunda fase plastica (por ejemplo,
en el caso del acero estructural); o una per-
dida gradual de linealidad entre tensiones y
deformaciones (por ejemplo, el diagrama
parabola-rectangulo del hormigon)

— El método “rigido-plastico”, el cual pres-
cinde de la fase o rama elastica de los dia-
gramas tension-deformacion; asi, en el caso
del acero, este método lo considera traba-
jando siempre a su limite elastico (en trac-
cion o compresion); y, en el caso del hor-
migon, se aplica (entre otros posibles) el
bien conocido diagrama “rectangular”, ti-
pificado en las Instrucciones EH73 vy
EP77 ().

En el caso de piezas flectadas, el parametro o
magnitud béasica a determinar para cada seccién
€s su momento de agotamiento o momento Uultimo,
utilizandose la notacion M, para significar su valor
con arreglo al método elastoplastico, y M,, cuando
se utiliza el método rigido-plastico.

En principio, puede parecer dificilmente justi-
ficable la drastica simplificacién del método rigido-
plastico de prescindir de la rama o fase elastica
de los diagramas tension-deformacion; pero, segun
se ha afirmado anteriormente, las zonas todavia
elasticas en el instante Gltimo o'de agotamiento se
circunscriben en general a porciones muy poco
extensas de la seccidon mixta y en posiciones pro-
ximas a la fibra neutra, lo que determina influen-
cias reducidas en las magnitudes de los esfuerzos,
determinando que las imprecisiones derivadas de
la utilizacion del método rigido-plastico sean ge-
neralmente de pequefa consideracion. Por otra
parte, el método rigido-plastico es de aplicacion
practica mucho mas sencilla y rapida que el mé-
todo elastoplastico, resultando de gran ayuda en
los céalculos “manuales”; y también en los céalculos
por ordenador, en el caso comin de requerirse la
tabulacion de los momentos de agotamiento de
series muy amplias de secciones distintas, a cuyo
efecto la utilizacion del método rigido-plastico per-
mite reducciones muy considerables de tiempos
de calculo en relacién a los exigidos por el méto-
do elastoplastico.

(*) La aplicacion de ambos métodos a las secciones
mixtas puede seguirse en el Cap. IV de la obra “Construc-

cién mixta” (J. Martinez Calzon, J. Ortiz Herrera; ed. Rueda,
1978).
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Por todo ello, es practica generalizada el basar
el calculo resistente de las secciones mixtas flec-
tadas en el momento rigido-pléastico M,,, en lugar
del valor mas exacto M,,, al menos para las clases
de secciones de las cuales se dispone informacion
experimental o tedrica de que estan “bien condi-
cionadas"”, Esto conlleva omitir la consideracion
de las diferencias entre M,, y M, que, si bien son
generalmente pequefas, pueden llegar a ser sen-
sibles, dejando el camino abierto a extrapolaciones
injustificadas salvo que medie un estudio previo
de la magnitud de dichas diferencias, efectuado
con caracter especifico para cada tipologia con-
creta de secciones mixtas.

Precisamente, en este trabajo se ha abordado
un contraste sistematico de las diferencias entre
los valores de M,,, y M, habiéndose seguido para
ello las etapas siguientes:

— Obtencién (por ordenador) de las magnitu-
des M, y M,, asi como del cociente T =
=M, /M,, para una muestra extensa de
secciones mixtas ajustadas al modelo ge-
nérico posteriormente descrito.

— Estadistica de los valores obtenidos del coe-
ficiente .

— Estudio de correlacion y regresion de Y res-
pecto a diversos parametros adimensiona-
les «,, definidores de las caracteristicas
geométricas y mecanicas de las secciones
mixtas consideradas.

Aungue incompletos vy perfeccionables, los re-
sultados obtenidos permiten acotar para las sec-
ciones mixtas sencillas los valores practicos del
coeficiente v, y efectuar una estimacion directa
del mismo en funcion de los valores de los para-
metros «, en cada caso particular. Ello es de gran
interés, ya que permite efectuar una correccién,
simplista pero inmediata, del momento de agota-
miento obtenido por el método rigido-plastico (di-
vision de M, por 1, 0, alternativamente, incorpo-
racién de v como un factor de mayoracion adicio-
nal del momento aplicado)

Fig. 1.1.—Seccién mixta semidescolgada en flexion positiva
Acero: fva = 2600 Kp/cme, Hormigén: f,, = 200 Kp/cm2.
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La seccion genérica analizada esta represen-
tada en la figura 1.1; s eha adoptado una seccién
semidescolgada, entendiendo que los valores de
obtenidos para este tipo de seccion son repre-
sentativos tanto de las secciones descolgadas co-
mo de las embebidas mas comunes. La seccion se
supone solicitada en flexion “positiva”; aunque ha
sido abordado el caso de las secciones con arma-
dura longitudinal superior y soliictadas en flexidn
"negativa”, dicha investigacién no ha sido com-
pletada, por lo cual esta exposicion se restringe
al caso particular citado de secciones mixtas en
flexion “positiva”. Ello limita el alcance de los re-
sultados presentados a continuacién, pero los mis-
mos, sin ser generales, constituyen indudablemen-
te una informacién indicativa de gran interés.

Los parametros «, adoptados han sido los si-
guientes:

br' fi'(’ h(‘ 3 h_—h\
oy = | g = = ( )
hi h 2 h
Af
oy =
Asn

La muestra adoptada ha estado constituida por
144 secciones, comprendiendo todas las combina-
ciones de los siguentes valores:

o = 0,05, 0,15, 0,25
a» = 0,25, 0,50, 0,95
ay =0 0,38, 0,66, 1
A;, = IPN 160, IPN 400, IPE 160, IPE 400

!

Los resultados obtenidos para los cuatro tipos
de perfiles indicados no presentan diferencias im-
portantes, por lo cual se ha juzgado aceptable rea-
lizar una estadistica comin del parametro v, sin
distincion para perfiles IPN o IPE ni diferenciacién
de distintos grupos de cantos de perfiles,

En la figura 1.2 se ha representado un histo-
grama de frecuencias y la funcién de distribu-
cién (F) de la muestra. A continuacion se indican
las principales caracteristicas muestrales:

Media: 1,022

Desviacioén tipica: 0,0253

Mediana: 1,012; F(1,012) = 0,50

Fractil 25 %: 1,029 ; F (1,029) = 0,75

Fractil 10 % 1,062; F(1,062) = 0,90

Fractil 5 %: 1,087 ; F (1,087) = 0,95
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(1) ! Histograma de frecuencias relalivas
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(2) : Funcion de distribucion de 1a muestra (F)

(3) : Funcion de densidad logaritmico~ normal (p),con a =-1.9666, b=z 05278

Fig. 1.2.—Estadistica del parametro .

En la misma figura 1.2 se halla representada
una distribucion logaritmico-normal, con funcion
de densidad del tipo:

exp (— p#/2)
plo = —=
(y—1) b-In10-\ 2%
0,1733 exp (— ;1*/2)
(v—"10b
logy (y —1)—a
con L = ’
b
siendo a = — 11,9666 y b = 0,5278 los valores esti-

mados de los coeficientes a y b. Se ha efectuado
un contraste y* del ajuste de esta distribucion lo-
garitmico-normal, habiéndose encontrado y* = 6,05
(con cinco grados de libertad efectivos), valor que
ro corresponde a una concordancia excesivamen-
te buena de esta distribucién supuesta, pero que
tampoco permite rechazarla, aun cuando el nivel
de significacion para este rechazo sea tan poco
extremado como 0,30. Sin ser concluyente este
resultado, puede afirmarse que la hipotesis de dis-
tribucion logaritmico-normal es razonablemente
aceptable, lo cual se aprecia también graficamente
en la figura 2.2.

y
O (y) = / ply)dy = dy (),
J

1,9666 + log, (y — 1)
con p = -

0,5278
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Y ~1,07—0,176

siendo @, la funcion de distribucion normal N (0,1).

Adoptando esta distribucién, se deducen los
siguientes valores de y en funcion de la probabi-
lidad r de ser sobrepasados:

a4 oy

r=50%..y=1011(L=0;, v =1+10 )
r=25% ..y = 1,026 (. = 0,675)
r=10% ...y = 1,051 (. = 1,282)
r= 5% ...y = 1,080 (.= 1,645)
r= 1% ..y = 1183 (. = 2,329)

Estos valores de y coinciden razonablemente
bien con los valores antes indicados a part'r de
la funcion de distribucién muestral, lo cual cons-
tituye una nueva prueba de la bondad relativa del
ajuste de la citada distribucion logaritmico-normal.

A efectos de fijar una cota practica de y apli-
cable indiscriminadamente para este tipo de scc-
ciones, podria adoptarse aquel valor cuya proba-
bilidad de ser sobrepasado fuera muy reducida,
por ejemplo un 5 por 100. No obstante, teniendo
en cuenta que la muestra analizada incluye seccio-
nes pésimamente condicionadas, y dada la fuerte
asimetria de la distribucién de probabilidad obser-
vada, con localizacion de los valores mas proba-
bles de vy muy cerca de la unidad, parece aconse-
jable hacer menos exigente aquella cota practicn,
estableciendola en el fractil 10 por 100 (y ~ 1,05)
o incluso en el 25 por 100 (y ~ 1,03), siempre que
se tenga alguna evidencia de que las secciones
que se manejan no estan anormalmente disefiadas.
En cualquier caso, este valor de y puede reducirse
haciendo uso de la formula de regresién seguida-
mente indicada, que establece una relacion apro-
ximada entre vy y los datos «;,.

La formula de regresién ensavada ha sido de
caracter lineal, habiéndose obtenido:

- 01008 o4}

La correlacion observada no ha sido totalmente
satisfactoria (coeficiente de correlacion multiple =
= 0,74), y podria probablemente mejorarse con
una férmula de regresion no lineal, incluyendo tér-
minos lineales (en «y, o, as) Yy cuadraticos (o)
o®, o’y o o o o or otw), PEro no ha sido es-
tudiada esta variante, ya que mejorar la exactitud
de la formula a costa de hacerla claramente mas
compleja desvirtuaria el objeto de la misma.

Teniendo en cuenta la cota practica de y pre-
viamente establecida, asi como la débil correla-
cion observada entre v y oy, reflejada en la escasa
incidencia del término — 0,008 ¢, en la anterior
expresion, puede establecerse finalmente el cri-
terio aproximado siguiente:

bl.‘ f(‘ (
— 0,054

h—h, S <1
Bty |

+ 1,05
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Evidentemente la aplicacion practica de esta
formula resulta inmediata, siendo, pues, muy ade-
cuada para la correccion de las pequefias impre-
cisiones derivadas de la utilizacion del método
rigido-plastico, si bien su empleo queda restringido
al caso de secciones de tipologia analoga o asi-
milable a la anteriormente sefialada como base de
este trabajo.

2. Redistribuciones elastoplasticas de esfuerzos
en una viga continua simple.

Si el calculo rigido-plastico del momento de
agotamiento se halla actualmente implantado co-
mo principal herramienta para la comprobacion
resistente de las secciones mixtas, también su
equivalente a nivel de pieza o estructura, el céalculo
plastico “clasico”, se halla asimismo difundido
extraordinariamente en el campo de las piezas
mixtas flectadas de luces y cantos moderados.
Este calculo plastico se fundamenta en la hipote-
sis de rotulas plasticas localizadas, de capacidad
de rotacién ilimitada a momento constante M, )
y en la no consideracion de las deformaciones
elasticas en los intervalos de pieza comprendidos
entre rotulas plasticas sucesivas. Pues bien, en
realidad las secciones mixtas no presentan capa-
cidad de deformacién ilimitada, ni los términos
elasticos resultan tan despreciables como supone
el calculo plastico “clasico”, por lo cual la apli-
cabilidad del mismo a las piezas mixtas debe ha-
cerse con diversas limitaciones y precauciones (").

Para la generalidad de las secciones mixtas
simples, la relacion entre momentos y curvaturas
resulta esquematizable en forma de diagramas “bi-
lineales”, tal como el representado en la figura 2.1;
los parametros adimensionales i Y 1w indicados
en la misma (cocientes de las “coordenadas” del
vertice respecto al momento ultimo M, y curvatura
ultima v, ) oscilan tipicamente entre 0,8 y 1 (1) y

entre 0,05 y 0,30 (ji.), mientras que la hipétesis.

rigido-plastica exigiria que j, = 1 (vértice del dia-
grama, situado a la ordepada M.,) vy que ey =
(curvatura ultima infinita).

El calculo plastico “clasico” es generalizable
para la consideracién de diagramas momentos-
Curvaturas bilineales e incluso mas complejos, pero
a costa de dificultar muy considerablemente el
analisis, viable entonces practicamente solo con
mgdios de calculo automatico. No obstante, con
utilizacion de estos medios, es posible “simular”
el comportamiento anelastico de las piezas mixtas
flectadas, con costes y tiempos de ejecucion mu-
cho mas reducidos, l6gicamente, que los requeri-
dos por un programa de ensayos. En este trabajo
—_—

(") Apartado V4 de la ya citada obra “Construccién
mixta",

AGOSTO 1979

0 M2 Xy Ky

Fig. 2.1.—Diagrama momentos-curvaturas bilineal,

se ha abordado una aplicacion sistematica de es-
tos metodos, con alcance limitado (viga continua
sencilla, diagrama M-y lineal) por las razones lue-
go expuestas, pretendiendo con ello un estudio de
los posibles errores resultantes de la aplicacion
del calculo plastico a las piezas mixtas.

Tal como en el analisis de secciones (trabajo
primero), se denominan métodos elastoplasticos
estas generalizaciones del calculo plastico en las
que se hace intervenir el caracter limitado de las
deformaciones ultimas (y,) y el caracter no des-
preciable de las deformaciones elasticas (jLe x,)-
Generalmente los resultados del calculo elastoplas-
tico se expresan con referencia a los resultados
del calculo elastico ordinario; asi, en el caso de
vigas continuas, adoptando como magnitudes hipe-
restaticas los momentos sobre apoyos intermedios,
los resultados del céalculo elastoplastico se expre-
san comunmente en forma de coeficientes de re-
distribucion (5) de dichas magnitudes hiperesta-
ticas, definidos estos coeficientes como los por-
centajes o tantos por uno de variacién respecto
de los correspondientes resultados del calculo
elastico. En el célculo plastico clasico, estos coe-
ficientes de redistribucién no vienen limitados por
ninguna condicién de rotacién limite o Ultima de
las rétulas plasticas; en cambio, en el calculo elas-
toplastico, el caracter limitado de las deformacio-
nes impone ciertas acotaciones a dichos coefi-
cientes,

Evidentemente, seria de gran interés practico
disponer de una tabulacion extensa de estos coe-
ficientes de redistribucion elastoplasticos, ya que
seria posible con ello un reajuste inmediato de
las leyes elasticas de esfuerzos de cada pieza, con
la garantia de respetarse la capacidad de rotacién
efectiva de las zonas plastificadas. Pero una tabu-
lacion de esta naturaleza encuentra graves dificul-
tales por el gran nimero de variables involucradas,
exigiendo enormes tiempos de calculo o determi-
nando un excesivo volumen de resultados, si se
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pretende cubrir la extensa casuistica posible. Ello
es motivado por diversas causas:

— A pesar de la relativa sencillez del tipo de
estructura a que se hace referencia (viga
continua), la casuistica de numeros de va-
nos, relaciones de luces, cargas, etc., pue-
de ser considerable, tal como se aprecia en
cualquier tabulacion “elastica”.

— Dentro del analisis no lineal no es valido el
principio de superposicién, lo cual incre-
menta aun mas el nimero de hipdtesis de
carga a considerar explicitamente.

— La definicién precisa de las caracteristicas
deformativo-resistentes requiere mucha ma-
yor cantidad de informacion que en los cal-
culos eléasticos, tanto a nivel de seccion in-
dividual como de pieza completa (variabili-
dad del diagrama momentos-curvaturas a lo
largo de la pieza, el cual se ve considerable-
mente afectado por los cambios de refuer-
zos, armaduras, etc.). Ello repercute no sélo
en un incremento de la casuistica posible,
sino ademas en una grave dificultad de uso
de una tal tabulacion, cuya utilizacién pre-
supone el conocimiento de datos de obten-
cién laboriosa y sujetos en general a con-
siderables ajustes y variaciones durante el
proceso de dimensionamiento, salvo que el
alcance préactico de dicha tabulacion se res-
trinja a la mera comprobacién de piezas ya
dimensionadas por otros criterios.

— El analisis de cada caso es considerable-
mente mas costoso que en los métodos elas-
ticos: a diferencia de las constantes elas-
ticas, ahora los parametros deformativos
dependen del estado de solicitacién, requi-
riendo un ajuste iterativo; el agotamiento
debe alcanzarse por incrementos sucesivos
del parametro de carga, ya que la no linea-
lidad impide predecir su valor Gltimo a par-
tir de*un calculo unico de la configuracion
de acciones prefijadas; generalmente la dis-
cretizacion en barras ha de ser mas densa
que en los métodos elésticos, y el tratamien-
to de cada elemento resulta mas compli-
cado, etc.

Por estas razones una tabulacion referente al
comportamiento elastoplastico de las vigas con-
tinuas (y con mayor razén para otras tipologias
estructurales mas complejas) no puede pretender
la generalidad, sino tan sélo constituir un “test”
mas o menos afortunado del comportamiento elas-
toplastico de una gama particular de casos, y bus-
cando mas bien resultados cualitativos que cuan-
titativos, tales como érdenes de magnitud admisi-
bles de redistribuciones de esfuerzos en agota-
miento, o limites orientativos de aplicacién del
célculo plastico tradicional en funcién de las ca-
racteristicas del diagrama momentos-curvaturas.
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Figura 2.,

En este trabajo se ha emprendido esa tarea,
tomando como base un problema particular rela-
tivamente muy sencillo (ver figura 2.2): viga con-
tinua de dos vanos desiguales, con cargas unifor-
memente repartidas p y p’, cuya relacion p'/p se
mantiene invariable en todo el proceso de carga.
Asimismo, se ha adoptado, como modelo deforma-
tivo especialmente simple, el ya comentado dia-
grama momentos-curvaturas bilineal (ver figura 2.1)
simétrico en flexion positiva y negativa, y cons-
tante a lo largo de toda la pieza.

Se han analizado en total 270 casos, determi-
nados por combinacién de los valores siguientes:

« (= I'/l) =1, 0,50, 0,25

8(=p'/p) =1, 0,50, 0
= 0,99, 0,90, 0,80, 0,70, 0,60, 0,50
2 = 0,01, 0,05, 0,10, 0,25, 0,50

1

Cada vano se ha discretizado en 12 barras, con
objeto de permitir la sustitucion de las cargas re-
partidas por cargas puntuales ubicadas exclusiva-
mente en los nudos de la estructura asi particio-
nada, y de poder adoptar una distribucién lineal
de momentos flectores en el interior de cdda barra
parcial, lo que simplifica la delimitacion de las
zonas plastificadas y la formulacion de los para-
metros deformativos de cada elemento.

El algoritmo de analisis empleado ha sido una
particularizacion del algoritmo general desarrolla-
do en la referencia: “Analisis no lineal de estruc-
turas de barras y de laminas de revolucion” (*),
adaptado para dos grados de libertad por nudo
(flexion simple) y para el diagrama momentos-cur-
vaturas bilineal; el método consiste en una trans-
formacién del método matricial elastico “de la
rigidez”, por lo cual es especialmente adecuado
para su programacion en ordenador.

Para cada caso se han resuelto cinco estados
de carga, correspondientes a los siguientes valo-
res de p:

P1 =py, 2=0,75py +0!25ppl,
ps =05p, +05p,,, ps=025p, +0,75p,,,
Ps = Ppry

(*) J. Ortiz Herrera, “Hormigén y Acero”, nim. 118, 1976.
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siendo p, el valor de p que justamente correspon-
de a la pérdida de linealidad (flector |[M | = |, M,,
en alguna de las secciones de la pieza); y p,, el
valor de agotamiento rigido-plastico (carga plas-
tica de colapso, con momento plastico igual a M, ).
En realidad, el agotamiento se produce siempre
con p =p, << P, siendo p, intermedia entre al-
guna de las parejas de valores p,, p, (1.7 7. 4);
si para uno de los estados de carga, p, .1 se al-
canza o supera (*) el momento M,, en alguna de las
secciones de la pieza (seccidn “critica”), mientras
que para p; se mantiene ! M | < M, en todas ellas,
entonces evidentemente p, <C p, -~ p, , ¥y p, pue-
de estimarse de modo aproximado ajustando el
flector “M ' de la seccion critica al valor M,,, ha-
ciendo la hipotesis de variacion lineal de dicho
flector en el intervalo p. < p < p, .1~ Naturalmente
el ajuste mas preciso de p, requeriria nuevos
célculos para la reduccidén progresiva de dicho
intervalo, pero se ha considerado suficiente |a pre-
cision conseguida con el planteamiento descrito.

La deduccion de las magnitudes p, y p,, para
la pieza en cuestion es trivial, indicandose sim-
plemente a continuacioén la formulacién correspon-
diente (valida para .71, 3. 1):

(a) p, =8y ,M,/I* siendo:
vy = julk
1+ &b B

1+ ¢

si k_ < 0,6883
(b) p/rl

Yo = 1/[4(3—2 y2)] = 1,4571

=8y, M,/I*, siendo:

Analogamente a p, y Py P, Se escribe en la
forma p, = 8y, M,/*; es decir, se especifica a
tBrE/l\)l/éS del coeficiente adimensional Yo =p, I/

El coeficiente de redistribucion del momento
sobre el apoyo intermedio de Ia pieza se define
en la forma ya indicada: § = 1—M~/M—-,,, sien-
do M-y M-, , los valores de dicho momento res-

(*) El que se Supere M, es posible porque el algoritmo
adoptado, por conveniencia operativa, mantiene mas alla de
Xy 'a rigidez residual de la rama elastoplastica del diagrama
momentos-curvaturas, Ello carece de importancia, ya que a
Posteriori se invalidan las situacion } con |M|> M,

AGOSTO 1979

pectivamente segun el calculo elastoplastico y el
calculo elastico. El coeficiente § varia con p, entre
los valores 5 (p,) =0y 5 (p,) = 5,; conocida p,,,
Y por consiguiente y,, es inmediato expresar O
en la forma siguiente:

— Si el agotamiento se produce precisamente
en la seccion de apoyo (con (M | = M,):

Yuk_

— Si el agotamiento se produce en la sec-
cion de maximo flector positivo (entonces
IM < M,):

4 1
(d) 8, =1——: (1 —*—.)
k.. VT

Asi, pues, determinada la carga Ultima p, de
cada caso analizado, la formulacion anterior per-
mite obtener inmediatamente el correspondiente
0., Y es posible tabular este coeficiente en funcion
de los parametros adimensionales del diagrama
momentos-curvaturas, ., y |ts, ¥ de las relaciones

de luces y cargas, ¢ v 8, de este problema par-
ticular,

No obstante, esta mera indicacion de coeficien-
tes de redistribucion es poco expresiva de la "ca-
pacidad de adaptacién plastica” inherente a cada
diagrama momentos-curvaturas (caracterizado por
1LY jt2), ya que el diagrama mas ductil redistribuira
poco si las particulares combinaciones de luces y
cargas determinan ya en régimen elastico valores
absolutos similares de los pésimos flectores posi-
tivo y negativo, en cuyo caso la formacién del me-
canismo de colapso plastico “ideal” es posible
con redistribuciones 5,, muy pequefas. Interesa,
por lo tanto, valorar en cada caso qué fraccion del
comportamiento plastico que “se requiere” de una
seccion dada es capaz de proporcionar ésta; a tal
efecto se han definido los siguientes “coeficientes
de eficiencia plastica”:

pl( "—py
(€) A, = =

P '_py
P Y u

Tu "%y

Yor —7Y»

Ppi Y ni

o
A = —_—
(9) 5 5

El primero de ellos (x,) establece qué propor-
cion del intervalo ideal de carga en régimen plas-
tico, p,, —p,, es realmente desarrollada por la
pieza. El segundo (X,) es la relacion de carges
P. Y P, por lo cual pone de manifiesto directa-
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mente la pérdida de seguridad asociada en cada
caso con la utilizaciéon del calculo plastico tradi-
cional. El tercero ()\8) indica qué fraccion de la

redistribucion ideal 6,; puede llegar a ser alcan-
zada en el agotamiento de la pieza.

En la tabla adjunta pueden verse los valores
de los coeficientes 5, (“DU"), 1, (“LDIF"), A,
(“LCOC") y kg (“LRED") para combinacién consi-

derada de los parametros It Y ftz, €N UN caso par-
ticular de relaciones de luces y cargas (q =1 =8);
se incluyen tan sélo una de las nueve tablas que
componen los resultados del trabajo (*), si bien
todas ellas han servido de base para la elabora-
cion de la figura 2.3, en la cual se han represen-
tado graficamente los valores pésimos del coefi-
ciente A,, en forma de isocurvas en el plano (Lo
it). En lo que respecta al coeficiente A, los va-
lores pésimos se han obtenido siempre en el caso
simétrico (« =1 = R) (**), siendo, por lo tanto,
éste el caso de entre los estudiados en que la apli-
cacion del célculo plastico tradicional conduciria
a las mayores pérdidas de seguridad global; no es

(*) Con objeto de abreviar esta exposicién, y teniendo
en cuenta que la utilidad de las restantes tablas es relativa
dado que se dispone de los valores pésimos de 7&7 (tabla
adjunta) y de A, (figura 2.3).

{(**) Asimismo, los valores pésimos del coeficiente N
(figura 2.3) se han producido mayoritariamente en el caso

simétrico. En cambio, la distribucién de A§ es mucho mas
erratica.

M

Lf/7L=1.000

ello extrafo, ya que en este caso se requiere una
elevada redistribucion para llegar al mecanismo
plastico ideal, y, sin embargo, la extension de la
zona plastica en flexion negativa (la primera en

Pr/P=1.000

PARAMENTOS ADTMEHMSTONALES REDISTRIRUCTINN COFFICTFNTFS EFTCTENGTA

DIAGHAMA BILINFAL EN AGOTAMIENTO PLASTICA

Mot Mu? pu LDTF  LEDC  LRED
.99 .01 A .au -R2 .52
.08 J0R .21 .75 .5

.10 06 .15 A .19

.75 .04 i .7? 3

.50 .01 SR LT0 L0R

.90 .01 Nl . RS .94 Bb
.05 P58 .78 .Q7 .80

L0 LA .59 .0 .59

.25 JNR P VR LT 1)

.50 .03 .PH .71 .10

A0 -0 .24 .78 .90 .16
.08 .23 -Th .RQ T4

.10 .2 =M R7 -h7

75 7 .St .7A8 3R

.50 0u a7 .7° A

.70 L0 .70 74 LAH .65
.NS .19 .M .85 Y

.t0 1R +68 A4 .57

25 1° .SR .78 19

.50 .04 L6 T2 L1

.60 .01 17 .M A% .54
.05 b .69 LR? L5

10 15 a7 A1 47

.78 A0 .60 77 <33

.50 03 .50 .71 .10

.50 .01 14 <469 .79 NUR
.05 Y 67 .79 .40

.10 PRR| .66 .77 .36

.75 .07 -h1 .74 P4

.50 -0 .S7% «h9 .07

Isocurvas de valores pésimos de
"eficiencia plastica"

(N Ay =0.75
(2) /\A 20,70
(3)/\A 20,65
(4) A, =0.60
05 (5)/\A =0.50
(e)/\A 20.40
Figura 2.3,
0 . ; . . . ‘
.0 005 0.1 0.2 03 04 05 1 M2
664

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS




ANALISIS AVANZADO DE ESTRUCTURAS MIXTAS

formarse) es especialmente reducida, lo cual limita
las rotaciones plasticas alcanzables,

Claramente estos resultados parecen restringir
considerablemente la validez de la aplicacion in-
discriminada de redistribuciones plasticas de es-
fuerzos hiperestaticos en las piezas continuas. No
obstante, es preciso resaltar que existen en las
vigas mixtas usuales una serie de efectos no con-
siderados en este estudio, y que explican el mejor
comportamiento plastico observado experimental-
mente en dichas piezas:

— Las secciones mixtas de edificacion exce-
den normalmente con amplio margen las
condiciones de seccion compacta (%), por
lo cual son generalmente capaces de desa-
rrollar rotaciones plasticas netamente ma-
yores que l|as tedricas, por aceptar el acero,
incluso en las zonas comprimidas, deforma-
ciones superiores a la cota convencional
e, = 2,5 por 100 usualmente adoptada en
la determinacion de los diagramas momen-
tos-curvaturas (ello se traduce en mayores
valores efectivos de y, vy, por lo tanto, me-
nores valores de y,, mas favorables). Para
estos ordenes de deformacién, el endureci-
miento del acero produce ademads un in-
cremento resistente no considerado en el
andlisis limite ordinario.

— Debido al tamafo finito de los apoyos y de
los nudos, de magnitud relativa apreciable
en el caso de luces cortas, la extensién de
las zonas pléasticas en flexién negativa pue-
de ser considerablemente mayor (con el
consiguiente incremento de las rotaciones
plasticas) que bajo la hipdtesis de apoyo

_ puntual, aparte de tenerse una cierta reduc-
cion de los momentos negativos pésimos

respecto de los calculados bajo dicha hipé-
tesis.

— EI incumplimiento local de la hipotesis de
deformacion plana puede dar lugar a re-
distribuciones adicionales de esfuerzos.

— Las redistribuciones por fisuracién, no in-
cluidas en el simplificado modelo tedrico
supuesto en este trabajo, pueden llegar a
ser de considerable importancia.

Asi, pues, el estudio realizado se enmarca den-
tro de los actuales intentos de aproximacion teé-
rica progresiva al comportamiento real de las pie-
zas mixtas hiperestaticas, de esfuerzo e interés
considerables, pero todavia con numerosos aspec-
tos abiertos a investigaciones futuras.

———————

(") Ver “Construccién mixta”, apartados V.7 y IV.7.4.
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3. Comparacion de diagramas de interaccion axil-
flector segin los métodos rigido-plastico y
elastoplastico.

El primer trabajo resefiado en este articulo con-
trastaba los valores del momento de agotamiento
de secciones mixtas determinados con arreglo al
metodo elastoplastico (M,), mas exacto, y con
arreglo al meétodo rigido-plastico (M,,,), considera-
blemente menos laborioso. Ese estudio se efectua-
ba en flexion pura, cuando en realidad es bien
conocido el hecho de que el momento de agota-
miento efectivo depende del resto de esfuerzcs
que componen la solicitacion de la seccidén mixta,
fendmeno que se conoce como “interaccion” entre
esfuerzos Ultimos. También para el analisis de di-
cho fendmeno, la generalizacién del método rigido-
plastico resulta ser el procedimiento mas sencillo
y practico, pero indudablemente la utilizacion de
este procedimiento simplificado requiere el sopor-
te de un contraste sistematico de sus diferencias
con los “resultados elastoplasticos”, contraste que
hasta el momento presente no ha sido efectuado
con la deseable generalidad.

El objeto de este trabajo ha sido el abordar
este contraste sistematico en el caso de la interac-
cion flector-axil (M — N’) (*), para una extensa
serie de secciones mixtas doblemente simétricas
representativas de las principales tipologias de
secciones de los soportes mixtos. Este estudio,
circunscrito al ambito de la seccion individual, no
ha incluido ningun efecto relacionado con el pan-
deo o los fendmenos de segundo orden del soporte
comprimido; en estas condiciones, diagramas de
interaccién como los aqui presentados no pueden
utilizarse directamente para la comprobacién re-
sistente de los soportes mixtos, salvo en el caso
de esbelteces muy reducidas, o introduciendo, en
su caso, los términos de esfuerzos asociados con
los efectos de segundo orden. No obstante, tales
diagramas de interaccién M — N’ forman parte de
los datos basicos necesarios para la adecuada
comprobacién resistente de los soportes mixtos, y
por elio resulta de gran interés disponer de un
contraste sistematico de los diagramas obtenidos
por el método elastoplastico y por el método rigi-
do-plastico, en orden a delimitar el posible campo
de aplicacion de este segundo procedimiento.

Para el estudio de la interaccion entre solicita-
ciones normales M y N', las hipétesis de trabajo
de ambos métodos son andlogas a las ya sefala-
das para el estudio de la situacion de flexion pura:

— El método rigido-plastico supone el acero
trabajando siempre a su limite elastico (en
traccidén o compresion), si bien con la pre-
caucion de acotar superiormente el de los
redondos comprimidos a 4.000 Kp/cm?; para

(*) El estudio se limita al caso N’ > 0 (compresion).
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el hormigén se opera con el mismo diagra-
ma rectangular del caso de flexién pura.

— Para la aplicacién del método elastoplasti-
co, se ha mantenido el mismo diagrama ten-
sion-deformacion birrectilineo o “elastico-
perfectamente plastico” para el acero, in-
cluso armaduras pasivas (supuestas de du-
reza natural). En cambio, para el hormigon
se ha sustituido el diagrama parabola-rec-
tangulo por el diagrama birrectilineo que
reemplaza la rama parabdlica por un seg-
mento recto con extremo en el punto g, =
= 0,00133, o', = 0,85 f,, diagrama acepla-
do en el articulo 28.6¢c de la Instruccion
EH-73 (*). Este diagrama tension-deforma-
cion del hormigén une a sus ventajas ope-
rativas una perfecta adecuaciéon para los
calculos en agotamiento, tanto en flexion
como en compresion simples o compuestas;
es, en cambio, muy inexacto a efectos de
rigideces en régimen lineal y preagotamien-
to (E. = 637,5f,, valor excesivamente bajo),
pero ello no afecta al presente estudio, en el
cual se han considerado Unicamente esta-
dos de agotamiento.

El proceso de aplicacién de ambos métodos
puede seguirse en los capitulos 1V.4.3 y IV.4.4 de
la ya citada obra “Construccién mixta"; en esen-
cia, se trata de considerar las diferentes distribu-
ciones de tensiones Ultimas derivadas de hacer
variar la posicidén de la fibra neutra de tensiones
(y respetando la hipotesis de deformacion plana vy
las deformaciones Gltimas de los materiales en el
caso elastoplastico); y determinar los respectivos
esfuerzos resultantes M y N’ de estas distribucio-
nes de tensiones internas. Estas parejas de valo-
res (M, N') constituyen las coordenadas de suce-
sivos puntos del diagrama de interaccion, cuya
representacion grafica, igual que la determinacion
de los esfuerzos citados, se ha realizado con ayuda
de medios automaticos. ‘

La investigacion efectuada, cuyos resultados
s€ exponen en las figuras 31, 3.2 y 3.3, ha abar-
cado un total de 25 secciones distintas, incluyendo
soportes rellenos (cuadrados y circulares), recu-
biertos (con flexion en el plano de mayor inercia
0 en el de menor inercia) y soportes abiertos. En
los tres casos el valor del parametro ¢, = 0,85
A.f. /Ny, (**) ha sido variado ampliamente (de
0,2-0,3 a 0,7, aproximadamente)

(*) De acuerdo con lo sefialado en la misma, la defor-
macion Ultima del hormigén se ha variado entre los limites
€', = 0,0035 en flexién pura y e, = 0,002 en compresién
simple.

(**) Fraccidn del axil dltimo N’;” (en compresion centra-

da y ausencia de fenomenos de inestabilidad) asignable a la
seccion parcial de hormigén.
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En el caso de secciones recubiertas flectadas
respecto al eje de menor inercia se aprecian dife-
rencias considerables entre ambos diagramas elas-
toplastico y rigido-plastico (este Gltimo, exterior al
primero); ello es debido claramente a la desfavo-
rable disposicidon del acero en este caso, no sien-
do posible el completo desarrollo del limite elas-
tico en amplias zonas de dicho material (por su
excesiva proximidad a la fibra neutra en las situa-
ciones de flexion predominante), en contra de las.
hipotesis basicas del calculo rigido-plastico. No
obstante, las diferencias entre ambos diagramas
se mantienen muy reducidas en las zonas corres-
pondientes a flexiones pequefias o medias (hasta
valores del momento del orden de la mitad del
momento Ultimo en flexion pura), que es precisa-
mente el rango de solicitaciones que cabe esperar
en el plano de menor resistencia de dichos so-
portes, en los cuales normalmente se tendera a
que la méxima longitud de pandeo o las flexiones
exteriores dominantes se tengan en la direccion
ortogonal a la considerada. En el resto de las sec-
ciones analizadas se observa una concordancia

buena o aceptable entre ambos diagramas de in-
teraccion.

Los resultados de este trabajo constituyen, jun-
to con las ventajas operativas del método rigido-
plastico, un argumento concluyente a favor de este
método, siempre que la aplicacion del mismo no
se haga extensiva a las secciones de soportes
mixtos en los cuales, como en el caso de las sec-
ciones 25 a 29, la seccién parcial metalica se
encuentre e nposicion claramente desfavorable, o
gue en tales casos el diagrama rigido-plastico se
corrija en funciéon de las diferencias observadas
en uno o varios puntos respecto de los resultados
de un célculo elastoplastico especifico.

4. Contraste numérico de coeficientes de fluencia
“aparentes” del hormigén.

La introduccion rigurosa de la deformabilidad
diferida del hormigén en el analisis de las seccio-
nes mixtas requiere un aparato matematico des-
proporcionado con la importancia del fenémeno,
el cual ha pasado a un segundo plano dentro del
conjunto de las comprobaciones de las piezas mix-
tas, dada su escasa incidencia —tedrica y experi-
mentalmente confirmada— en los estados limites
de agotamiento de la generalidad de las mismas.
Siempre que las caracteristicas de las secciones
Yy piezas mixtas consideradas permitan su compro-
bacion resistente por métodos plasticos (rigido o
elastoplésticos), las deformaciones diferidas de la
seccidn parcial de hormigén son tenidas en cuenta
en la practica solamente a los siguientes efectos:

— Determinaciéon del estado tensional bajo las
solicitaciones caracteristicas; el objeto de
este célculo tensional en situacién de ser-
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Fig. 3.1.—Diagramas de Interaccién M —N’ de secciones retlenas.
Cotas: ¢m; dimensiones de chapas: mm; acero A-42,
Estuerzos (referidos al centro de simetria): M, en mt; N’, en t.
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Fig. 8.2.—Diagramas de interaccién M — N’ de secciones recubiertas.
Cotas: cm; dimensiones de chapas: mm.
Esfuerzos (referidos al centro de simetria): M, en mt; N’, en t.
Acero estructural A-42, Redondos @20, AE42N.
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12.0 18,0 24.0 30,0 36.0 42.0 48,0 .0 8,0 16.0 24.0 32.0 40.0 4B.0 56.0 64,0 72.0 60.0

SECCION N. 35 SECCION N, 36 SECCION N. 37
Fig. 3.3.—Diagramas de interacciéon M — N’ de secciones abiertas.
Cotas: cm; dimensiones de chapas: mm; acero A-42,

Esfuerzos (referidos al centro de simetria): M, en mt; N/, en t.

vicio se limita en general a controlar ade-
cuadamente que no se produzcan plastifica-
ciones de los materiales en tal situacion, si
bien incluso este control llega en ocasiones
a omitirse (aceptaciéon de plastificaciones
parciales), en piezas de pequefia luz con

-cargas moderadas y predominantemente es-
taticas.

—_ E'stimacio’n de movimientos de las piezas en
situaciones constructivas y de servicio (li-
mitacion de flechas, determinacién de reco-

rridos de dispositivos de apoyo, contrafle-
chas de ejecucion, erc.),

Como puede apreciarse, estas comprobaciones
no son ge_neralmente las de mayor importancia o
responsabilidad (*), por lo cual es practica muy
R

(.") Naturaimente, puede haber excepciones a esta afir-
macion. Por ejemplo, el caso de secciones esbeltas en las
cuales la distribucion tensional “elastica” sirve de base para
el control de inestabilidad de chapas; secciones en las que
deba comprobarse el estado limite de fatiga, etc.
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extendida proceder a su verificacion segtn el co-
nocido meétodo de la “seccidn ideal de acero”, tras
una simple correccién del coeficiente de equiva-
lencia n,, en orden a reproducir de modo aproxi-
mado el aumento de la deformabilidad efectiva del
hormigén debido a la fluencia de este material.

En realidad, la consideracion rigurosa de la
fluencia del hormigdén dentro de 'una seccién mixta
exige tener en cuenta la variacion a lo largo del
tiempo de la tensién en las fibras de dicho mate-
rial, debida a la transferencia de esfuerzos inter-
nos hacia el acero estructural, cuya rigidez efec-
tiva no se ve afectada por efectos de deformabili-
dad diferida, produciéndose a causa de ello una
redistribucién tensional entre ambos materiales.
Estas variaciones tensionales en el hormigén a lo
largo del tiempo no son en absoluto despreciables
en la mayoria de las piezas mixtas, lo cual implica
que su analisis riguroso deberia efectuarse confor-
me a la teoria de la fluencia del hormigon bajo
solicitacion variable. Ello resulta especialmente
penoso si se aplican los mas recientes modelos
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viscoelasticos para dicho material, que incluyen
conjuntamente un comportamiento “plastico dife-
rido” (dependiente de la edad del hormigon) y una
respuesta “elastica diferida” (invariante frente a
cambios del origen de tiempos), lo cual determina
formulaciones mas complejas que las ecuaciones
diferenciales que regian el comportamiento de las
secciones mixtas en el modelo de Sattler-Dischin-
ger, basado en el caracter exclusivamente “plas-
tico diferido” de la fluencia del hormigén, y ya de
por si notablemente complicado y de trabajosa
aplicacion practica.

Desde el punto de vista practico, esta dificultad
puede obviarse mediante el procedimiento aproxi-
mado desarrollado en la obra “Construccion mix-
ta”, cuyo propésito es el de mantener la simplici-
dad y claridad operativas del método de la seccién
ideal, pero en base a una eleccion “adecuada” del
coeficiente de equivalencia del hormigén en cada
caso. Incluso en las piezas o estructuras que re-
quieran una determinacién especialmente afinada
de tensiones y movimientos en fases constructivas
y de servicio, la utilizacién de este método puede
estar perfectamente indicada (*), sobre todo en el
caso mas usual de existir amplios margenes de
incertidumbre acerca de los parametros deforma-
tivos diferidos del hormigén, que pueden convertir
en ilusoria cualquier pretensién de mayor exactitud
mediante el empleo de métodos de céalculo mas
complejos que el propuesto.

El concepto fundamental de este método sim-
plificado es el de coeficiente de fluencia “aparen-
te”, cuya utilizaciéon permite reducir el problema
de la fluencia del hormigén bajo tensién variable
al de fluencia bajo tensién constante. La deduccion
de estos coeficientes de fluencia aparentes, basa-
dos en el modelo de fluencia que combina términos
elasticos diferidos y plésticos diferidos, resulta un
tanto complicada y extensa, pero su utilizacién
practica es directa e inmediata, en base a los re-
sultados expuestos en el apartado 111.3 de la obra
“Construccion mixta”, cuya deduccién puede se-
guirse en los apartados 11.4.5 y 111.3.1 de la misma.

La expresion genérica del coeficiente de fluen-
cia aparente es del tipo ¢, ,, = ¥, ¢,, 0 bien, con
distinta notacion, Oup (t ) =V (1 t) o (t, t,), sien-
do t, la edad del hormigén en el instante de pues-
ta en carga, t la edad en el instante de medida de
la deformac¢ién de dicho material, @, 0 ot t) el
coeficiente “ordinario” de fluencia, definido para
tension o', constante en el intervalo (t,, ), yd, o
¥ (t, ty) un factor de ajuste dependiente de las va-
riables t, y t y de la “forma” de la ley o', (1) en el
intervalo t, < © < t, es decir, del tipo de variacion
temporal de la tension aplicada al hormigén. Su-
poniendo conocido el coeficiente ©1 0p |2 defor-

(") Con alguna variante o mejora, tal como la subdivision
de la seccion parcial de hormigén en sucesivas franjas con
distinto coeficiente de equivalencia.
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macion de fluencia z’,, en el instante t se expresa
a partir de o', (t) como si la tensién hubiera sido
constante en todo el intervalo (t, t) e igual a o', (t):
e've (t) =a'c ()@, 4p/E,, 25 La funcion o, (t, t)
no es, evidentemente, una caracteristica intrinseca
del material, puesto que depende del tipo de pro-
ceso de carga, pero en determinados problemas
practicos es factible efectuar a priori hipdtesis ra-
zonables acerca de la forma de la ley de variacién
temporal de ¢',, quedando fijadas de este modo
by ®, ., con lo cual el tratamiento operativo
de la fluencia del hormigén se hace considerable-
mente mas sencillo que lo que exigiria la consi-
deracion, sin mas, de su ecuacién constitutiva.

En la citada obra “Construccion mixta” (C.M.)
el coeficiente ¢, se formula explicitamente para el
caso de variacién de o', proporcional a la j-ésima
potencia de ¢,, siendo j un nimero entero posi-
tivo: o', (t) = k ¢i,; en base a los respectivos ¢,
denominados y,,, resulta posible abordar proble-
mas en los cuales g’, (t) se supone afin a una com-
binacion lineal de un numero finito de potencias
de ¢, (expresion polindmica en o,).

La determinacién explicita de U,, se efectia en
dicha obra a través de ciertas simplificcaiones de
validez probada en determinados casos particula-
res, pero de caracter sélo aproximado en general.
Concretamente, esto es asi para la férmula de in-
terpolacién 11.4.5.37:

Pd o 0" ¢ w
_‘__—'q‘)jdf +

P cpao

(@ ¢, = Gires

siendo ¢;,, vy ¥;;, las expresiones de {,, dedu-
cidas respectivamente en la hipétesis de fluencia
elastica diferida, @, = o, (t, t), y de fluencia plas-
tica, @, = @ (t, t); y siendo ¢, ., ©*;, Y ©, =
=@qs., + ©";, los valores finales asintoticos (pa-
rat., C/J) de ©y (t, t”), Qs (t, t“) Yy de Qr = Py (t, t()) +
+ Qr (t, t).

En este trabajo se ha abordado la resolucion
numeérica, en miniordenador, de varios problemas
sencillos de fluencia, y se han comparado los re-
sultados obtenidos con los deducidos aplicando
los respectivos coeficientes de fluencia aparentes
tedricos; mas concretamente, a partir de las defor-
maciones de fluencia ¢',, (t) calculadas numérica-
mente, se ha despejado ¢, de la expresion
e o (t) =o', () bre,/E,., 24 y se han comparado
los valores de ¢, asi obtenidos con los valores
tedricos del mismo coeficiente. Ello ha permitido
comprobar la aceptable bondad de estos valores
tedricos, cuyos errores maximos observados han
sido poco significativos frente a los restantes as-
pectos de incertidumbre, tedricos y practicos, que
presenta el fenédmeno de la fluencia del hormigon;
no obstante, en este mismo trabajo se han contras-
tado otras formulas de interpolacién diferentes de
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(a) que, manteniendo sustanciaimente su sencillez,
permiten aproximarse ain mas a los valores “exac-
tos" de los coeficientes ;.

Se ha efectuado la obtencién numérica de
¢', . (t) para leyes de tensiones del tipo o', (1) =
= o (1, ty), v £ 1.2 t, empleando la ecuacion dis-
cretizada 11.4.5.12 (C.M., péag. 92), la cual, teniendo
en cuenta que ¢', (t,) = 0 para las leyes citadas,

m
proporCiona E':':' = E CP (tr rl) A G’('i/E('l 289 igua_
i=1
landoe', . ad’, () -y, * @, /E. sy despejando b,
1 m
resulta ;) = — 3 o (t, t;) Ad',,. Introdu-
. j1 o i=
ciendo explicitamente los incrementos tensiona-
les Ao',;, esta ultima formula se escribe:

1 m
(b) q)j (f, th) = ———— 2 © ({, t,') .
cpf'l"(t’ t(i) i=1
* [C,Oj (t;) to) —ij (t,- BETR DI

siendo t, <t <t ... < t,, = t; en el programa de
calculo se han adoptado incrementos de tiempo
dia a dia, es decir, t, =t, + i, 1.<i.<m,

Evidentemente la expresion descretizada (b)
proporciona el coeficiente ¢,, para cualquier ex-
presion o definicion numérica del coeficiente de
fluencia. Puede verse que dicha expresién es con-
sistente con la férmula 11.4.5.29 (C.M., pag. 94) sin
mas que integrar por partes la integral que figura
en esa formula, lo cual conduce a:

1
(c) ‘l’j tt) = ———e
<P7 +1 (tl t())

*t d
. / @ (1) — @i (t, t)ld
J i ot

Los valores de y;, obtenidos numéricamente
por el programa en la' forma indicada, se han com-
parado con los valores tedricos proporcionados
por las expresiones 11.4.5.30-33-34-37 (C.M., pagi-
nas 95 y 96) en los casos j = 1, 2, 3.

= Para ® (t, t,) se ha adoptado la siguiente expre-
sion teodrica:

@t t) =04-[1—e-0020-- W] + Qf

t to )
t + 552 t() + 5,‘3

(C}.M., 11.4.4.3-5-6 con ©io=04y 5, =002
dias—1), efectuando varias hipdtesis acerca de
los valores de los parametros de fluencia plastica,
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a fin de considerar diversas relaciones entre fluen-
cia plastica y elasticidad diferida:

@, =143, D.2 = 266 dias
) <, =270, 5.2 = 120 dias
) ;. =435, d.0 = 43 dias

Asimismo, se han adoptado tres intervalos tem-
porales distintos (dias):

(fos ) = (20,100), (20,400) y (20,900)

En la tabla 4.1 se'indican las diferencias por-
centuales obtenidas entre los valores ¢, calcula-
dos numéricamente y los ¢, tedricos, ‘con signo
negativo cuando los primeros resultan mayores
que los segundos. A la vista de dicha tabla, los
errores obtenidos pueden calificarse de moderados
(maximo 19,5 por 100 y medio 10 por 100). No
obstante, se ha encontrado que estos errores pue-
den disminuirse adoptando las féormulas de inter-
polacion siguientes, sustitutivas de (a):

Qi (t, t) Qs (t, to)
(d) ‘xbj/ = iar T it
® (t, ty ) (f, ty)
@Qa (—t—, to) oy (1'—, tu)
(e) ¢, g + _ iy
o (t, 1) o (t, t)
N 1
siendo t = — (t, + 1.
2

TABLA 4.1.—Errores en 4;, con la férmula de in-
terpolacién (a).

Error| Error | Error
t t en iy en Uy f en Uy
Casol g, ., Pf o (dias) | (dias) | (%) (%) (%)

20 100 | —11,7|—16,5|— 19,0
| 04| 1,43 20 400 | —14,3|—18,5|— 19,5
20 900 | —12,7|—163(—17.3

20 { 100 {— 57|— 8,4|— 9,8
N | o4f27 | 20| 400 |— 73|—10,0{—10,9
20 | 900 |— 68|— 94— 104
20 | 100 {— 35|— 54|— 65
m | o4| 43 | 20 | 400 |— 47|— 68{— 7.6
20 | 900 [— 45|— 65|— 7,5
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TABLA 4.2.—Errores en y;, con la térmula de in-

terpolacién (d).

Error | Error | Error

t t en | en g, en

Caso Vi | Ps o (dias)| (dfas) (%) (%) (%)
20 100 | —0,3 0,8 2,1

1 04| 143 20| 400 | —6,4|— 59| —3,4
20 900 | —8,9 |—10,1] —9,4

20 100 | —0,2 0,5 1,3

1l 04 2,70 20 400 —38|— 4,0 —28
20 %00 | —53|— 6,7] —6,8

20 100 — 0,1 0,3 0,8

M 04 | 435 20 | 400 25 |— 28| —2,1
20 900 | —35|— 47| —5,0

TABLA 4.3—Frrores en ¥, co nla férmula de in-

terpolacién (e).

)
[

Error | Error | Error

% t enyyfen,feny,

Caso ¢, w | Pf o (dias)| (dias) | (%) (%) (%)
20 100 1,7 3,8 58

1 04 | 1,43 20 400 [ —o09 2,9 78
20 900 | —56 | —48|—26

20 100 0,9 2,2 3,4

I 04 | 2,70 20 400 | —0,9 0,9 3,7
20 800 | —37}—47}—33

20 100 0,5 1,3 2,1

M 04 | 4,35 20 400 | —0,6 0,6 2,5
20 900 [ —25|—30|—26

Los errores correspondientes a ambas formulas
de interpolacién se indican respectivamente en las
tablas 4.2 y 4.3. La férmula (d) aparece como mas
adecuada para intervalos de tiempos cortos, y la
(e) para intervalos medios y largos; adoptando una
u otra férmula segin dicho criterio, los errores
maximos previsibles son del orden del 5 por 100.

Finalmente, se ha procedido con el mismo pro-
grama a la determinaciéon numérica de la deforma-
cion de fluencia ¢’,, correspondiente a una varia-
cion de o', lineal con el tiempo, o', (1) = ¢ (1t —1t,),
con ¢ = cte = 1, y se ha comparado dicho valor
de ¢',, con el valor tedrico obtenido ajustando

!

1
o'; (t) en forma polindmica, o', (1) ~ ’2 k; iz,
’ j:O
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y utilizando para cada término de este desarrollo
el correspondiente coeficiente aparente de fluen-
cia (C.M., pag. 94):

1

1

(f) g, () = E kj¢,,cp/f+‘
Er, oy j=20

Este estudio se ha realizado para el caso |I
(@4 » =04, @,, = 270) y para el intervalo tem-
poral t, = 20 dias, t = 400 dias. Las constantes k;
se ha ndeterminado por acoplo puntual de 1t — ¢, a
la expresién polindmica de ¢', (1) para los instan-
test=1t, 1t =1ty n—1 instantes adicionales in-
termedios.

Se ha efectuado este ajuste con n — 3, habién-
dose obtenido k, = 0, k, = 4434, k, = — 5222 y
ki, = 189,9; es decir, como aproximacién polino-
mica en or de ¢, (1) en el intervalo t, < 1 < t, se
ha adoptado:

(@) o, (1) ~ 443,4 o1 — 5222 ¢*r + 189,9 ¢'r

Con lo cual, el valor aproximado de ¢’, , () es:

1
(h) e, () =~ ——— (443,44, | ) —

o1 2N

_— 522,2 q)-_g f(p:{/ + 189|9 “IJH { c‘Psil)

La diferencia entre el resultado de aplicar esta
formula para t = 400 dias y el valor de ¢, (400)
determinado numéricamente es de un 17 por 100,
resultado satisfactorio si se tiene en cuenta la poca
adecuacion de una ley lineal o', (1) = t—1t, para
ser aproximada mediante combinaciones de tér-
minos en o7, y el relativamente escaso numero de
potencias de ¢, consideradas (*).

Ello confirma de nuevo la bondad de los coe-
ficientes de fluencia aprentes teéricos, y permite
suponer una buena adecuacién de los mismos para
el estudio de muchos problemas practicos en que
la fluencia del hormigén se desarrolla bajo tensio-
nes o', (t) mucho mas adecuadas para ser repre-
sentadas de forma polinémica en ¢, que la ley
lineal con t antes considerada, por existir general-
mente un término de tension constante (k,) clara-
mente dominante, y por evolucionar la componente
variable de o', de forma afin a o, (rapido creci-
miento inicial, tendencia asintética a un limite finito
para t-» »), lo cual permite generalmente repre-
sentar o', (t) >~ ko + ki, + kaw®, + ... con un
nimero muy limitado de términos.

(*) Como comprobacién del caracter decreciente del
error con “n", se ha efectuado un célculo analogo de g,
con n=1y n=2, habiéndose obtenido, respectivamente,
errores del 53 y 27 por 100 (> 17 %), con lo cual se aprecia
claramente que la exactitud aumenta con el numero de tér-
minos del polinomio en g,.
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