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Criterios minimo-cuadraticos de ajuste
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En este trabajo se analiza la influencia que tienen las escalas de
gradacion de los ejes en los papeles probabilisticos, sobre los erro-
res que se cometen al ajustar la recta de minimos cuadrados a la
nube de puntos experimental. Se presentan seguidamente diversos
criterios minimo-cuadraticos de ajuste de distribuciones de probabi-
lidad a datos experimentales, estudiando su mayor o menor utili-
dad en funcion de la zona de la distribucién en que interesa un me-
jor ajuste. Finalmente se aplican los diversos criterios al ajuste de

| datos de oleaje mediante una nueva familia de distribuciones de
| extremos, haciéndose el estudio comparativo y presentandose las
|

conclusiones correspondientes.

1. INTRODUCCION

Un problema frecuente con el que se en-
frenta el ingeniero o el fisico en su vida practi-
ca consiste en elegir, dentro de una familia, la
distribucion de probabilidad que mejor se
ajusta a una muestra experimental. Ello exige
precisar el sentido que se da a la palabra
«mejor», es decir, exige definir una cierta re-
lacion de orden en el conjunto de las distribu-
ciones de la familia elegida mediante un crite-
rio acorde con sus deseos. Desgraciadamen-
te no es corriente encontrar proyectistas que
justifiquen los criterios elegidos y es muy
frecuente la utilizacion de criterios inadecua-
dos al objetivo que se persigue. Asi muchos
proyectistas utilizan ajustes graficos «a ojo» y
no sonconscientes de que dichos ajustes son
sensibles al tipo de representacion que se
elija (escala aritmética, papel doble logarit-
mico, etc..).

En la figura 1 se presentan los diagramas
‘ie frecuencia acumuladas de una muestra de
wlturas de ola significante maxima anual co-
espondientes a veinticuatro anos, medidas
1 Myken-Skomvaer (Noruega) entre 1949 y

376 —Houmb et al. (1978)—. Asi mismo, se

Se admiten comentarios sobre el presente articulo, que

-drdn remitirse a la Redaccién de esta Revista hasta el 31
:: agosto de 1982.
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dibujan las rectas de mejor ajuste por el mé-
todo de minimos cuadrados realizadas «a ojo»
para varios tipos de escala elegidos sobre los
ejes coordenados. En la figura 1a) se utiliza
papel aritmético, en la 1b) papel semilogarit-
mico, en la figura 1¢) el doble logaritmico y en
la figura 1d) el papel de Gumbel.

Por otro lado, la figura 2 muestra todos los
ajustes juntos en escala aritmética, donde
puede observarse no s6lo que no son coinci-
dentes (s6lo uno de ellos es una recta), sino
que se separan notablemente en algunas zo-
nas y que algunos de ellos ajustan mucho
mejor para valores grandes de la variable y
otros Io hacen mejor para valores pequefios.

Ello es debido a que la funcién que se
minimiza en el primer caso es

Qi= I [yi— (axi+b)? (1)

i=1
en el segundo

Qo= X [Lyi— (axi+ b)) (2)
2n el tercero

Qo= Z [Lyi — (alx; + bj]? (3)
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y en el cuarto

Qu= Zlyi—@LLI/X+E  (4)

Analogamente, el uso de otros papeles pro-
babilisticos y ajuste por minimos cuadrados
lleva implicita la minimizacién de otras fun-
ciones.

Como puede observarse, los criterios (1),
(2), (3) y (4) son completamente diferentes y
deben corresponder a realidades fisicas di-
ferentes, siendo el ingeniero el que debe se-
leccionar de manera consciente cual de ellos
es el que debe utilizarse en cada caso.

Conviene sefalar aqui que los térmicos
que aparecen en los sumatorios de las expre-
siones (1), (2), (3) y (4) son las contribuciones
de cada dato al error total. Por tanto, el valory,
contribuye en (1) aditivamente y en (2), aditi-
vamente pero como su logaritmo, o que im-
plica una reduccion del peso relativo de los
valores grandes frente a los pequefos y expli-
ca el por qué del peor ajuste para valores
grandes que el método (1).

2. CRITERIOS DE AJUSTE

£n lo que sigue se dan algunos métodos de
ajuste; comentando en cada uno de ellos el
significado fisico, que puede justificar su uso.
En la formulacion analitica de cada criterio se
representa por Z, y F(x) los valores de la
funcion de distribucidon muestral y tedrica co-
rrespondientes al dato x, de la muestra de
tamafo n, que se supone procede de una
poblacion con funcidn de distribucion F (x,0),
donde ® = (04, ®2,..) es el vector paramétrico
de la familia. Ante una muestra dada, hay que
obtener los valores de los parametros ©; que
conducen al mejor ajuste con la informacion
experimental, de acuerdo con el criterio que
se considere.

Para el punteo de la funcion de distribucion
muestral, en las aplicaciones realizadas se ha
utilizado la formula recomendada por Gumbel
Z,=i/(n+ 1), dondei es la posicién que ocupa
el dato Z, en la muestra ordenada de menor a
mayor.

2.1. Meétodo del error uniforme en proba-
bilidad

Este método consiste en obtener la distri-
bucion aproximante dentro de la familia F(x) de

JUnio 1an

modo que se minimice la expresion

Gi= (2~ Flx; 0)) (5)

Este criterio da un mismo peso a un mismo
error en la frecuencia acumulada en todo el
rango de variacion de la probabilidad, es de-
cir, que segun &l es equivalente dar una fre-
cuencia acumulada de 0,8 en vez de 0,9, que
dar una de 0,1 en vez de 0,2.

Como se ve en la formula (5) se admite la
posibilidad de despreciar la informacion de (k-
1) valores de la muestra.

2.2. Método del error relativo en la proba-

bilidad

Este método se basa en minimizar, dentro
de la familia elegida, la expresion

}; Zi—F (Xi) 2
i=k[ F (x) ] (6)

Este criterio da el mismo peso a un mismo
error relativo en la frecuencia acumulada en
todo el rango de variacion de la probabilidad,
es decir, que segun él es equivalente dar una
frecuencia acumulada de 0.99 en vez de 0.9,
que dar una de 0.11 en vez de una de O.1.

Este método seria correcto, por ejemplo,
para ajustar en la cola izquierda de la distri-
buccidn, pues da mas peso a los errores mas
a la izquierda que a los de la derecha. En

efecto, la expresién (6) puede escribirse tam-
bién como

ng

Ge= iﬁk—g&)—[z.— F (x)]2 (7)

donde se comprueba que es analoga a la (5),
pero afectada de unos coeficientes, 1/F2 (x)),
que son mas elevados para valores méas bajos
de x; lo cual lo hace insatisfactorio para ajus-
tar en la cola derecha. Para este uso seria
conveniente minimizar la expresion

ol Zi—F (Xi) 2
Ga= igk{ 1_—_F(—Z)_] (8)

que da el mismo peso a un minimo error
relativo de las frecuencias respecto de la pro-
babilidad complementaria. Con este método
seria equivalente dar una frecuencie. acumu-

lada de 0,85 en vez de 0,8 que dar una de 0,4
en vez de 0,2.
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Como se vera este método va a surgir
mediante otro criterio en el apartado 2.5

2.3. Método del error uniforme en el pe-
riodo de retorno

Este método se basa en minimizar, dentro
de la familia elegida, la expresion

Go= % | 1 ___1 i 9
T AT T TTER ©

Como puede comprobarse, los sumandos
del sumatorio de (9) son los cuadrados de los
errores que se cometen en el periodo de
retorno al utilizar como frecuencia acumulada
Zi en vez de F(x). Obsérvese que idénticos
errores absolutos en e] periodo de retorno
conducen a idénticas contribuciones al error
total. Asi, bajo este criterio, es equivalente dar
como periodo de retorno un ano en vez de

dos afos, que dar ciento un afos en vez de
ciento dos afos,

La expresidn (8) puede-excribirse también:

n 1 )
G Y T = (- P

donde se observa que también es andloga g
la (5), pero con coeficientes, 1/[(1-2)2 - (1 —
= F(x))?, mayores para los valores altos de
Xi que para los valores bajos, lo cual lo hace
valido para ajustar en la cola derecha adn
tomando k igual a 1.

24. Meétodo del error relativo en el periodo
de retorno

Este método se basa en minimizar, dentro
de la familia elegida, la expresidn

1 1 2

| 1-z2 1=F(x)
GS:igk 1 \11)
1 —=F (x)

Los sumandos del Sumatorio de (11) son
los cuadrados de los errores relativos que se
cometen en el periodo de retorno al utilizar
como frecuencia acumulada Zienvez de F (x)).
Con este criterio es equivalente dar como
periodo de retorno 1,1 afios en vez de dar un
ano, que dar ciento diez anos en vez de cien
anos.
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La expresion (11) puede escribirse como:
=2 |4_1=Fx) ]
Gs= i§k[1 WJ (12)

que sera andloga a la dada en el apartado 2.5,
0 también como

Gsz

i

NS

1
Zi—F K 13
=z 2 F () (13)
lo que demuestra que da mas peso a los
valores altos de Xique a los bajos, y por tanto,
que es valida para ajustar en la cola derecha
aun en el caso de tomar K igual a 1.

2.5. Método basado en el criterio de equi
valencia en la cola derecha

Este método se basa en minimizar la ex-
presion

n 1_Zi 2__
Gs= ng[TTF—&y“q =

- Q| Zi=F(x)]? ,
que esta fundamentado en el concepto de
equivalencia en la colg derecha. Se dice que

dos funciones de distribucién F(x) v G(x), son
equivalentes en la cola derecha siy sélo si

lim1~F(x)
=0T G (x) | (15)

Y, Por tanto, los sumandos del sumatorio de
(14) para valores grandes de x; deben ser muy
pPequenos en virtud de (15). La equivalencia
en la cola derecha entre F (x) y G (x) significa
que son equivalentes |os infinitésimos que

Separana F (x)ya G (x) del valor 1 en dicha
cola.

Por otra parte, Ia expresion (14) puede
ponerse como

n 1
Gs= T =F ez [Zi—F (x))? (16)

=1 = F (x)]?2

que muestra su validez para el ajuste en |g
cola derecha, pues los coeficientes, 1/[1—F
(x)]2 crecen con Xi.

Si lo que se desea es dar mas importancia
en el ajuste a la cola izquierda, el criterio de
equivalencia es inmediato, sin mas que cam-
biar (1 -2z vy [1—F (x)] por Z, y F(x) en las
expresiones anteriores,

DCVA/ICT A Moo o~ e
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26. Método de los errores ponderados

Las expresiones (5), (10), (13) y (16) sugie-
ren un método que generaliza todos los ante-
riores y que consiste en minimizar la expre-
siéon

Ge= % i [Zi—F (X)) (17)

{ ponderacion, cada uno de los cuales se aso-
i cia al dato experimental x; y cuya magnitud
dependera de la zona de la distribucidn en la
que se pretende un mejor ajuste.

;

j donde los ai(i=1,2,., n) son coeficientes de
]
3

3. EJEMPLOS DE APLICACION

En este apartado se aplican los métodos
anteriores al ajuste de dos grupos de datos de
altura de ola significante maxima anual. Uno,
el ya citado en la introduccién y obtenido por
Houmb et al. (1978), y el otro, constituido por
i medidas realizadas durante veinte afos en el
i cabo Machichaco y recogidas por Copeiro
(1978). La familia de distribuciones ajustadas

et L R L i e

es
Fi(x;a b yy=exp|- exp(—a dxt sig
(x) + b)j; a0, v0, x € R (18)

que fue propuesta por Moreno (1980) para €l
ajuste de datos extremales. Los parametros
se obtienen mediante un proceso iterativo en
ordenador que minimiza ias expresiones aso-
ciadas a los diversos criterios.

Debido a la naturaleza de los datos, es
claro que interesa obtener un buen ajuste en
la cola derecha de ia distribucion, por ser los
valores que ésta tome en dicha cola los gue
van a marcar la altura de calcuio, teniendo
una importancia secundaria los datos experi-
mentales que no pertenecen a dicha cola.

.. Las figuras 3a) y 3b) recogen ajustes refe-
ridos a los datos de Houmb, mientras que las
4a) y 4b) hacen lo propio con los de Copeiro.

En cuanto al método del error uniforme en
probabilidad (UP), (Figs. 3a y 4a), obsérvese
que el aspecto del ajuste con K= 1 es bueno
para valores pequenos del periodo de retorno
y malo para valores grandes, pues la curva se
aleja de los datos en la cola derecha, sin
embargo, los errores en probabilidad se man-
tienen pequefios (la escala de la probabilidad

JULIO 1982

en dicha zona esta muy distorsionada y gran-
des distancias implican pequefias diferen-
cias). Para el ajuste en la cola debe utilizarse
un valor K1 con lo que se mejoran notable-
mente los resultados. La figura 3a) tambien
muestra el ajuste UP perorealizadocon K= 12,
De la comparacion de ambas curvas se dedu-

ce la conveniencia de elegir valores altos
de k.

En las figuras 3a) y 4a) también se recogen
los ajustes por el método del error relativo en
probabilidad (R.P.). Puede verse que cuando
k= 1 el ajuste es bueno en lazonaizquierday
completamente insatisfactorio en la cola de-
recha. No obstante, el ajuste mejora si se
eligen valores de k mayores. obsérvese los
ajustes RP.con k= 15y k=12 paralos datos
de Houmb y Copeiro, respectivamente.

Observando en las figuras 3b) y 4b) los
ajustes mediante el criterio del error uniforme
en el periodo de retorno (UPR), con k=1, se
puede afirmar que en la cola derecha, dichos
ajustes son notablemente mejores que con
los métodos anteriores.

Los resualtados de emplear el metodo del
error relativo en el periodo de retorno (RPR),
con k=1, recogidos asimismo en las figuras
3b) y 4b) corroboran su buen comportamiento
para el ajuste en la cola derecha.

Finalmente, también en las figuras 3b) y 4b)
se presentan los ajustes a los datos de Houmb
y Copeiro respectivamente, empleando el mé-
todo basado en el criterio de equivalencia en
la cola derecha (E). Los resultados son muy
satisfactorios sobre todo en la cola derecha,
tomando k= 1. El aumento de k no mejora
notablemente los resultados, como se ve en ia
curva de la figura 4b) obtenida con k= 12.

4. CONCLUSIONES

Las principales conclusiones de este tra-
bajo son:

1. Esabsolutamente necesario, al utilizar
papeles probabilisticos, tener presente el pe-
so que se esta dando a los diversos datos, en
su contribucién al error total cometido al efec-
tuar la regresion mediante una recta de los
puntos representativos de la distribucién acu-
mulada experimental.

2. Las mayores diferencias de dispersion
al utilizar diversos papeles, se dan para los
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valores extremos de las variables en juego,
que son precisamente los que interesan en
ingenieria, pues siempre se proyecta pensan-
do en situaciones extremas.

3. De los criterios de ajuste cuadratico
entre la distribucion experimental y la teoria
aqui representados, aquellos basados en el
error referido al periodo de retorno dan mejo-
res resultados para ajustar en la cola derecha
4 que los que minimizan el error referido a la
i funcion de distribucion.

4. De todos los criterios propuestos, el
4 mas adecuado para el ajuste en la cola dere-
t cha es el basado en el concepto de equiva-

lencia en dicha cola.

5. Paralaeleccion delvalorde calculo de
i la variable en estudio cuando interesan los
 valores extremos de ésta, puede convenir
© prescindir de datos registrados cuya probabi-
» lidad de presentacion es arande pues no van

LR NS S D
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a definir situaciones limites. Para ello, basta
tomar kK1 en los criterios anteriores.

6. Enlos datos extremales analizados, la

distribucion (17) presentada manifiesta bue-
nas cualidades para el ajuste.
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